02/12/2022

Eletrodinamica
covariante 2

Eletromagnetismo II  (4302304)

Prof. Ricardo A. Terini

E-mail: rterini@if.usp.br
Bloco F — Conjunto Alessandro Volta — sl. 105

LDRFM — IF-USP |

21

. 9
= (v, _a(m)).

* Levando em conta os 4-vetores definidos em (4) e (6), 2 = ti o
bem como suas relacoes com os campos E e B: — :
0A
B=VxA, E=—V¢_E, &)

d 9

B, = —A,— —A, = A5 — 034,

s 8y 4 az ¥ 2413 3412
] 0

B, =—A,——A, = A —0A

¥ az b ax VA 341 113
i) d

Bo= " A, d = Gl —ds
ox ~  dy

* ... podemos determinar as componentes cartesianas de ambos:

iE, A, a [ip
c  d(ict) ax (T = s ~Bua
{E, 0A, d [ip
—=———|— ] = 0442 — 0,A
G d(ict) dy ( c LA L

iE,  9A, 0 [ip\ _
¢ dict) 3z \c

(Os dois membros foram multiplicados por i/c) |
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Eletrodinamica. As equacoes de Maxwell

» As equacoes (10) mostram que as componentes cartesianas de E e B sao

componentes de um tensor de Lorentz de rank 2 com a forma generahzada
—0,A,.

* F,, éotensordeintensidade de campo eletromagnético, que tem

Fuy = 3,A,

(1)
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6 componentes independentes porque € assimétrico (F,, =-F,) e
G,, € o tensor dual. Na forma matricial,
0 B —B, —iEJc 0 —E/c E,c —iB
| B 0 B -iEy/e G| Efe 0 —Efc -iB,
B, -B, 0 —iEj/c —EyJc Edc 0  —iB,
iE:/c iEyJc iE.[fc 0 i By iBy iB, 0
(12) o0,
””””””””  Entao, a relatividade combina os campos E e B numa tinica entidade... |
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Eletrodinamica. As equacoes de Maxwell

Equacoes de Maxwell

 Sintetizando:

24

Forma usual
V-E=p/g
V x B = poj + ¢28E/at

V-B=0

V xE = —0dB/at

u=4

u=1,2,3

A=l pu=2,andv=3

A=4,pu=1,andv =

Forma explicitamente covariante

v Fuy = [ojy-

3;_Fu,, + B.uF,,;\ + 3,,F)‘u —1}

ou avG_u v = 0.
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Eletrodinamica. As equacoes de Maxwell

 Exercicio 1:

(a) Levando em conta a expressao covariante de tensor de Lorentz de
rank 3 abaixo, que valores dos indices seriam necessarios para obter as
equacoes com as componentes cartesianas nao determinadas da Lei de
Faraday?

3;._Fu,, + BﬂF.,l + 3‘,F,_ﬂ =

(b) E quais os indices, no caso de se partir da expressao do tensor

dual abaixo?
0,G, =0.
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Eletrodinamica. Leis de conservacao
« Aplicacao: A Equacdo de Continuidade também pode
ser expressa de forma explicitamente covariante. Vo
=7
N . 7
* Se, em um referencial inercial, as cargas, num volume V, 0
tém uma densidade p e se movem com velocidade u, entao /
J=pu, ondep=gqnv ¥
» A carga Q é invariante. Experimentalmente, verificou-se que, apesar da
grande velocidade dos elétrons (u ~ 0,4c) em atomos de Césio (Z = 55), a
diferenca relativa entre a carga do elétron e a do proton é < 10-1°!
* Por outro lado, V sofre contracao de Lorentz na direcao do movimento...
V="V/y (14)
,,,,,,,,,,,,,,,, * ...sendo V,, o volume ocupado pela carga Q no referencial em repouso. |
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Eletrodinamica. Leis de conservacao

~ Q Q
- E : ==V = (1)
ntao P=7 7o Y = PoY
. _ _ (Densidade de
* Portanto: J = pu=pyyu (16) corrente relativistica)

« Fica claro, entdo, que se pode agrupar J e p num 4-vetor densidade de
corrente, e também em notacao covariante:

Ju=PoU, = po(U,iyc) = (J,ipc) = (], Jwipe) | @7

* Nateoriada relat1v1dade, entao, fica claro que a densidade de corrente e
a densidade de carga nao podem ser entidades completamente separaveis.

+ Isto ocorre porque uma distribuicao de carga estdatica, num dado sistema
de referéncia, se comporta como uma distribuicao de carga e de corrente

———————————————————— num outro sistema que se move relativamente ao primeiro sistema.
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Eletrodinamica. Leis de conservacao

: . . _0j, _ 0],  09(icp)
E derivandoj:  0,j, = ox —ax; T 30e0

' )
p (18)
=V-J+—=0
J dt
Entao, a equacao da continuidade pode também ser expressa numa
forma 4-dimensional e covariante como:

. 9j, _
aulu ox, =0 (19)

» Essa é a equacao da continuidade em forma covariante.

. Ass1m vemos que o 4-vetor J , ndo diverge!
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Eletrodinamica. Propriedades corpusculares de campos

» Campos eletromagnéticos livres se comportam como particulas
relativisticas no sentido de que sua energia e momento linear se
transformam como o 4-vetor de energia-momento de uma
particula.

* Isso pode ser demonstrado e acontece para

* (1) qualquer volume finito do campo de radiacao produzido por uma
fonte localizada e

* (i) pacotes de ondas bem localizados.

» Ambos sao livres, no sentido de que seus campos destacam-se de
suas fontes e se propagam na velocidade da luz.
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Eletrodinamica. Propriedades corpusculares de campos

« Aplicacao (i): Exercicio 2:

Contexto: Um volume de espaco finito e’
ut o M | k  arbitrario V se move com velocidade uz, |
v __,——U’t—ﬂv ) — quando ﬁsto de um refer.encial Keu'z .

K—* K—' |+ quando visto do referencial K’. K’ move-se
/ / com velocidade vZ em relagdo a K. ‘

Sejam Uy,, e Py, aenergia total e o momento linear total da por¢ao de
uma onda plana monocromatica contida no volume V que acompanha a
onda.

Prove que a razao Uy,,/w é uma invariante de Lorentz.
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Eletrodinamica. Propriedades corpusculares de campos

+ Exercicio 1: (Em sintese)

* Sejam Uy, e Py, aenergia total e o momento linear total da por¢io de uma onda
plana monocromatica contida no volume V que acompanha a onda. Prove quea '
razdo Uy,,/w é uma invariante de Lorentz.

* Seja a onda plana dada por:

Ei = XEjexp[i(k; - r — wit)] e cBi =z x E;.
* Pode-se mostrar que:
o =yl-B e  E=y(1-pE

» Entdo, a densidade de energia eletromagnética em K’ sera:

upy = €0 EP = eoy*(1 — B’ E} = y*(1 — B)’ugm.

31
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Eletrodinamica. Propriedades corpusculares de campos
+ Exercicio 1: (Em sintese)
» Sejam Uy,, e Py, aenergia total e o momento linear total da por¢ao de uma ondja
plana monocromatica contida no volume V que acompanha a onda. ~ Prove que a
razao Up,,/w é uma invariante de Lorentz. :
» Nao ha transformacao de Lorentz que leve o volume ao repouso! (O Volumb
acompanha a onda!) :
» Deve haver contracao do comprimento da direcao do movimento.
Entao o volume V, em cada referencial sera:
V = Vo1 —u?fct = Vy/y(u) € V' = Voi/1 —u?/c? = Vp/y ).
+ Além disso, também pode-se mostrar que: :
fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff y(u) = y )y )1 + va' /).
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Eletrodinamica. Propriedades corpusculares de campos

+ Exercicio 1: (Em sintese)

* Sejam Uy, e Py, aenergia total e o momento linear total da porcio de uma onda
plana monocromatica contida no volume V que acompanha a onda. Prove que a
razdo Uy,,/w é uma invariante de Lorentz. ‘

e Anotando ¥ =y(). e tomando y' — ¢ (cf. Relatividade), teremos:

V= :((:)) V=y(1+vd/AV =yl +vu'/A)V — y(1 + B)V.
» A combinacao dos resultados anteriores sugere a invariancia, pois:
Uy gV’ V2= Bluemy(1 + BV ugmV  Ugwm QOX
o @ y(1 — B e e © ' 20)

Um resultado semelhante ocorre na teoria quantica para uma “caixa de fétons” porque Ugy = Nfiw onde Né o |
numero de fétons contidos na caixa. 1
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Eletrodinamica. Propriedades corpusculares de campos

« Aplicacao (1): Campos de Radiacao Monocromatica

* Suponhamos uma porc¢ao de um campo de radiacao, produzido por
uma fonte de corrente, localizada dentro de um volume finito V .

* Quanto mais distante da fonte estiver o volume V , mais essa porcao do
campo de radiacao se assemelha ao campo eletromagnético de uma |
onda plana em propagacao.

» Vamos aplicar esta observa¢ao a um campo de radia¢ao
monocromatico de frequéncia w e seja Uy, a energia eletromagnética
total contidaem V .

* O Exercicio 1 é aplicavel aqui e concluimos que a razao Up,,/® é um
escalar invariante de Lorentz.
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Eletrodinamica. Propriedades corpusculares de campos

Aplicacao (i): Campos de Radiacao Monocromatica (cont.)

» Para uma onda plana transversal de interesse, levando em conta que a
. . , u 2

densidade de momento linear é g = % k e que w = ck , o momento
linear total contido em V sera dado como:

u AU U
[PEM=gV=ﬂVk:ﬂv1<_ (ﬂ) k,} @1)
| 84 w w
* Além disso... iUEM _ {Uem P (22)
c \w ¢’

» Portanto, como Uyy;/@ é um escalar de Lorentz e (k, iw/c) é um 4-vetor, (21)
———————————————————— e (22) indicam que (P 1Up)/c) também é um quadrwetorf—————————————m—————————————Tf———————
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Eletrodinamica. Propriedades corpusculares de campos

« Aplicacao (1): Campos de Radiacao Monocromatica (cont.)

A Usu

c w w c w c

» Portanto, (Py,, 1Upy/c) também é um quadrivetor.

* A comparacao com o 4-vetor (p, ie/c) para uma particula
relativistica com momento linear p e energia total € demonstra a
semelhanca entre um volume de radiacao que se propaga e uma
particula relativistica.

» Na teoria quantica, o mesmo resultado é obtido ao tratar a radiagao
como uma colecao de particulas relativisticas com massa zero (fotons)
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Relatividade. Grandezas eletromagnéticas

- Exercicio 3:

Imagine um solenoide longo Yo
alinhado paralelamente ao eixo x e
em repouso em S (Figs.) .

37

Ug 7 (v relative to S)

Gl
B

(a) Qual a regra de transformacao

=9

do campo magnético uniforme

criado no eixo da bobina, no ref. S, y
que se move em relacdao a S ?

TAYAYATATATATATATAYATAVATATATATATATA

o
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Relatividade. Grandezas eletromagnéticas

* Exercicio 3: (resolucio)

Yo

O campo magnético dentro da
bobina, em S, é

B.r — H()”]-

38

4

Ug 7 (vrelative to S)

Ol

!

... onde n é o nimero de voltas por
unidade de comprimentoe I éa
corrente.

* Nosistema S, o comprimento se
contrat, entao n aumenta:

n=yn.
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Relatividade. Grandezas eletromagnéticas

|

+ Exercicio 3: -

Por outro lado, o tempo dilata: o relogio v | 7 (@relativeto S)
. s == ==
de S, que anda junto com o solendide,
anda devagar, entao a corrente (carga por

unidade de tempo) em S édada por s

Gl
=t

=Y

Xp

Os dois fatores de y cancelam-se e
concluimos que, como E, a componente de
B paralela ao movimento permanece
inalterada.
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Relatividade. Grandezas eletromagnéticas

|

- Exercicio 3: ‘

) v (v relative to S)

E, esse é, entao, o conjunto
completo de transformacoes dos

campos (com os outros componentes Sy o4
que vimos em aula):

G
=

E.=E,, E,=y(E,—vB), E,=y(E,+vB)),

40
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