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. . . Reco 3 ’
Relatividade. 4 — Momento e Energia "dangy 7
* I) O significado fisico de & aparece quando expandimos a sua
expressao por série de Taylor para u << c:
0 4
- _ml+ lmu2 - Emﬁ; + e (12)
J1—=u?je? 2 8 2
* A energia cinética exata é PRI 1 | 3
=E—-mc =1 —_— X
V1 —u?/c? (13)
« II) O significado de p aparece também quando expandimos a sua
expressao (p = ymu) em série de Taylor para u << c:
_L_ |-1+lﬁ+§u_4+
= J1—u2/c? S P T (14)
* p é o momento relativistico e se reduz ao momento linear
"""""""""""" newtoniano quando a velocidade é muito baixa.
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+ O termo entre parénteses é o campo magnético
de um fio longo e reto, e a forca é exatamente a
que teriamos obtido usando a lei de forca de
Lorentz no sistema S.

Assim, observamos que, nesse caso, o campo
elétrico, para um observador no referencial S,
manifesta-se como campo magnético para um
observador em outro referencial S'!
Aplicacao 1:

Relatividade. Grandezas eletromagnéticas

E — Alul
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y(E-+vB,),

¥ (B).+ CiE)

= y(E\ - DB:)’

 Girando as placas (fig. abaixo), podemos achar
outras componentes:

|

* Aplicacao 2: Pode-se deduzir a relacio entre
os campos no referencial S em relacao a S.
Resulta:

|

'Rec !
Relatividade. Leis de transformacao dos campo

Yo

7 (v relative to S)
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Eletrodinamica. Formulacao covariante

* Asequacoes da eletrodindmica assumem 1 aB
a mesma forma em qualquer referencial @ V-E= & (i) VxE= o’
inercial.

. K
- Infelizmente, é muito tedioso demonstrar (@ V-B=0, ) VxB= o]+ '”'0605'

essa covariancia explicitamente a partir

da forma usual das equacdes de Maxwell.  * Portanto, para a eletrodinamica,
basta mostrar que as egs. |

fundamentais podem ser escritas |
em termos de tensores de Lorentz
(..componentes mudam, mas seu
» Fato: as eqgs. (i) e (ii) sao escalares e as carater tensor essencial, ndo).
egs. (iii) e (iv) sao vetoriais. Assim, sao
invariantes em translacoes e rota(;ées,

+ Isso motiva a busca por uma
representacdo das equacgoes que torne a
covariancia mais ébvia.

* Diz-se que isso é escrever a teorza
de Maxwell na forma

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, B

Eletrodinamica. Tensores de Lorentz

+ Tensores sao objetos matemdticos . Ex.: ¢ =c
definidos por seu comportamento sob

~ « Um tensor de Lorentz de rank 1 é :
transformacoes de coordenadas :

um quadrivetor: um objeto de

ortogonais.
' B - quatro componentes que se
* As grandezas fisicas 530 c_lasmfu/:adas transforma de acordo com a matrlz
como tensores rotacionais de varios de transformacéo de Lorentz:
niveis (ranks), dependendo de como se b "
transformam sob rotacdes. Gu = Ly

* Um tensor de Lorentz de rank 2 e
um objeto cujos dezesseis :
componentes se transformam de
acordo com a regra

* Assim, um tensor de Lorentz de
rank 0 é o que chamamos de escalar de
Lorentz: uma grandeza de um
componente que é invariante a uma
mudanca de referencial inercial: '

¢ = L,li(‘t L:ﬁsaﬁ ©)
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Eletrodinamica. Tensores de Lorentz

* A matriz de transf. de Lorentz é, entao, um tensor de Lorentz de rank 1;
em notacao matricial:

!
f;:[ ]rv:L,uurv
ry PN Nesse caso, temos, por exemplo:
onde ’ linha ‘ ’ coluna ‘ Li;=1; L, =0; L;5=0;...
10 0 0 L, =0;L,,=1; ..
L— g (l) 0 _g Ly; = 0. i Log = 7; Loy = iBy
Y py .
0 0 —igy y Ly =05 s Lea=-108y; Ly =y
* L,, =L,, éum tensor simétrico (com 10 componentes distintos e 6

repeticoes), e

* L,, =-L,, éum tensor antissimétrico (com 6 componentes distintos, 6
repeticoes e 4 nulos).

7
8
Eletrodinamica. Tensores de Lorentz
* Os tensores de Lorentz de rank mais *2) Reci}_:,)rocamente, suponha que d,
alto sdo definidos de forma semelhante. €M (3) € um tensor de rank 1 ;
. 5 L especificado e by é um tensor de rank
* Dois teoremas sao notaveis na 1 arbitrario 1
manipulacao dos tensores de Lorentz: L
{ . b * Nesse caso, o Teorema do quociente
* 1) Considere um tensor de rank 1,b,,  giz que W, é um tensor de rank 2.
e um tensor de rank 2, W ,,, ... . . ‘
R * Por fim, vamos ilustrar o uso de
* O Teorema da contragdo afirma que tensores de Lorentz para obter a
multiplicar os dois e contrair (somar) 0 ¢gvaridncia manifesta com: |
indice comum 41 produz um objeto d,, * a condicdo de calibre de Lorentz
(tensor de rank 1): - . g
* a equacdo de continuidade, e
byWy, =d,.| 3 * a equacdo de onda nao homogénea
para os potenciais de calibre de
”””””””””””””””””””””””””””””””””””””””””””””””””””””””””” Lorentz. T
8
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Eletrodinamica. Tensores de Lorentz

« Previamente, vamos definir o 4-vetor operador | V = (V, 3(,3 l)) | @
1C !
* O intervalo invariante associado com (4) é o operador de equacdao de onda
.o, 19 ‘
VV=V'—~C—2m (5)

» Entdo, a velocidade de propagacao de ondas em qualquer ref. é a mesma, c.

» Vamos também definir os 4-vetores potencial magnético e densidade de!
corrente como ‘

(¢: potencial escalar) A=(A,i @/c) e _; = (j. icp), (6)

... que obedecem as condicoes dos 4-vetores e permitem definir o:
4-divergente invariante: :

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, - L PRI

V-A=0.] e V.j=0o. Y]

10

Eletrodinamica. Tensores de Lorentz

« A seguir, temos, na forma usual, a equacio de continuidade, a condicdo de |
calibre de Lorentz, e a equacio de onda nio homogénea para os potenciais |
de calibre de Lorentz (acima), e as mesmas expressoes na forma de |
tensores de Lorentz (abaixo):

—

1927, . L
V-7=0 V-A=0. [Vz‘zﬁ](‘*"“’m:"“""('”"”)'

a].sz =0, a,uA,u =0, e a;tayAv = jv:| ®

* Os dois primeiros sao covariantes porque sua estrutura é “tensor de rank
zero = tensor de rank zero”. O altimo é covariante porque sua estrutura é
“tensor de rank 1 = tensor de rank 1”.

10
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Eletrodinamica. As equacgoes de Maxwell | ¢ = (v it )

T dict)
* Levando em conta os 4-vetores definidos em (4) e (6), A=(A,ip/o)
bem como suas relacoes com os campos E e B:
oA

* ... podemos determinar as componentes cartesianas de ambos:

b= la = gty | |22 0 (PN ati— A
T T ¢ d(ict) ax\c¢c ) — T4
3 3 iE, A, @ (ip
T — — —2 = o —— | — ] = Ar— A
9 9 iE, 94, A [ip
o ey, = o= — = —— | — ) = 04A; — 33A4.
B, axA" ByAx 0142 — A, - 3Ger) 32 (C) 1Az — d3A4

11

Eletrodinamica. As equacoes de Maxwell

* As equacgoes (10) mostram que as componentes cartesianas de Ee Bsao
componentes de um tensor de Lorentz de rank 2 com a forma generalizada

F[JL' — a,uAp — apA”. (11)

* F,, éotensor deintensidade de campo eletromagnético, que tem apenas
6 (em vez de 16) componentes independentes porque € assimétrico (F,, =
—Fv#) e os elementos diagonais (u = v) sao nulos. Na forma matricial, ‘

0 B, —B, —iE./c

~B, 0 B, —iEy/c

B, -B, 0 —iEJc (12)
iE./c iE,jc iE;Jc 0

F=

———————————————— +-Entdo, a relatividade combina os-campos E e B numa tinica entidade...

12
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Eletrodinamica. As equacoes de Maxwell

» Digno de nota € a funcao escalar invariante de Lorentz (verificar):
FupFyp =2(B-B—E-E/c%). (13)

* Demonstra-se que as egs. inomogéneas de Maxwell estao contidas na
expressao tensorial:

A Fyuy = poju- a4

» A expressao (14) pode ser analisada pelo teorema da contracao.

» A componente (1 = 4 de (14), escrita abaixo, é a lei de Gauss, V- E = p/¢,,
porquej, =1icp e fye,c’ =1:

. J fE 0 riE, d (IE,
mocp=3\,F4v=a +3} T +3—Z c +0. (15)

13

13
Eletrodinamica. As equacoes de Maxwell
» Similarmente, as componentes it = 1, 2, 3 de (14) correspondem as
componentes X, y e z da equacdo de Ampere—Maxwell V x B = poj + C—23E /at
* Por exemplo, p/ 1 = 1, teremos:
_ 9 9 ) iEx
bals = iy =0+ 5B+ 57 (B + 56 (_T) ’
1 0E (1e)
* Ou... ’LOJ\' [V X B]x —,J 3 T.
2 Bt
» As expressoes para as outras coordenadas podem ser obtidas de modo
similar, com os outros valores de u .
* As equacoes homogéneas de Maxwell também podem ser escritas em
termos de F,,,.
14
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Eletrodinamica. As equacoes de Maxwell

As equacoes homogéneas de Maxwell também podem ser escritas em
termos de F,.

+ Paraisso, considere uma expressao de tensor de Lorentz de rank 3, onde uma |
permutacdo ciclica dos indices (sem soma) relaciona um termo ao proximo: |

8. Fuy +8,F,, +8,F, =0. 17)

* Como Fuu=0 e F,, =—F,. entao otermo dolado esquerdo sera nulo se
quaisquer 2 indices forem iguais.

* Entretanto, se i =1, ,u =2 and v = 3 , entao (17) fica:

3B, 9B, @B,
+—=—2 4

0=08,Fy + »Fy + & Fp = —V.B.
1£23 21731 34712 ax 3y 9z (18)

15
Eletrodinamica. As equacoes de Maxwell
« Similarmente, fazendo A =4, u = 1,and v =2 em (17) teremos:
0=084F 12+ 1 Fog + B Fy = B.Bz + i (—ﬁ) + o (iEx) =—i IiE +V x E] - (19)1
a(ict) ox C ay \ ¢ at 2 |
* As escolhas restantes para os indices em (17) geram os outros
componentes cartesianos da lei de Faraday.
« A matriz (12) ndo é a Gnica maneira de incorporar E e B em um tensor de
Lorentz de rank 2.
* Isso ocorre porque as formulas da transformacgao de Lorentz sao
invariantes para a transformacao de dualidade B— -E/c e E/c — B.
16
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Eletrodinamica. As equacoes de Maxwell

» Como resultado, a mesma operacao discreta de simetria aplicada aos
elementos de F,, produz um tensor de Lorentz independente de rank 2
que chamaremos de G,,.

« A forma matricial deste tensor dual é

0 —E,/c Ey/c -—iB,
—Eyfc  Ex/c 0 —iB; (20)
iBI L'-B\; .EB: 0

« Com esse tensor, as equacdes homogéneas V-B=0andV x E = —3dB/dt
estdo contidas em uma tnica equacao explicitamente covariante:

avG;w =0. 21

Obs.: O produto |F,,Gu = —4E-B/c| €éum invariante de Lorentz.

17
Eletrodinamica. As equacoes de Maxwell
* Sintetizando: Equacoes de Maxwell
Forma usual Forma explicitamente covariante
V . E = p/éb /.l = 4 .
L 3uFuv = HoJu-
V x B = poj + c20E/dt n=123
V-B=0 K = Band pe=d
] | - a;_F‘“, + B.uF,,;\ + 3,,F)‘u —ik
V xE=—-0B/adt A=4,p=1andv =2
‘ | ou apG_‘“. =0
18
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Eletrodinamica covariante. Referéncias

 Zangwill, A., Modern Eletrodynamics, cap. 22, Cambridge Univ.
Press, 2012.

» Griffiths, D. J., Eletrodinamica, 3rd. Ed., cap. 12, Pearson Addison
Wesley, SP, 2011.

» Jackson, J. D., Classical Eletrodynamics, 3rd. Ed., cap. 11, John
Wiley and Sons, NY, 1999.

19

10



