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Equacoes de Jefimenko
o) 1
* Equacgoes de Jefimenko para os campos elétrico e
magnético: V(r,0), Ar1)
1 o) . ) . I, |,
E(r, 1) = - dt'.
(r,0) 4Jreof|: 22 e 2 2 . )
B(r, 1) = ﬂf 0 ) M )
47 22 cr
o
 Essas equacoes sao as solugoes fundamentais
(causais) para as eqgs. de Maxwell, publicadas
nessa forma em 1966 por Oleg Jefimenko .
19



11/10/2022

Potenciais de Liénard-Wiechert

* Potenciais V(r,t) e A(r,t), no calibre de Lorentz, para uma carga eletrlca
puntual em movimento numa trajetoria w(t,).

» Potencial escalar elétrico e potencial vetor magnético:  posigio
retardada \’ Trajetoria
A4

gc da particula
Vrt _— 2=r—w(t,).
0= 47!’6 (c —2-v)' ( ') Posigio
q/at?i;l
cY ’ t
A1) = q— B = z
w (¢ —2-V) 2 (4

W (r,t), A(r,1)

... v é a velocidade da carga no tempo retardado, e % & o vetor
da posicao retardada até o ponto r do campo.

» No caso de movimento com vel. constante:...

,,,,, qc o qcy
Vit 5 A, 1) = — 5
®0 4reo /(e —r- V)2 + (2 — v?)(r2 — c2?) {551 4 f(c2t —r V)2 + (¢ — v)(r2 — c21?)
20
Potenciais de Liénard-Wiechert
Exercicio 6: (proposto)
» Mostre que o potencial escalar de uma carga
pontual em movimento com velocidade constante
pode ser escrito de forma mais simplificada como: )
1 Y
V(1) = L
4meo Ry/1 — v2sin” 6/c? 0
i L oot q v >

onde R =r - vt é o vetor desde a posicao presente (!) da

particula até o ponto r do campo, e 0 é o angulo entre R

e v. Para velocidades nao relativisticas (v? << ¢2), entao

1
Vi)~ —34

777777777777777777777777777777777777777777777777777777 4R
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Os campos de uma carga pontual em movime

« Vamos partir dos potenciais de Liénard-Wiechert
para cargas pontuais em movimento e das equacoes
para E e B:

E:—VV—ai, B=V xA.
ot

» Vamos, também, levar em conta as relacoes vistas:

22

nto
Posi¢do (t)
retardada \ Trajetéria
v da particula
Posi¢io
g L atual

(O]

V(r,t), A(r,t)

e —w(t,)| = et —t.), 2 =r—w(t). h=t—-.

» Comecemos com o gradiente de V:

vV Ve —2-v).

"~ 4mep (2c — 2+ v)2

| P/ o 1°. termo da direita,
qc —1 : desdeque 2 =c¢(t —1t,)
| ‘

22

Os campos de uma carga pontual em movimento

qc —1

= Ve —2-v).

23

V(r,t)

dweg (2c — 2 - V)2 posicio

retardada

* Ainda do 2°. termo acima, vamos usar a regra (4):

Va-v)=@-V)yv+(v-V)24+2x (VXxVv)+vx(Vx2).

» Vamos avaliar os termos a direita, um por um :

] i) d
21D - Vv=(2,— +2,— +2,— | ¥(t,
) ( “ ( 3x+"3y+‘32)‘()

dv a1, dv at, dv ot,

=y By ——— Bg———— =i - rls
g, ox T ar ay ear, a7 -2V

onde a =V éaaceleracdo da carga no instante t,.
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Os campos de uma carga pontual em movimento
V- v) =@ VIV+ - V+2x (V x V) +vx (V X 2). .
1) (2-V)v=a- V1), V(.1
* Quanto ao 2°. Termo: Ir’:;r dada >
22) (v-Vr=(@-V)r—(v-V)w, _/ Y
2 a9 g~ T
. e (U,Y_H‘._w:_) @2+ y9+2D)
ax T ay a9z
= UVT§+U)=§'+U22= ¥
» (v-V)w=v(v-Vt,) sendo w(t)=vt. pois:
2 a i}
(v )W (ux % + v, 3y +U‘Bz) w(l)
QW Bt awdt - . N
X 9t dx Yy aty dy B ot 9x v(v-Vt;)
24
Os campos de uma carga pontual em movimento
Va-v)=@-V)Iv+(v-Vz+2x (Vxv)+vx(Vxa). V(r.f)
~1) (- V)v=a- Vit,), pos. )
) retardada
22) (v-V)a=v— v(v:Vt,) 9
* Quanto ao 3°. Termo: - g~ v >
du, vy (Our v\, [duy  dur),
) VYxy={——— x| -"— ¥+ —=—— Z
ay a9z 9z ax ax ay
dv, dt, dv, ot \ . dv, at, dv, o1\
= — 2" )%+ — =%
dt, dy  dt, 9z dt, dz dt, ax |~
dv}.ai _ dv, at, 5 _ Vi
dr, ax arn, ay) ~ XV
* Em relacao ao 4°. Termo:
”””””””” 54 Vxa=Vxr—Vxw teremos—  Vxr=0 "¢ Vxw=—vxVf, ~——
25
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Os campos de uma carga pontual em movimento
* Substituindo os resultados (1) a (4):
V- v)=@-V)v+(v-V)24+2x (V XV)+vXx(Vx2).

Vea-v)=a@-Vi,))+v—v(v-Vip)—2x(@x Vi) +vx(vx V)

» Usando a regra do produto vetorial triplo nos dois altimos termos (conferir)i:
2) AxBxC)=BA-O)—-CA-B) :

V(z-v) =v+@-a—1)Vi,.

 Assim, o potencial escalar fica, até agora: Para completar
gc 1 a deducao,
_ = [V+ (@ —v*+2-a)Ve]. precisamos

Amey (¢ — 2 - v)?
o( ) achar Vt, ...

26
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Os campos de uma carga pontual em movimento

. 1 :
N C A Vi . —_ — — = .
omo ja vimos cVt, =Va=V./2 5 mV(a 2)

* Usando aregra (4): VIA-B)=Ax(VxB)+Bx(VxA)+A-V)B+(B-V)A
Vi = T V4 X (V X 9)]. :

T2
e Mas (:V)2=2—v(2-Vt)  (assimcomo (2) anterior)

e Vxa=(vxVt) ,jAque z=r—w(t).

30 1 1
* Entao: —cVit, = 5 [2—v@-Vi)+2x (vx V)] = 2 [2—(2-V)V1],

Eassim: -~ g, _ % Vamos juntar
St tudoem VV ...

27
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Os campos de uma carga pontual em movimento

— 9¢ 1 2 .2
= s VV: + - +’l'( Vf,— -
Wik = —RV 4en (2c — 2 - V)2 [v (c Y a) ]
e Assim: 1 po
bl [6c —2- )V — (& —v* +2- )]

T 4dmey (e —2- V)P
» Por outro lado, um calculo similar fornece:

A 1 qc
a  dmey (ac —2-v)?

[(fw —4-v)(—v+2a/c) + %(02 e a)v] .

« Combinando os resultados e introduzindo o vetor u = c%£ — v.

oA _ 4
E=-VV- E(r0) =7

[(c2 —vHu+2 x (u x a)].

28
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Os campos de uma carga pontual em movimento

» Vamos agora determinar o campo B:
1 1
VXA=—-V x(Vv)=—=[V(VXxVv)—vx (VV)]
c? c?

« Usando resultados ja calculados:

1 1
. Br,f)= VYxA=—=-1

c 411’60 (“ E ,;)34 A I:(C2 - vz)" -+ (4 8 a)v -+ (Jz . ll)il]

* O termo entre colchetes é semelhante aquele da expressao de E,
desenvolvendo o produto triplo, a menos da troca de u por v.
Porém, 2 xu =-2 x v.. Entao, podemos escrever que:

q 2
dmeg (- u)3

[((:2 —vHu+2 x (u x a)].

B(r, 1) = %i x E(r, t). e E(r,f) =

B é perpendiculara Eea ~ ...

29
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Os campos de uma carga pontual em movimento

* O campo E deduzido pode ser separado em duas componentes:

q

Em’bx (uxa)

|
Campo de radiacao
ou
Campo de aceleracao

E(r,t) = (c?2—v?»u +

dmtey (v - u)d

Campo de Coulomb generalizado
> ou
Campo de velocidade

« « E=E,+E,
* p/r> o, E,-»1,, e E;- 1/)11 (domina a grandes distancias)

* A mesma terminologia se aplica ao campo B: B =B, + B,

30
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Os campos de uma carga pontual em movimento

s e W(r,t
Exercicio 7: . ()
pos.
« Encontre os campos E e B para uma carga se | retardada .
movendo com velocidade constante (a = 0). . ~
g E—Pn |
= 2 . que considerando R=r - vt : §
mey (2-u :
o ( ) (v.ex. 6) .
q 1-12/c? R \
E(r,t) = = —.
4meo (1 —v2sin?0/c2)* R? | .
« P/ =0,n —Eéatenuado pelo fator (1 —v*/c?)
« P/ O =n/2 > E é aumentado pelo fator 1/,/T— 12/, ‘
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Os campos de uma carga pontual em movimento

V(r,1)

Exercicio 7:
pos. p

* Encontre os campos E e B para uma carga se | retardada f

movendo com velocidade constante (a = 0). . >

Para o campo B: B 1 1

=—(#xE)=—=(vxE).
c c?

q 1—v2/c? R
4meo (1 — v2sin® |9/c°)3'l2 R

E(r, 1) =

* O campo B segue distribuicao angular semelhante a E...

* Quando v? « c?, entdo E e B sereduzema: \\ B
'3 (\\
E(r, r)~LiR Be,n~229 v xRy \]{
o R2 4n R? ' ///
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