Eletrodinamica:
Teorema de Poynting e
radiacao eletromagnetica

% Teorema de Poynting: aplicacoes
% Radiacao eletromagnética: preambulos
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Teorema de Poynting e energia

Na aula passada vimos que o fluxo de energia é dado pelo Vetor de Poynting:

—

S=f><[7

0 Ptot
ot

Isso significa que o vetor de Poynting é uma corrente de energia:

+V-S=0

—_— —
= Se V - § > 0 num certo volume, isso significa que a energia esta saindo desse volume (temos fontes
—

de §). A contrapartida dentro do volume é que a energia diminui.

—_— —
= Se V - § <0,entdo temos “sumidouros” de energia dentro do volume, e portanto a energia naquele
volume aumenta.

O Teorema de Poynting garante a conservagao de energia entre o campo eletromagnético e o sistema fisico
onde agem as forcas associadas aqueles campos! Uma expressao mais “intuitiva” seria:

20raV) _ _@j( ixS
S(V)

ot

Esse vetor entra no Teorema de Poynting, que é nada menos que a equacao da continuidade para a energia:
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Teorema de Poynting: aplicacoes

* Na aula passada vimos o exemplo de um capacitor sendo carregado com uma corrente constante. Naquele caso encontramos que:

Fe—giz . B 5|7 F .
. RAALRLI2
H==2a E E E E E

* O vetor de Poynting é dado por:

I’pt
2¢A?

Ou seja, o fluxo de energia é para dentro do sistemal!

=ExH=

“|

(=p)

* Claro que, se o capacitor estiver sendo descarregado, o fluxo se inverte, e a energia flui para fora do sistema.

* As densidade de energia do campo elétrico e do campo magnético sao: x x
5. gL t4 aumentando como
==—D-FE = ,  0que esta aumentando com o tempo i :
PE 5 2eA2 q P
11— —  ul?p?
Pp = EH - B = ’MSAPZ , que fica constante com o tempo. x x

* Note que esses resultados sao exatamente aqueles que satisfazem o Teorema de Poynting:

ANpg+pg)  I°t
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Teorema de Poynting: aplicacoes

4z
* Vamos agora considerar um outro exemplo, de um solenoide cuja corrente vai lentamente aumentando com o tempo.
* Dada uma corrente I num solenoide com N voltas e altura L, o campo magnético é dado por: E»
5 NI
= —Z !
N —>——=3
* Aplicando a Lei de Faraday num circuito circular de raio p interno ao solenoide nos diz que o campo elétrico é dado por: ] =5
1 ==
— 1 N. I e SO
E=——uy—Ip¢ g%)
2° 7L { =5 N
:: =S
* Portanto, o vetor de Poynting nesse caso é dado por: A R @..,cj)....
P — >
N O . =
S=EXH=—EXB=——uy—=11pp ]
Ho 277 L?

* Vamos olhar para as densidades de energia do campo magnético e do campo elétrico:

2
1 —, 1 N?

=— B?=—py,—1
PB 240 2”0L2 I
Lo (1 N, ?
= —€ = — —_ —_
PE 5 0 5 Z'MOLP

Portanto, se a corrente cresce de intensidade com o tempo de um modo aproximadamente linear, I = « ¢, a densidade

de energia no campo magnético cresce como ~ 12, enquanto a densidade de energia do campo elétrico permanece

constante.
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Teorema de Poynting: aplicacoes

* Entretanto, agora algo um pouco diferente ocorre. Vamos tentar verificar o Teorema de Poynting/
equacao da continuidade para a energia. Temos que:

0 of1 N?, N? .
—rp=—| #0551 =uo§11

ot or\ 2702
0 _dle (L N \I_ 1 N ..
aET o |2 \2H ) | T g2 P

* Por outro lado, o divergente do Vetor de Poynting nos da:

N 1 N?
27V 2

* Portanto, o “fluxo de energia” corresponde exatamente a mudanc¢a da energia do campo magnético,
mas nao inclui a parte do campo elétrico!

* (Caso a corrente cresca de um modo linear, temosque I = at,I = ae I — 0, e adensidade do campo
elétrico permanece constante — assim como a densidade do campo magnético fica constante no caso

do capacitor.

* Porém, e se a corrente nao muda de forma linear?? Como fica esse balanco de energia entao??

z W4

=)
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Teorema de Poynting: aplicacoes

z W4

* Para responder a essa pergunta, primeiro é importante notar que a densidade de energia no
campo elétrico, nesse caso, € muito menor que a densidade de energia no campo magnético:

1 N? .
2
I m

1%: S M7
2 L =5

2
Dy = 1 " N i2)? gg; ........ +
8 C2 L2 .:, c_‘_‘:‘l’) ::v

=)

Se assumirmos que [ = I,¢/T', onde T é uma escala carateristica de tempo, chegamos em:
1

1 p?

=—— <
PE A2 12 PB PB

 Note também que essa energia tem um pico logo que a corrente comeca a aumentar, e depois |

ela cai rapidamente.

* Ou seja: essa energia corresponde ao “custo” para gerar o campo elétrico induzido, que é
“pago” logo no inicio, quando “ligamos” o circuito. Essa energia tem que ser compensada pela

fonte da corrente /, que faz o que for necessario para manter um certo comportamento /(7).
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Teorema de Poynting: aplicacoes

- Além do balanco de energia, algo bastante interessante esta acontecendo neste sistema. Suponha que
dentro de um solenoide com corrente constante temos um cilindro coaxial, de raio a, feito de material
isolante e com densidade superficial de cargas oy, .

* O campo magnético é o do solenoide com corrente constante, e 0 campo elétrico é o do cilindro
carregado, ou seja:

— On d

E="2=)
€ P

B=urs
= up—I72
ﬂoL

* Note que agora nés temos um vetor de Poynting nesse sistema! De fato,

* Ou seja... parece que esse vetor de Poynting esta circulando??

— —

* Notetambémque V - § = 0 — ou seja, ndo ha fluxo para dentro ou para fora, ele apenas... circula...!

* De fato, vimos na aula passada que o vetor de Poynting nao expressa apenas um fluxo de energia, mas ele
também corresponde a uma densidade de momento dos campos eletromagnéticos. E neste caso, esse
momento esta circulando, o que nos levaria a pensar que se trata de algum tipo de momento angular...!
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Teorema de Poynting: aplicacoes

* De fato, é por ai mesmo. Vamos considerar o que aconteceria caso tentdssemos alterar essa corrente. Nesse caso o campo
magnético mudaria por:

05 _ N
J— e —17
ot Hop

* A variacao do campo magnético induz uma circulagao do campo elétrico via Lei de Faraday:

VXE 9B NI'A
= = - —1I17
ot Hop

0 que portanto gera um campo elétrico induzido na direcdo §:

. 1 N.
Eig=— EﬂozIMD

+ Considere o aumento do campo magnético num intervalo de tempo Af, AB = /,tO(N/L)f At Z, e o campo elétrico
induzido por esse aumento, dado acima. Temos entao que a transferéncia de energia associada com isso é dada por:

< Mo N* n
AS =——11At(—p)
2 L2
* Combinando as duas componentes do vetor de Poynting, vemos que ha uma transferéncia de energia do “modo circulante’, e
com uma componente (pequena) para dentro do solenoide. (De fato, como o cilindro esta carregado, se ele puder girar, ele
vai girar!)

* Ou seja, 0 campo magnético possui um certo momento angular, que pode ser convertido em momento angular do cilindro. E
assim como um sistema mecanico em rotagao possui energia, 0 momento angular do campo eletromagnético também
corresponde a uma certa quantidade de energia!
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Radiacao eletromagnetica: preambulo

* Uma das consequéncias mais fundamentais que saem das Equacdes de Maxwell é o fato de que elas levam a uma equacao de onda
para os campos eletromagnéticos.

* Qu seja, no vacuo (auséncia de cargas e correntes) os campos elétrico e magnético podem se propagar livremente, segundo
equacgdes tais como:

V2 L o E=0 (novacuo)

_——— = Nno vacuo
c2 or?

V2 Lo B =0 (novécuo)

_—_—— = Nno vacuo
c2 012

- Isso significa que, no vacuo, esses campos se propagam com uma velocidade ¢ = 1/, /uq€ -

* Em alguns livros-texto, nesse momento se discute a natureza dessa propagacao livre, as propriedades dessas ondas
eletromagnéticas (sua polarizacao), e o que acontece quando uma onda atinge um meio tal como um condutor ou dielétrico,
levando a efeitos de ética tais como a refragao.

* Porém, um problema bdsico que ocorre neste momento é: como essas ondas se distinguem dos campos elétricos e magnéticos que
encontramos no estudo da eletrostatica e da magnetostatica?

* Em particular, veremos que, enquanto os campos elétricos e magnéticos de cargas estaticas e correntes estacionarias decaem como

~ 1/r? ou mais rapido com a distancia as fontes, os campos associados as ondas eletromagnéticos (também chamados de
campos de radiag¢do) decaem mais devagar, como ~ 1/r.

* Além disso, os campos de radiagédo efetivamente se descolam das fontes, e passam a se propagar de um modo independente
dessas fontes: eles ndo estdo mais “amarrados" as cargas e correntes!

* Os campos de radiacao adquirem, portanto, uma natureza propria: a luz existe por si prépria!

* Mas em ultima analise, mesmo esses campos de radiagao tém que emergir de uma configuracao de cargas e correntes. Como
ocorre essa geracdo de radiagao eletromagnética?

* Esse sera o tema que vamos discutir nas proximas aulas — e, como veremos, para que haja radiacao é fundamental que ocorra a
aceleragado de cargas, ou a variagao de correntes.
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Radiacao eletromagnetica: preambulo

* Vamos retornar as Equagdes de Maxwell, e por simplicidade vamos assumir que estamos no vacuo:

V E = P (Lei de Gauss para o campo elétrico)

€
V . ? =0 (Lei de Gauss para o0 campo magnético)
—~ - 10E - ,
VXB———=pyJ (Lei de Ampere; 1/c” = pyep)

c? ot
— — 0B
VXE=- = (Lei de Faraday)

t

* Os campos podem ser também escritos em termos dos potenciais eletromagnéticos:

Fe_Vg 0A
B ot
B=VxA

* Escolhendo o calibre de Lorentz, no qual:

- — 10
V-A+ —Za—('tb =0 , vimos numa das nossas aulas passadas que chegamos as equacbes para os potenciais:
c
LN U S
c? or? Ho

onde [] = V2 — 9%/0t?, o D’Alembertiano, é o operador da Equacdo de Onda.
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Radiacao eletromagnetica: preambulo

 Antes de atacar a equacao de onda com fontes e encontrar de que
modo 0 movimento de cargas elétricas gera radiacao A
eletromagnética, é interessante estudar um modelo simples, uma
situacao ideal onde podemos ver como 0s campos de radiacao
emergem da dinamica dessas cargas. /

- O fato fundamental que vamos usar nesse exemplo é que, pela
equacao de onda, os campos se propagam a uma velocidade c .

- Vamos considerar uma carga pontual (g) que se move ao longo do
eixo Z.Vamos supor que essa carga esta em repouso até um
instante ¢ = 0, quando ela comeca a se mover na direcdo +z, com

~ > A .
uma aceleracao a = a Z, como mostrado na figura ao lado.

- Depois de um intervalo de tempo muito curto, A, a aceleragao se
torna nula, e a particula passa a se mover com velocidade

V' = ay Aty Z.0u seja, quando a carga esta em z, = agAtg/Z ,
ela passa a ter uma velocidade constante .
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Radiacao eletromagnetica: preambulo

* Vamos primeiro considerar os campos medidos por um
observador que esta muito distante da origem, r > ¢t . Como

0S Campos se propagam a velocidade ¢, para esse observador
a carga continua exatamente parada na origem, e portanto o
campo € apenas o campo elétrico de uma carga pontual em
repouso:

471'60 1’3

* Mas a medida que a carga se move, o “centro” de onde emerge
o campo elétrico, se move da origem, ao longo do eixo z.

* Para um observador mais préximo da origem, a uma distancia
r < ct,que vé a carga se movendo com velocidade constante

> s, e , . .
Vo, mede um campo elétrico que ¢ essencialmente radial,
mas centralizado na posicao em que a carga estava num
instante 7* = r/c,ouseja, z* = vy I* =y, r/c.
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Radiacao eletromagnetica: preambulo

-+ Vamos primeiro entao desenhar o campo elétrico
num instante f > Af,, em varios pontos do espaco. _—

 Muito longe r > ct, o campo é radial, e centrado na ?’

origem.

« Um pouco mais perto, o campo é radial com relacao
a um ponto ao longo do eixo z onde a carga estava
ha um intervalo de tempo At = r/c anterior, ou seja,
emt—r/c.

+ Mas existe um intervalo, imediatamente dentro da
regiao r = ct, que carrega o sinal da aceleracao da
carga.

-..\.O.lb..

« Vamos entao analisar o que esta acontecendo com as
linhas de campo elétrico nessa regido de transicao.
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Radiacao eletromagnetica: preambulo

* O campo elétrico na regiao “fora" e “dentro” dessa casca esférica para a qual a
carga ainda parece estar na origem tem que ser continuo.

* Para resolver a geometria associada ao campo elétrico vamos analisar a
geometria relacionada a posicao da carga.

- Numiinstante r > Af,, a carga estd numa posicdo z =~ vyt = ayAf,t . Portanto,
a distancia L entre os dois “raios" mostrados na figura é dada por:

L = agAtyt sin6
* Agora podemos usar semelhanca de triangulos:

EJ_ L aoAto t Sin H aO .
= = = tsin@ , eusandoquer = ct temos:
E” CAZ’O CAtO C

ay . a, .
=> E, ==—1smbE, =—2rsm9E”
c c

* Mas a componente paralela é exatamente aquela do campo radial,

1
E, = 9 , e portanto obtemos que:
dreq 1r?
an 1
= = 4% —sin@ M
drcley r

—
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Radiacao eletromagnetica: preambulo

* Acabamos de obter, de um modo um tanto rudimentar, alguns resultados importantissimos,
gue estao contidos na expressao para a componente tangencial (perpendicular) do campo
elétrico:

g 1 : qg 1
E, = — ay sinf =————a
drcley r drcley r

= Antes de mais nada, note que essa componente tangencial decaicomo E ~ 1/r, e nao
como é habitual na eletrostatica, E ~ 1/r?;

= Em segundo lugar, esse campo que caicomo ~ 1/r é proporcional a componente
“perpendicular” (tangencial) da aceleracao em cada ponto.

* Note que esse “impulso’; essa regidao de campo £ , tem uma certa duragao, que é o tempo
durante o qual a carga esta acelerada.

* Vou deixar como exercicio para vocés calcularem o campo magnético nesse sistema. Vocés

devem encontrar que, dentro dessa regiao onde a informacao da carga acelerada se propaga é:

—

—_—
B — B, éperpendicularar

B — El € perpendicular a fl

a, 1
De fato, B} ~ ——
czr

* Isso significa que o vetor de Poynting é dado por:

S=—FE  XB, ~ sin“0 —
Ho r2

8|
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Radiacao eletromagneética: fluxo de energia

* Esse ultimo resultado é ainda mais importante: A
S=LF xF, ~sin0
= M_ L X T Sin ﬁ
0

* Agora, lembre-se que o periodo durante o qual a carga esteve acelerada era de At . Isso significa que

esse vetor de Poynting s6 existe durante um periodo At: antes e depois, ndo hd campos D T -<
“perpendiculares”. T g Ry A
4 . pe a .
* Vamos calcular a poténcia que atravessa uma casca esférica de raio r, ou seja: g w . 9
1 < 2 . A e e g ¢ "'. . \ . "‘
P.=pdA-S =0Q@r*sin0dddet)- S F -
/4 ; A

A

— ) r
Fazendo S = §, sin”6 — temos:
r

2n b4 1
P. =S5, I do J dOsin’0 =2z SOJ d(cos ) (1 — cos?6)
0 0 -1

2 87
=28, (2—— ) =—
”0( 3> 3 20

+ Como essa poténcia é a variagdo de energia, e o pulso dura um tempo Af,, a energia total que cruza
essa casca esférica de raio r é dada por:

8

Em outras palavras: a energia que cruza uma casca esférica de raio r ndo depende do raio dessa
casca esférica! Essa energia é levada da carga acelerada para o infinito — ou seja, os campos
“perpendiculares" se desprenderam da carga por completo, e se propagam livremente em todas
as direcoes, para longe da carga, carregando uma quantidade fixa (e finita) de energia.
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Proxima aula:

Radiacao eletromagnética: solucao exata

Eletromagnetismo, relatividade e causalidade

Revisar Calculo IV (Teorema de Cauchy/residuos)

Leitura complementar: Jackson, Caps. 5-6-7
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