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Lista de Exercicios para Avaliagéol

@® Num espago-tempo curvo, a aceleragao relativa entre geodésicas vi-
zinhas separadas, por um vetor dx%, é determinada pelo tensor de
Riemann de modo que

UV o (uPVyoz?) = — Ry fudzbul,

onde u® é a 4-velocidade das geodésicas.

(a) Mostre que em gravitagdo newtoniana a aceleragao relativa entre

()

trajetérias vizinhas em “queda livre”, separadas por um vetor 0.z,
sujeitas apenas ao potencial gravitacional ¢(z), é dada por

6d = —(6%- V)V

(ou, usando indices, da? = —(9p07¢)dz* — lembre-se que, em
gravitagdo newtoniana, @ = —ﬁ(ﬁ);

O resultado acima sugere a associagio 0;0%¢ «» Rajcku“uc en-
tre gravitagdo newtoniana e Relatividade Geral (no limite nao-
relativistico). Usando que V2¢ = 47Gp na teoria newtoniana,
onde G ¢ a constante da gravitacao universal e p é a densidade
de massa que gera o campo gravitacional, mostre que a equagao
relativistica

Rap = AnGlaTyp + (1 — a)T'gqp)

possui o limite nao-relativistico correto para todo o € R, on-
de Ry, := R,,°, Tu € o tensor energia-momentum-estresse que
descreve a fonte de gravitacio e T := g% T,;

Rescreva a equacao dada no item anterior na forma Gg(a) =
47 GT,p, determinando Gg,(cr) apenas em termos de tensores geo-
métricos e de . Em seguida, determine, justificando, o valor de «
de modo que a conservagao covariante de Ty (ou seja, V,T% = 0)
seja consequéncia dessa equagao.

@ Num dos exercicios dados ao longo do semestre, mostrou-se que o
espago-tempo nas imediagoes de um corpo esférico de massa M pode
ser aproximado por

ds® = — (14 2®) dt? + (1 — 2®) (dz? + dy? + d2?),

com & = —GM/+\/2% + y? + 22 (no regime em que || < 1).
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(a) Mostre que esse mesmo elemento-de-linha pode ser colocado na

forma
ds? = —(142¢)dt* +(1—2¢)dr* +r*do* +r*(sin 0)%dy?, |4 < 1,

onde ¢ = —GM/r. Deixe clara a relacao entre r e z,y, z, sendo
consistente com as ordens de aproximagao;

(Atencgdo: Note que o fator 1 — 2¢ multiplica apenas dr’® nas
novas coordenadas. Logo, 7 ndo é meramente /22 + 32 + 22. A
coordenada r é chamada “coordenada radial areal”, pois mesmo
que nao represente necessariamente a distancia fisica ao logo da
dire¢ao radial — assim como \/x2 + y2 + 22 também ndo repre-
senta —, a drea de esferas com r = constante vale 47r? — tente
entender por que.)

(b) Considerando que érbitas circulares podem ser aproximadas pelas

orbitas newtonianas, calcule a relagao entre a passagem do tempo
a bordo de um satélite numa érbita de raio R, e o tempo na
superficie da Terra (com raio Rg — despreze o movimento de
rotagao da Terra);

(c) A titulo de curiosidade, separe o efeito anterior numa parte devi-

da apenas ao campo gravitacional (Relatividade Geral) e noutra
devida a velocidade do satélite (Relatividade Restrita). Qual
o valor de R, no qual esses efeitos tém a mesma importancia?
Considerando que os satélites da constelaggo GPS orbitam num
raio R, =~ 4Rg, qual desses efeitos é mais importante nesse caso?

® Considere um raio de luz se propagando no espaco-tempo do exercicio
anterior, nas coordenadas {(¢,x,y, z)}. Calcule a deflexao sofrida pelo
raio de luz ao passar nas imediagoes do Sol, usando o roteiro indicado
nos itens abaixo:

(a) Mostre que a equacao da geodésica para esse raio, no regime de

gravidade linearizada, implica em

dv - Lo
—r=—2Ve 14V Vo)V,

onde V = (dz/dt, dy/dt,dz/dt);

(b) Resolva a EDO acima, obtendo a solugao geral

V(t) = [1+ 43 (t) — 4®]Vp — 2 /t dt’ (Vo) (t),

to
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onde ®(t) := (x(t),y(t), 2(t)), (V®)(t) := (V®)(x(t), y(t), 2(t)),
(I)() = (I)(t()) (§ V() = V(to);

(c¢) Calcule a deflexdo « indicada na Fig. 1, como fungdo de M e
b. Em seguida, aplique o resultado para um raio de luz vindo
do infinito passando rasante ao Sol. (Sugestao: Resolva itera-
tivamente a expressao acima, lembrando que desejamos apenas
efeitos de primeira ordem em ®.)

Ay

Figura 1: Deflexao de raio de luz.

@ Sendo ut as componentes da 4-velocidade de uma particula livre, com
velocidade arbitrdria, no espago-tempo do exercicio @ em coordenadas

{(t,r,0,0)}, pede-se:

(a) Mostre que ug = gouut e uz = g3,u* sdo constantes de movi-
mento;

(b) Mostre que sempre podemos escolher as coordenadas {(6, )} de
modo que o movimento de uma particula livre tenha 6 = cons-
tante. Qual o valor dessa constante?

(c) Obtenha uma equagao formalmente analoga & de “conservacao de
energia”,

1

57 *+V(r)=E,

onde 7 = dr/d\ (com \ sendo o tempo préprio no caso tipo-tempo

e apenas um parametro afim no caso tipo-luz), F é uma constante

e V(r) é uma fungao (a ser determinada) apenas da coordenada

radial r (mas dependente de outros parametros constantes); (Su-

gestao: use os resultados dos itens anteriores no vinculo que

4-velocidades devem satisfazer em cada caso: tipo-tempo e tipo-

luz.)
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(d) Com a ajuda da equagao do item anterior, calcule o periodo (na
coordenada t) de uma érbita circular de raio r = rg, deixando
clara a correcao relativistica em comparacao com o resultado new-
toniano;

(e) Considerando érbitas ligeiramente perturbadas em relagao as cir-
culares (r(\) = ro+0r(A), com |[07(A\)| < 7¢), obtenha a precessao
(angulo por unidade de “tempo”) do periastro dessa 6rbita; (Su-
gestao: a partir da equacao do item (c), obtenha uma equagao
“tipo oscilador harmémico” para a perturbagao dr(A), calcule a
frequéncia dessa oscilacdo e compare com a frequéncia do movi-
mento angular. Certifique-se de fazer todas as comparacoes de
frequéncia e periodo usando a mesma “variavel temporal”.)

® Considerando o efeito da rotacao da Terra no seu campo gravitacional
e fazendo uso da analogia com eletromagnetismo, estime a ordem de
grandeza da mudanca fracional no raio de érbitas equatoriais devido
a esse efeito (para Orbitas com a mesma velocidade).

® Uma particula classica com massa m, carga elétrica g e spin S possui
momento de dipolo magnético dado por ji = qS /(2m). Quando sujeita
a um campo magnético B , 0 spin dessa particula precessiona de acordo
com a equagcao

dsS =
— =[x B
dt /’l’ )
de onde segue que a velocidade angular de precessao é dada por 2 =

qB/(2m).

(a) Com base na analogia de gravitomagnetismo, encontre (argumen-
tando) a equagao anéloga para o spin S de um giroscépio sujeito
a um campo gravitomagnético ég;

(b) Estime a ordem de grandeza da velocidade angular de precessao
de um giroscépio nas imediacoes da Terra devido ao efeito gravi-
tomagnético gerado por sua rotacao.

@ A figura abaixo representa um sistema auto-gravitante newtoniano de
duas massas, M e m, ambas em érbitas circulares em torno do centro
de massa do sistema, a uma distancia L uma da outra.

(a) Calcule os momentos de dipolo e de quadrupolo de massa desse
sistema (incluindo suas dependéncias temporais) na aproximagao
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Figura 2: Sistema auto-gravitante assimétrico

em que ambas as massas sao puntuais; (Adote o sistema de co-
ordenadas cartesianas inerciais que julgar mais conveniente para
os célculos.)

(b) Mostre que a frequéncia da onda gravitacional emitida por esse
sistema, é o dobro da frequéncia do movimento orbital;

(c) Usando o sistema acima como uma aproximacao para o sistema
Terra-Lua, estime a ordem de grandeza da mudanca na distancia
Terra-Lua — deixando claro se aumentaria ou diminuiria —, ao
longo de 10 bilhoes de anos, caso essa mudanca se devesse apenas
& emissdo de ondas gravitacionais. Além disso, estime a ordem
de grandeza da amplitude dessa onda gravitacional a 1 unidade
astronomica de distancia.

Um sistema bindrio de estrelas, com massas da ordem da do nosso Sol,
emite ondas gravitacionais numa taxa que faz com que o periodo de
seu movimento orbital se altere em algo da ordem de segundos a cada
ano (terrestre). Estime a ordem de grandeza da separagao entre as
estrelas nesse sistema binario e do periodo de seu movimento orbital.

® Considere uma onda gravitacional dada, num sistema de coordenadas
{(t7 :L‘, y7 Z)}7 por

hyw = (5/1}5,1 - (5553) Asinjw(t — 2)],
onde A < 1 e w > 0 s@o constantes e a métrica do espago-tempo é

dada por g, = M + by
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(a) Mostre que (x(t),y(t),z(t)) = (x0,y0,20) = constante sdo geo-
désicas desse espaco-tempo e calcule a aceleragao relativa entre
geodésicas “vizinhas”, separadas por dz? = (dz,dy,dz) = cons-
tante;

(b) Considere que no instante ¢ = 0, dois raios de luz sao emitidos de
(z,y,2) = (0,0,0), um na diregdo = e outro na diregao y. Esses
raios sao refletidos em espelhos localizados em (z,y, z) = (L, 0,0)
e (z,y,z) = (0,L,0), retornando ao ponto inicial, (z,y,z) =
(0,0,0). Calcule o intervalo de tempo (em primeira ordem em
A < 1) entre as chegadas dos raios de luz de volta ao ponto
inicial.

@ A figura a seguir esboca as curvas de sensibilidade de diferentes obser-
vatérios de ondas gravitacionais: LIGO (Laser Interferometer Gravi-
tational-wave Observatory), aLIGO (advanced LIGO), eLISA (evolved
Laser Interferometer Space Antenna) e EPTA (European Pulsar Ti-
ming Array). Considerando o sistema bindrio descrito no exercicio ®,
pergunta-se:
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Figura 3: Curvas de sensibilidade de diferentes detectores de ondas gravita-
cionais.
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(a) Qual dos observatérios é o mais apropriado para detectar suas
ondas gravitacionais? Por que?

(b) Estime a distancia maxima que esse sistema teria que estar da
Terra para que houvesse chance de se detectar suas ondas gravi-
tacionais. (Considere que characteristic strain mede a amplitude
da onda gravitacional.)
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