Capitulo /

Varidveis Aleatérias Continuas

7.1 Introducao

Neste capitulo iremos estudar modelos probabilisticos para varidveis aleatérias con-
tinuas, ou seja, variaveis para as quais 0s possiveis valores pertencem a um intervalo
de numeros reais. A definicdo dada no capitulo anterior, para v.a. discreta, deve ser
modificada como segue.

Definicao. Uma funcdo X, definida sobre o espaco amostral Q e assumindo valores
num intervalo de nimeros reais, é dita uma variavel aleatoria continua.

No Capitulo 2 vimos alguns exemplos de variaveis continuas, como o salario de
individuos, alturas etc. A caracteristica principal de uma v.a. continua é que, sendo
resultado de uma mensuracdo, o seu valor pode ser pensado como pertencendo a um
intervalo ao redor do valor efetivamente observado. Por exemplo, quando dizemos
que a altura de uma pessoa é 175 cm, estamos medindo sua altura usando cm como
unidade de medida e portanto o valor observado €, na realidade, um valor entre 174,5 cm
e 1755 cm.

Vejamos um exemplo para motivar a discussdo que se segue.

Exemplo 7.1. O ponteiro dos segundos de um relégio mecanico pode parar a qualquer
instante, devido a algum defeito técnico, ou término da bateria, e vamos indicar por X
0 angulo que esse ponteiro forma com o eixo imaginario passando pelo centro do
mostrador e pelo nimero XIlI, conforme mostra a Figura 7.1.

Tabela 7.1: Distribuicdio uniforme discreta.

X o & 12° 18° 348° 354°
P(x) 1/60 1/60 1/60 1/60 1/60 1/60
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Figura 7.1: llustracdo de uma v.a. X discreta.

270° 90°

180°

Medindo esse angulo X em graus e lembrando que:

(i) o ponteiro deve dar 60 “saltos” (ele da um salto em cada segundo) para completar
uma volta;

(ii) acreditamos que o ponteiro tenha probabilidade igual de parar em qualquer ponto,
entdo, a v.a. X tem distribuicdo uniforme discreta, com funcdo de probabilidade dada
pela Tabela 7.1 e representada graficamente na Figura 7.2.

Figura 7.2: Distribuicdo uniforme discreta.

p(x) 4
ver 1w e v
0 6° 12° 18° 348° 354° x(em graus)

Considerando esse mesmo problema com um reldgio elétrico, para o qual o ponteiro
dos segundos move-se continuamente, necessitamos de um outro modelo para repre-
sentar a v.a. X. Primeiro, observamos que o conjunto dos possiveis valores de X nédo €
mais um conjunto discreto de valores, pois X pode assumir qualquer valor do intervalo
[0,360) = = {x € IR: 0 < x < 360}. Em segundo lugar, como no caso do reldgio
mecénico, continuamos a acreditar que ndo exista uma regido de preferéncia para o
ponteiro parar. Como existem infinitos pontos nos quais o ponteiro pode parar, cada
um com igual probabilidade, se féssemos usar 0 mesmo método usado para a v.a.
discreta uniforme, cada ponto teria probabilidade de ocorrer igual a zero. Assim néo
tem muito sentido falar na probabilidade de que o angulo X seja igual a certo valor,
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pois essa probabilidade sempre sera igual a zero. Entretanto, podemos determinar a
probabilidade de que X esteja compreendido entre dois valores quaisquer. Por exem-
plo, usando a Figura 7.1 como referéncia, a probabilidade de o ponteiro parar no
intervalo compreendido entre os nameros XII e I11 é 1/4, pois esse intervalo corresponde
a 1/4 do intervalo total.

Podemos, pois, escrever
P(0°< X < 90°) = %.

Do mesmo modo, a probabilidade P(120° < X < 150°) = 1/12. Por menor que seja
o0 intervalo, sempre poderemos calcular a probabilidade de o ponteiro parar num pon-
to qualquer desse intervalo. E é facil verificar que, nesse caso, dados dois nimeros a e
b, tais que 0° < a < b < 360°, a probabilidade de X € [a, b) é

_b-a
P@sX<bh)=
( ) 360°
Através da divisdo do intervalo [0°, 360°) em pequenos subintervalos, podemos
construir um histograma para as probabilidades da v.a. X (como fizemos para v.a conti-
nuas no Capitulo 2). Ou ainda, como naquele capitulo, fazendo esses intervalos tende-
rem a zero, podemos construir o histograma alisado da v.a. X, apresentado na Figura 7.3.

Figura 7.3: Histograma alisado: distribuicdio uniforme continua.

f(x) A

1/360

A\ N

0 a b c d 360 x (em graus)

O histograma alisado da Figura 7.3 corresponde a seguinte funcao:

0, se x < Q°
f(x) =< 1/360, se 0° < x < 360°
0, se x = 3600°.
Como vimos na construcdo de histogramas, a area correspondente ao intervalo

[a, b) (hachurada na Figura 7.3) deve indicar a probabilidade de a variavel estar entre a e
b. Matematicamente, isso é expresso por meio da integral da funcédo entre a e b; entdo,

b 1 b-a
= < = = — = =
P =X <b)= | f(xd /:360 d= D=2,
pois a integral definida de uma funcéo entre dois pontos determina a area sob a curva
representativa da funcdo, compreendida entre esses dois pontos.

A funcéo f(x) é chamada funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) da v.a. X.
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Podemos construir modelos tedricos para variaveis aleatorias continuas, escolhen-
do adequadamente as funcdes densidade de probabilidade. Teoricamente, qualquer
funcdo f, que seja ndo negativa e cuja &rea total sob a curva seja igual a unidade,
caracterizard uma v.a. continua.

Exemplo 7.2. Se f(x) = 2x, para 0 < x < 1, e zero fora desse intervalo, vemos que f(x) = 0,
para qualquer x, e a area sob o grafico de f(x) é unitaria (verifique na Figura 7.4).
Logo, a funcdo f pode representar a fungdo densidade de uma v.a. continua X.

Figura 7.4: f.d.p. da v.a. X do Exemplo 7.2.

fx) 4
3 I

0 1/2 1 X

Para esse caso, P(0 < X < 1/2) ¢ igual a area do triangulo de base 1/2 e altura 1,
hachurado na Figura 7.4; logo, a probabilidade em questdo é

1/1 1

=X< == (= ==

PO <X<12)= (2 xl) .

Observamos, entdo, que a probabilidade de essa v.a. assumir um valor pertencente

ao intervalo [0, 1/2) é menor que a probabilidade de a varidavel assumir um valor
pertencente ao intervalo [1/2, 1).

A comparacao das funcBes densidade dos dois ultimos exemplos ajuda a entender seu
significado. No primeiro exemplo, consideremos dois intervalos, I, = [a, b) e I, = [c, d),
contidos no intervalo [0,360), com a mesma amplitude (b — a = d — ¢); entéo,

PX € 1) =P(X € 1).

O mesmo ndo acontece no segundo exemplo: dados dois intervalos de mes-
ma amplitude, aquele mais proximo de 1 ira apresentar maior probabilidade. Ou
seja, a probabilidade de que a v.a. X assuma um valor num intervalo de amplitu-
de fixa depende da posicdo do intervalo; existem regides com maior chance de
ocorrer, e 0 que determina esse fato é a fungdo densidade de probabilidade. Por-
tanto, a f.d.p. € um indicador da concentracdo de “massa” (probabilidade) nos
possiveis valores de X. Convém ressaltar ainda que f(x) ndo representa a probabi-
lidade de ocorréncia de algum evento. A area sob a curva entre dois pontos é que
ird fornecer a probabilidade.



7.2 VALOR MEDIO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA CONTINUA 167

1. Dada afuncéo

262 x=0
f(x) =

0,x <0,

(a) Mostre que esta é umaf.d.p.
(b) Calcule a probabilidade de X>10.

2. Uma v.a. X tem distribuicdo triangular no intervalo [0, 1] se sua f.d.p. for dada por

0, x<0
_JCx, 0sx<1/2
(0= Cl-x, 12=x=1
0, x> 1.

(a) Qual valor deve ter a constante C2
(b) Faca o grdfico de f(x).
(c) Determine P(X < 1/2), P(X > 1/2) e P(1/4 < X < 3/4).

3. Suponha que estamos atirando dardos num alvo circular de raio 10 ¢cm, e seja X a
disténcia do ponto atingido pelo dardo ao centro do alvo. Af.d.p. de X é

kx, se0<x<10
f(x) =

0, para os demais valores.

(a) Qual a probabilidade de acertar o centro do alvo, se esse for um circulo de 1 cm de
raio?

(b) Mostre que a probabilidade de acertar qualquer circulo concéntrico é proporcional &
sua drea.

4. Encontre o valor da constante ¢ se

f(X) - { C/XZ, x =10
0, x<10

for uma densidade. Encontre P(X > 15).
7.2 Valor Médio de uma Variavel Aleatéria Continua
Do que foi visto até aqui, deduz-se que qualquer funcdo f(-), ndo-negativa, tal que

[ ek = 1,

define uma v.a. continua X, ou seja, cria um modelo te6rico para as freqiéncias
relativas de uma v.a. continua. A area compreendida entre dois valores, a e b, da
abscissa x, sob a curva representativa de f(x), da a probabilidade (proporcéo tedrica)
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da variavel pertencer ao intervalo limitado pelos dois valores. Usando o conceito de
integral, podemos escrever

P@sXsm:[me. (7.1)

Vejamos agora como podemos definir a esperanca (valor médio ou média) de uma
v.a. continua. Para isso, usaremos um artificio semelhante aquele usado na secao 3.1
para calcular a média das variaveis quantitativas, com os dados agrupados em classes.
L& substituimos todos os valores de um intervalo (classe) por um Gnico valor aproxima-
do (o ponto médio do intervalo), e agimos como se a variavel fosse do tipo discreto.
Aqui iremos repetir esse artificio.

Consideremos a v.a. X com funcdo densidade f(x) e dois pontos a e b, bem proxi-
mos, isto €, h = b — a é pequeno, e consideremos X, 0 ponto médio do intervalo [a, b].
Observando a Figura 7.5 é facil verificar que

Pa<X=<b)=hf(x), (7.2)

0 que significa aproximar a area da parte hachurada pelo retangulo de base h e altura
f(x,). E facil ver que a aproximagdo melhora com h tendendo a zero.

Figura 7.5: Area hachurada representa P(a < X < b).

|
-

A a x, b B X
—h—

Dividamos agora o intervalo [A, B], onde f(x) > 0, em n partes de amplitudes iguais a
h= (B - A)n (Figura 7.6) e consideremos os pontos médios desses intervalos, X, X,, ..., X .

Figura 7.6: Particdio do intervalo [A, B].

fx) 4
Ax % | he Fen %B o ox
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Consideremos a v.a. Y , assumindo os valores x,,..., X, com as probabilidades
p, = P(Y =x) = f(x)h
Dessa maneira, e de acordo com a definicdo de esperanga, temos
E(Y) = iilxi p, = i—lxi f(x)h,

que sera uma aproximacdo da esperanca E(X). Para determinar E(X) com maior preci-
sdo, podemos aumentar 0 nimero de intervalos, diminuindo sua amplitude h. No limi-
te, quando h — 0, teremos o valor de E(X). Definamos, pois,

E(X) = lim E(Y,) = lim ixi f(x)h. (7.3)

Mas da definicdo de integral (veja Morettin et al., 2005), temos que, se o limite
(7.3) existe, ele define a integral de x f(x) entre A e B, isto &,

E(X) = / xF(x)dx. (7.4)

Exemplo 7.3. Continuando com o Exemplo 7.2, observamos que, dividindo o in-
tervalo [0, 1] em n subintervalos, teremos h = 1/n, x, = (2i —=1)/2n e f(x) = (2i - 1)/n,
i =1, 2,..., n. Portanto,

E(Y) = Zl <2i2—n1)<2|n— 1)( ) S Z 1y

e

na qual usamos o conhecido resultado que da a soma dos quadrados dos primeiros n
numeros impares. Logo,

- e o)

O mesmo resultado é obtido diretamente da relacdo (7.

0°||\)

~

):

E(X) = | (x)(@x)dx = [%(3]: - %

Exemplo 7.4. No caso do reldgio elétrico do Exemplo 7.1, obtemos

EX)= [ x -1 dx—[_l _Xz]m:lso,
360 360 2 lo

que é o valor esperado devido a distribuicdo uniforme das frequéncias tedricas.
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Como a funcéo f(x) é sempre ndo-negativa, podemos escrever a esperan¢a como

E(X) = [ xf(x)dx. (75)
A extensdo do conceito de variancia para v.a. continuas é feita de maneira seme-
Ihante e o equivalente a expressdo (6.2) é

Var(X) = EI(X - GO = [ (x - E)) f(x)dx. (7.6)

Exemplo 7.5. Para os dois exemplos vistos anteriormente, teremos:
(i) Para o caso do relogio,

360 1 1 X3 360x2 ]360 )
= —_ 2 = - = |0 _ X=¥A 2 -
Var(X) A (x — 180) 360 dx 360 [3 > + 180%x . 10.800;

(ii) Para o Exemplo 7.2,

1
Var(X)=f(x—g&)szdx:Z[L4 S +2—X2] = 1

4 9 9 lo 18"
Como no caso de v.a. discretas, o desvio padrao de uma v.a. continua X é definido como
DP(X) = v Var(X), (7.7)

que é dado na mesma unidade de medida do que X. Deixamos a cargo do leitor a
verificacdo de que o seguinte resultado vale, como conseqiiéncia de (7.6):

Var(X) = E(X?) - [EX)]. (7.8)

Como frisamos no Capitulo 6, freqiientemente usaremos outros simbolos para in-
dicar os parametros discutidos, a saber:

E(X) = u(X),
Var(X) = o4(X),
DP(X) = o(X),

ou simplesmente u, o%e o, respectivamente, se ndao houver possibilidade de confusao.

7.3 Funcao de Distribuicao Acumulada

Dada uma v.a. X com funcdo densidade de probabilidade f(x), podemos definir a sua
funcdo de distribuicdo acumulada, F(x), do mesmo modo como foi definida no Capitulo 6:

F(X) = P(X < X), —0 < X < 0. (7.9)
De (7.1) segue-se que

Fx) = /- foat, (7.10)
para todo real x.
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Exemplo 7.6. Retomemos o Exemplo 7.2. Temos

0, sex<0
F(x) = /OXtht=x2, se0=x<1

[ otdt+ [C0dt=1, sex=1,
0 1

O gréfico de F(x) esta na Figura 7.7.

Figura 7.7: f.d.a. da v.a. X do Exemplo 7.6.

f(x) A

1 A

De (7.9), vemos que 0 < F(x) < 1, para todo x real; além disso, F(x) é ndo-decres-
cente e possui as duas seguintes propriedades:

(i) lim __F(x) =0,

(i) lim  _F(x) = 1.

No Exemplo 7.6 temos, efetivamente, F(x) = 0, para x < 0 e F(x) = 1, para x = 1.
Para v.a. continuas, o0 seguinte resultado é importante.

Proposicao 7.1. Para todos os valores de x para os quais F(x) é derivavel temos

F) = 9EC) = 5.
dx

Vamos usar esse resultado no exemplo a seguir.

Exemplo 7.7. Suponha que

F(X):{O, sex <0
l1-e*sex=0

seja a f.d.a. de uma v.a. X. Entéo,

f(X):{O’ sex <0
e, se x = 0.
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Na Figura 7.8 temos os graficos dessas duas funcBes. Veremos que f(x) é um caso
especial da densidade exponencial, a ser estudada na sec¢éo 7.4.3.

Figura 7.8: Distribuicdio exponencial (8= 1) (a) f.d.a. (b) f.d.p.

F(x) A f(x)
Tt ——————— = 1
0 X 0 X
(a) I (b)
Se a e b forem dois nimeros reais quaisquer,
P(a < X < b) = F(b) - F(a). (7.11)

Esse resultado ndo sera afetado se incluirmos ou nao os extremos a e b na desi-
gualdade entre parénteses.

5. Calcule a esperanca, a variéincia e a f.d.a. da v.a. X do Problema 2.

6. Determine a esperanca e a variéncia da v.a. cuja f.d.p. é

f(X)= {Senx, 0sx= 75/2
0, caso contrario.

7. Calcule a média da v.a. X do Problema 4.

8. A v.a. continua X tem f.d.p.

2 _
f(x):{SX, 1$X$(,)
0, caso contrario.

(a) Se b for um nimero que satisfaz -1 < b < 0, calcule P(X>Db X < b/2).
(b) Calcule E(X) e Var(X).

9. Certa liga é formada pela mistura fundida de dois metais. A liga resultante contém certa
porcentagem de chumbo, X, que pode ser considerada uma v.a. com f.d.p.

£(0) :% 105 X(100 = x), 0 < x < 100,

Suponha que L, o lucro liquido obtido na venda dessa liga (por unidade de peso), seja
dado por L=C, + C,X. Calcule E(L), o lucro esperado por unidade.
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10. A demanda didria de arroz num supermercado, em centenas de quilos, é uma v.a. com

f.d.p.
2x/3, se0=x<1
fx)=q—xB3+1, sel=x<3
0, sex<0Ooux>3.

(a) Qual a probabilidade de se vender mais do que 150 kg, num dia escolhido ao acaso?
(b) Em 30 dias, quanto o gerente do supermercado espera vender?

(c) Qual a quantidade de arroz que deve ser deixada & disposicdo dos clientes dia-
riamente para que néo falte arroz em 95% dos dias?

11. Suponha que X tenha f.d.p. f(x) do Problema 1. Calcule E(X) e Var(X).
12. Seja X com densidade

—x2 —
f(x):{c(l X), se-l=x<1
0, caso contrario.

Calcule a média e a varidncia de X.

7.4 Alguns Modelos Probabilisticos para Variaveis Aleatérias
Continuas

De modo geral, podemos dizer que as v.a. cujos valores resultam de algum proces-
so de mensuracdo sdo v.a. continuas. Alguns exemplos séo:

() 0 peso ou a altura das pessoas de uma cidade;

(b) a demanda diaria de arroz num supermercado;

(c) o tempo de vida de uma lampada;

(d) o diametro de rolamentos de esferas; e

(e) erros de medidas em geral, resultantes de experimentos em laboratorios.

Dada uma v.a. continua X, interessa saber qual a f.d.p. de X. Alguns modelos séo
frequentemente usados para representar a f.d.p. de v.a. continuas. Alguns dos mais utiliza-
dos serdo descritos a seguir e, para uniformizar o estudo desses modelos, iremos em cada
caso analisar:

(a) definicao;

(b) grafico da f.d.p.;

(c) momentos: E(X),Var(X);

(d) funcéo de distribuicdo acumulada (f.d.a.).

Outros modelos serdo apresentados na sec¢éo 7.7.
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7.4.1 O Modelo Uniforme

O modelo uniforme é uma generaliza¢cdo do modelo estudado no Exemplo 7.1 e é
0 modelo mais simples para v.a. continuas.

(a) Definicdo. A v.a. X tem distribui¢cdo uniforme no intervalo [¢, f] se sua f.d.p. é
dada por
1 = =
— <x< 7.12
o=, pa TP (42
0, caso contrario.
(b) Grafico. A Figura 7.9 representa a funcdo dada por (7.12).

Figura 7.9: Distribuicgo uniforme no intervalo [, B].

f(x)

1/(B- o)

Epreseese=d
>

0

Qe

(c) Momentos. Pode-se mostrar (veja o Problema 29) que

E(X) = “;ﬁ, (7.13)
var(x) = B 120‘)2, (7.14)

(d) F.d.a. A funcdo de distribuicdo acumulada da uniforme é facil de ser encontra-
da (veja o Problema 29):

0, sex < o
FO=P(X=x)=/ fx)dx= =% sea=x<p (7.15)
1, sex=f3,

cujo gréafico esta na Figura 7.10.

Figura 7.10: f.d.a. de uma v.a. uniforme no intervalo [« S].

Fx) 4

Q
o

o)
M
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Assim, para dois valores quaisquer ¢ e d, ¢ < d, teremos
P(c < X = d) = F(d) - F(c),
que é obtida facilmente de (7.15).
Usaremos a notacdo
X~ U(e, B)
para indicar que a v.a. X tem distribuicdo uniforme no intervalo [¢, B].

Exemplo 7.8. Um caso particular bastante interessante é aquele em que oo =-1/2 e =
1/2. Indicando essa v.a. por U, teremos

fw) = {01 csaes; %:{)Zntfélrl;o.S Ve
Nessa situagdo temos que
E(U) =0, Var(U) = 1/12
e a f.d.a. é dada por

0, seu < -1/2
FUW=qu+1/2 se-12<u<1/2
1, seu>1/2.

Por exemplo,
P(-1/4 < U < 1/4) = F (1/4) - F(-1/4) = 1/2.
Se quiséssemos facilitar o nosso trabalho, poderiamos tabelar os valores da f.d.a

para essa variavel U. Devido a simetria da area em relacdo a x = 0, poderiamos cons-
truir uma tabela indicando a funcdo G(u), tal que

Gu=PO0=U=<u
para alguns valores de u (veja o Problema 30).

Dada uma v.a. uniforme X qualquer, com parametros o e 3, podemos definir a v.a.
U como

x_ Bt

U= ﬁ_—j (7.16)

Segue-se que a transformacdo (7.16) leva uma uniforme no intervalo [¢, B] numa
uniforme no intervalo [-1/2, 1/2] e para dois nimeros quaisquer ¢ e d, com ¢ < d,

c_Bta g_Bro q- Bre ALY
<d)= — = 2 = 2 = —2 - —2
P(c<X=d)=F()-F() P( ba " pa ) F“( p-a ) F“< p-a )
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Artificios semelhantes a esse sdo muito Uteis na construcdo de tabelas e programas
para calculos de probabilidades referentes a familias de modelos.

Um outro caso importante é para oo = 0 e B = 1. Um ndmero aleatério é um valor
gerado de uma v.a. com distribuicdo uniforme no intervalo [0, 1]. Veja Capitulo 9.

7.4.2 O Modelo Normadl

Vamos introduzir, agora, um modelo fundamental em probabilidades e inferéncia es-
tatistica. Suas origens remontam a Gauss em seus trabalhos sobre erros de observagdes
astrondmicas, por volta de 1810, donde o nome de distribui¢do gaussiana para tal modelo.

(a) Definicao. Dizemos que a v.a. X tem distribuicdo normal com pardmetros u e
0%, - <u<+woel<o?<ox, sesuadensidade € dada por

f 11, 09) = — L e-wot oo < x < oo, (7.17)

o\2rn

Claramente, f(x; u, 0% = 0, para todo x e pode-se provar que /: f(x; w, 0% dx = 1. Veja o
Problema 60.

(b) Grafico. A Figura 7.11 ilustra uma particular curva normal, determinada por
valores particulares de i e o2

Figura 7.11: F.d.p. de uma v.a. normal com média i e desvio
padréo o.

f(x) 4

[ I
2 dbeccoossosoooosooossoos

I

(c) Momentos. Pode-se demonstrar que (veja o Problema 32):
E(X) =w, (7.18)
Var(X) = o2 (7.19)
Além disso, f(x; u; 02 — 0, quando X — o, u — ¢ e u + ¢ sdo pontos de inflexdo
de f(x; i, 6, x = i é ponto de méximo de f(x; i, 62), e o valor maximo é 1/o\2x . A
densidade f(x; u, o?) é simétrica em relagdo a reta x = p, isto é,
f(u+x; u, 0? =f(u-x; u, o, (7.20)
para todo x real.
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Para simplificar a notacdo, denotaremos a densidade da normal simplesmente por
f(x) e escreveremos, simbolicamente,

X ~ N(y, o9).

Quando u =0 e o?= 1, temos uma distribui¢cdo padréo ou reduzida, ou brevemente
N(0,1). Para essa a funcéo densidade reduz-se a

g7 o0 < 7 < oo, (7.21)

1
) = ——
00 = Ton
O gréfico da normal padrdo esta na Figura 7.12.

Figura 7.12: f.d.p. de uma v.a. normal pa-
drdo: Z ~ N(0, 1).

6(@) 4

I dboooooocoos

Se X ~ N(u; 0?), entdo a v.a. definida por

z:iga (7.22)

terd média zero e variancia 1 (prove esses fatos). O que ndo é tdo facil mostrar é que Z
também tem distribui¢do normal. Isso néo sera feito aqui.

A transformacdo (7.22) é fundamental para calcularmos probabilidades relativas a
uma distribuicdo normal qualquer.

(d) F.d.a. A f.d.a. F(y) de uma v.a. normal X, com média u e variancia o? é obtida
integrando-se (7.17) de — até y, ou seja,

Fy) = [ f(x; p, 09dx, y € IR (7.23)

A integral (7.23) corresponde a area, sob f(x), desde —~ até y, como ilustra a
Figura 7.13.
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Figura 7.13: Representagdo grdfica de F(y) como drea.

f(x) 4

y

X

No caso especifico da normal padrdo, utilizamos a seguinte notacéo, que € universal:

oy) = | o(2)dz = 1N27 | e dz.

O gréfico de @(z) ¢ ilustrado na Figura 7.14.

Figura 7.14: f.d.a. da normal padrdo.

@(2)

A

_/

0

Suponha, entdo, que X ~ N(u, o?) e que queiramos calcular

Pla<X<b)= /ﬁ FOdx,

onde f(x) é dada por (7.17). Ver Figura 7.15.

(7.24)

(7.25)
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Figura 7.15: llustragdo gréfica da P(a < X < b)
para uma v.a. normal.

f(x) 4

A integral (7.25) ndo pode ser calculada analiticamente, e portanto a probabilidade
indicada s6 podera ser obtida, aproximadamente, por meio de integracdo numérica.
No entanto, para cada valor de u e cada valor de o, teriamos de obter P(a < X < b) para
diversos valores de a e b. Essa tarefa é facilitada através do uso de (7.22), de sorte que
somente € necessario construir uma tabela para a distribuicdo normal padréo.

Vejamos, entdo, como obter probabilidades a partir da Tabela Ill. Essa tabela da
as probabilidades sob uma curva normal padrdo, que nada mais sdo do que as cor-
respondentes areas sob a curva. A Figura 7.16 ilustra a probabilidade fornecida pela
tabela, a saber,

PO=2zZ=z),

[

onde Z ~ N(0,1).

Figura 7.16: P(0 < Z < z) fornecido pela
Tabela III.

0(2)

Se tomarmos, por exemplo, z, = 1,73, segue-se que

PO < Z < 1,73) = 0,4582.
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Calculemos mais algumas probabilidades (Figura 7.17):

(@ P(-1,73<Z=<0)=P(0 = Z < 1,73) = 0,4582, devido a simetria da curva.

(b) P2 =1,73) =05-P(0 < Z < 1,73) = 0,5 - 0,4582 = 0,0418, pois
PZ=0)=05=P(Z =<0).
(c) P(Z <-1,73) = P(Z > 1,73) = 0,0418.
(d)PO47<Z2<173)=P0<Z=<173)-P0<Z=<047)=
= 0,4582 - 0,1808 = 0,2774.

Figura 7.17: llustragdo do cdlculo de probabilidades para a N(0,1).

0 173 z -1,73 0 1,73 z 0047 173 =z
(a) (b) (c)

Suponha, agora, que X seja uma v.a. N(u, 02, com u = 3 e o2 = 16, e queiramos
calcular P(2 = X = 5). Utilizando (7.22), temos

P(ZsXsS)zP(z;“ < X-H 5_“)

o o
- ﬂ< <E’>: <__1< <_1)
( 5 =¢ 4 Plmy =253

Portanto, a probabilidade de que X esteja entre 2 e 5 € igual a probabilidade de que
Z esteja entre —0,25 e 0,5 (Figura 7.18). Utilizando a Tabela I1l, vemos que

P(-0,25 < Z < 0,5) = 0,0987 + 0,1915 = 0,2902,
ou seja,
P(2 < X < 5) =0,2902.

Figura 7.18: llustragdo do cdlculo de P (2 < X < 5) para a v.a. N(3, 16).

2 3 5 X

-025 0 0,5 z
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Exemplo 7.9. Os depdsitos efetuados no Banco da Ribeira durante o més de janeiro
sdo distribuidos normalmente, com média de $10.000,00 e desvio padrdo de $1.500,00.
Um depdsito é selecionado ao acaso dentre todos os referentes ao més em questao.
Encontrar a probabilidade de que o depoésito seja:

(a) $10.000,00 ou menos;

(b) pelo menos $10.000,00;

(c) um valor entre $12.000,00 e $15.000,00;

(d) maior do que $20.000,00.

Temos que u = 10.000 e o = 1.500. Seja a v.a. X = depdsito.

(a) P(X < 10.000) = P( 7 < 10.000-10.000 ) - P(Z < 0)= 05,

(b) P(X = 10.000) = P(Z = 0) = 0,5.
12.000 - 10.000 _ 5 _ 15.000 — 10.000 )

P(12. <X <I5. =P
(©) P(12.000 >.000) ( 1.500 1.500

= P(4/3 < Z < 10/3) = P(1,33 < Z < 3,33) = 0,09133.

(d) P(X > 20.000) = P(z >20:000=10.000 ) _ p(7 - §67) = 0.
1.500

7.4.3 O Modelo Exponencial

Outra distribui¢do importante e que tem aplicagdes em confiabilidade de sistemas,
assunto de que ja tratamos brevemente no Capitulo 5, é a exponencial.

(@) Definicao. A v.a. T tem distribuicdo exponencial com pardmetro S > 0 se sua
f.d.p. tem a forma

1 s
— e set=0
0, set <O.
Escreveremos, brevemente,
T ~ Exp(B).

(b) Grafico. O gréfico de f(t; B) = f(t) esta ilustrado na Figura 7.8 (b), com = 1.
(c) Momentos. Usando integracdo por partes, pode-se demonstrar que (veja o
Problema 41):

E(T)= B, (7.27)
Var(T) = B2 (7.28)
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Exemplo 7.10. O tempo de vida (em horas) de um transistor pode ser considerado
uma v.a com distribuicdo exponencial com 8 = 500. Segue-se que a vida media do
transistor € E(T) = 500 horas e a probabilidade de que ele dure mais do que a média é

o0

P(T > 500) = [, f(t)dt = 1/500 [, e dt

00

= 1/500 [-500e¥5°]%,; = e! = 0,3678.

(d) F.d.a. Usando a definicdo (7.10), obtemos

_]0, set<O0
F(O = {1 — eV set=0. (7.29)

O grafico de F(t) esta na Figura 7.8 (a), com = 1.

7.5 Aproximacdo Normal a Binomial

Suponha que a v.a. Y tenha uma distribuicdo binomial com pardmetros n = 10 e
p = 1/2 e queiramos calcular P(Y = 7). Embora seja uma v.a. discreta, vimos no Capi-
tulo 2 que é possivel representa-la por meio de um histograma, como na Figura 7.19.
Vemos que P(Y = 7) é igual a area do retangulo de base unitéria e altura igual a P(Y = 7),
similarmente para P(Y = 8) etc. Logo, P(Y = 7) é igual a soma das éreas dos retangulos
hachurados na Figura 7.19.

Figura 7.19: (P(Y = 7) para Y ~ b(10, 1/2).

0123 4567 8 910

A idéia é aproximar tal &rea pela area sob uma curva normal, & direita de 6,5. Qual
curva normal? Parece razodvel considerar aquela normal de média

u=np=10x 15
2
e variancia

1 1

o-2=np(1—p)=10><7><7=2,5.

Veja a Figura 7.20.
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Figura 7.20: Aproximagdo de P(Y = 7) pela
drea sob a N(5; 2,5).

5 6 7 8 910

Chamando X tal varidvel, com distribuicdo normal,

P(Y>7)=P(X>6,5)=P<X_“ = 65‘“)
o ()

65-5

N2,5
onde Z ¢, como sempre, N(O, 1). Utilizando a Tabela I, vemos que a probabilidade
verdadeira é 0,172.

Vamos calcular agora P(3 <Y < 6) = P(Y = 4) + P(Y =5) + P(Y = 6). Vemos,
através da Figura 7.21, que a aproximacdo a ser feita deve ser

p<z - ) = P(Z = 0,94) = 0,174,

35 -5 <7<
1,58 1,58

= P(-0,94 < Z < 0,94) = 0,653,

P(3<Ys6)zP(3,5<X<6,5)=P(

ao passo que a probabilidade verdadeira é 0,656.

Figura 7.21: Aproximagdo de P(3 <Y < 6).

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A justificativa formal de tal aproximagao é dada pelo chamado Teorema Limite Cen-
tral, que serd visto no Capitulo 10. A aproximacao é boa quando np > 5 e n(1 - p) > 5.

13. Atemperatura T de destilacdo do petréleo é crucial na determinacéo da qualidade final
do produto. Suponha que T seja considerada uma v.a. com distribuicdo uniforme
no intervalo (150, 300). Suponha que o custo para produzir um gal@o de petréleo
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14.

16.

17.

18.

19.

20.

seja C, reais. Se o 6leo for destilado a uma temperatura inferior a 200°, o produto obtido
é vendido a C, reais; se a temperatura for superior a 200°, o produto é vendido a C, reais.
(a) Fazero gréficodaf.d.p.deT.

(b) Qual o lucro médio por gal@o?

Se X ~ N(10, 4), calcular:
(a) P(8 <X <10), (c) P(X>10),
(b) PO<=X<12), (d) P(X<8ouX>11).

. Para X ~ N(100, 100), calcule:

(a) P(X < 115),

(b) P(X = 80),

(c) P(IX - 100l < 10),

(d) o valora, tal que P(100 —a < X < 100 + a) = 0,95.

Para a v.a. X ~ N(u, 6?), encontre:

(a) P(X=p+20),

(b) P(IX-ul <o),

(c) onlUmeroatal que P(u—aoc <X < pu+ao)=0,99,
(d) o ntmero b tal que P(X > b) =0,90.

As alturas de 10.000 alunos de um colégio t&m distribuicdo aproximadamente normal,

com média 170 cm e desvio padrdo 5 cm.

(a) Qual o nimero esperado de alunos com altura superior a 165 cm?

(b) Qual o intervalo simétrico em torno da média que conterd 75% das alturas
dos alunos?

As vendas de determinado produto tm distribuicdo aproximadamente normal, com mé-
dia 500 unidades e desvio padrdo 50 unidades. Se a empresa decide fabricar 600 unida-
des no més em estudo, qual é a probabilidade de que néo possa atender a todos os
pedidos desse més, por estar com a producéo esgotada?

Suponha que as amplitudes de vida de dois aparelhos elétricos, D, e D,, tenham distribui-
coes N(42, 36) e N(45, 9), respectivamente. Se os aparelhos séo feitos para ser usados por
um perfodo de 45 horas, qual aparelho deve ser preferido? E se for por um perfodo de
49 horas?

O diémetro X de rolamentos esféricos produzidos por uma fébrica tem distribuicdo N(0,6140;
(0,0025)?). O lucro T de cada rolamento depende de seu didmetro. Assim,

T=0,10, se o rolamento for bom (0,610 < X < 0,618);

T=0,05, se o rolamento for recuperdvel (0,608 < X < 0,610) ou (0,618 < X < 0,620);
T=-0,10, se o rolamento for defeituoso (X < 0,608 ou X > 0,620).

Calcule:

(a) as probabilidades de que os rolamentos sejam bons, recuperdveis e defeituosos.

(b) E(T).
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21. Suponha que um mecanismo eletrdnico tenha um tempo de vida X (em 1.000 horas) que
possa ser considerado uma v.a. continua com f.d.p. f(x) = e, x > 0. Suponha que o
custo de fabricacéo de um item seja 2,00 reais e o preco de venda seja 5,00 reais.
O fabricante garante total devolucdo se X < 0,9. Qual o lucro esperado por item?2

22. Seja Y com distribuicao binomial de parémetros n=10 e p=0,4. Determine a aproxima-
¢Go normal para:

(a) PB<Y<8), (b) P(Y=T7), (c) P(Y<5).

23. De um lote de produtos manufaturados, extraimos 100 itens ao acaso; se 10% dos itens
do lote séo defeituosos, calcule a probabilidade de 12 itens serem defeituosos. Use tam-
bém a aproximagdo normal.

24. A confiabilidade de um mecanismo eletrénico é a probabilidade de que ele funcione sob as
condicées para as quais foi planejado. Uma amostra de 1.000 desses itens é escolhida ao
acaso e os itens sdo testados, obtendo-se 30 defeituosos. Calcule a probabilidade de se
obter pelo menos 30 itens defeituosos, supondo que a confiabilidade de cada item € 0,95.

7.6 Funcoes de Variaveis Continuas

Vimos, no Capitulo 6, como obter a distribuicdo de uma v.a. Y = h(X), se conhecer-
mos a distribui¢do da v.a. discreta X. Vejamos, agora, 0 caso em que X € continua.
Suponhamos, primeiramente, que a funcdo h seja estritamente monotdnica, crescente
ou decrescente. Neste caso, a inversa h-! estard univocamente determinada e podemos
obter x = h-1(y), para valores x e y das v.a. X e Y, respectivamente. Observando a Figura
7.22, vemos que, se a densidade de X, f(x), digamos, for positiva no intervalo a < x <
b, entdo a densidade de Y sera positiva para h(a) <y < h(b), se h for crescente, e para
h(b) <y < h(a), se h for decrescente.

Figura 7.22: Fungdo de uma v.a.

\ \
’ y =h(x) 57 ’

------- - h(a)

h(b) -\
b

h(b) -

h(a) -

P

= J

~

(a) h crescente (b) h decrescente

Exemplo 7.11. Suponha X com a densidade do Exemplo 7.2 e considere Y = 3X + 4.
Aqui, y = h(x) = 3x + 4, que € crescente (Figura 7.23 (a)).
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Figura 7.23: Exemplos de fungdes de v.a. (a) Exemplo 7.11 (b) Exemplo 7.12.

(o) y=3x+4 (b)y=ex

Denotando a densidade de Y por g(y), e como f(x) > 0 para 0 < x < 1, g(y) > 0
parad <y <T.

Notemos que se podem obter probabilidades relativas a Y a partir da densidade de
X. Por exemplo,
PY>1)=PBX+4>1)=P(X>-1)=1

Vejamos como se pode obter g(y). Denotemos por G(y) a funcéo de distribuigdo
acumulada de Y. Da secdo 7.3, sabemos que G’(y) = g(y), para todo valor de y para o
qual G for derivavel. Entdo, temos

G(y):P(Ysy):P(3x+4<y):P<x< y‘34>=|:<y;4>,

onde estamos denotando por F(-) a funcdo de distribuicdo acumulada de X. Usando a
regra da cadeia para derivadas, temos

co-r{i5) 3§ (15

do que decorre

9

2 (y—-4), sed<y<7
g(y) =
0, caso contrario.

Exemplo 7.12. Suponha, agora, que X tenha densidade f(x) = 3x%2, - 1 <x <1 e que
Y = e™. Segue-se que h(x) = e* é uma funcéo decrescente e x = —¢n(y) (Figura 7.23
(b)). Entao,
G(y) = P(Y < y) = P(e* < y) = P(X = —{n(y))
=1-P(X =< -{n(y) =1 - F(=(y)),
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onde novamente F denota a f.d.a. de X. Derivando, obtemos a f.d.p. de Y,

3
9y) = 5, (M@y)r et <y<e.
y
O seguinte resultado generaliza esses dois exemplos.

Teorema 7.1. Se X for uma v.a. continua, com densidade f(x) > 0, a < x < b, entdo
Y = h(X) tem densidade

o) = f(h ) \(‘fyx , (7.30)

supondo que h seja monotdnica, derivavel para todo x. Se h for crescente, g(y) > 0,
h(a) <y < h(b) e, se h for decrescente, g(y) > 0, h(b) <y < h(a).

Prova. Basta notar que G(y) = P(Y < y) = P(h(X) < y) e que essa probabilidade é igual
a P(X = h(y)) = F(h*(y)), se h for crescente, e igual a 1 — F(h7(y)), se h for decres-
cente. Derivando G(y) obtemos o resultado, notando que a derivada (h(y))' = dx/dy > 0
se h for crescente, e negativa se h for decrescente.

Suponha, agora, que h ndo seja monoténica. Um caso de interesse que sera usado
mais tarde é Y = h(X) = X2 (Figura 7.24). Temos

G(y) = P(Y <y) =P(X* <y) = P(-Vy < X <y)
= F(Vy) - F=y),

e derivando obtemos a densidade de Y,
1
= ——= [f(y) + f(=\Vy)], 7.31
a(y) 2\W[(y) (=Vy)l (7.31)

onde f é a densidade de X.
Se f(x) =1, 0 < x < 1 (X é uniforme no intervalo [0, 1]), entdo

-1
g(y)—zry

Figura 7.24: llustragdio de Y = h(X) = X2

,0<y <1

y
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25. Considere a v.a. X do Problema 2e Y =X +5.
(a) Calcule P(Y <5,5).
(b) Obtenha a densidade de Y.
(c) Obtenha a densidade de Z =2X.

26. Suponha que a v.a. X tenha a densidade do Problema 8. Se Y = 2X — 3/5, obter a
densidade de Y. Calcule E(Y) e Var(Y).

27. Suponha X ~ U[-1, 1]. Calcule a densidade de Y = X2 e de W = IX|.

7.7 Outros Modelos Importantes

Nesta se¢cdo vamos introduzir alguns modelos para v.a. continuas que serdo bas-
tante utilizados na terceira parte deste livro. Juntamente com o modelo normal, esses
modelos sdo Uteis para as v.a. de interesse pratico, que na maioria dos casos assumem
valores positivos e tendem a ter distribuicdes assimétricas a direita.

7.7.1 A Distribuicao Gama

Uma extensédo do modelo exponencial é estudado a seguir.

Definicao. A v.a. continua X, assumindo valores positivos, tem uma distribuicdo gama
com parametros o > 0 e B > 0, se sua f.d.p. for dada por

l o — 1a—Xl,
fx o, B =AT(p” © € x>0 (7.32)

0, X < 0.

Em (7.32), I'(e) é a fungcdo gama, importante em muitas areas da Matematica,
dada por

(o) = | e*x~1dx, o > 0. (7.33)

Né&o ¢é dificil ver que I'() = (¢ = 1) I'(ex — 1), se & = n for um inteiro positivo,
I'(n) = (n - 1)! e que I'(1) = 1, I'(1/2) = V7. Veja o Problema 45.

A Figura 7.25 ilustra a densidade (7.32) para ¢ = 3 e B = 1. Se o = 1 obtemos a
distribuicao exponencial (7.26). Muitos casos de interesse tém ¢ inteiro positivo.

Usaremos a notagdo
X ~ Gama(e, B)

para designar uma v.a. com a distribuicdo dada por (7.32).
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Figura 7.25: Gréfico da f.d.p. de uma distribuicdo gama, o= 3,
B=1.

f(x) 4

Pode-se demonstrar que:
E(X) = af, Var(X) = o2 (7.34)
7.7.2 A Distribuicao Qui-Quadrado

Um caso especial importante do modelo gama é obtido fazendo-se o= vi2 e 3 = 2,
com v > 0 inteiro.

Definicao. Uma v.a. continua Y, com valores positivos, tem uma distribuicdo qui-qua-
drado com v graus de liberdade (denotada X(v)), se sua densidade for dada por

vI2 - le—ylzy y >0

1
f(y; v) :{ T(vi2)27 (7.35)

0, y <O0.
A Figura 7.26 ilustra os gréaficos de (7.35) para v = 1, 2, 3. Segue-se de (7.34) que
E(Y)=v, Var(Y)=2v. (7.36)

A distribui¢do qui-quadrado tem muitas aplicacdes em Estatistica e, como no caso
da normal, existem tabelas para obter probabilidades. A Tabela IV, fornece os valores
de y, tais que P(Y >y = p, para alguns valores de p e de v. Ver Figura 7.27.

Figura 7.26: Grdficos da distribuicdo qui-quadrado c(n).

f(y) 4 f(y) 4 f(y) 4

(a)v=1 (b)v=2 (c)v=3
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Figura 7.27: Valores tabelados da distribuicgio X°(v).

f(y) A

Yo y

Exemplo 7.13. Usando a Tabela IV, para v = 10, observe que P(Y > 2,558) = 0,99, ao
passo que P(Y > 18,307) = 0,05.

Para v > 30 podemos usar uma aproximacao normal a distribuicdo qui-quadrado.
Especificamente, temos o seguinte resultado: se Y tiver distribuicdo qui-quadrado com
v graus de liberdade, entdo a v.a.

Z=~2Y-v2v-1~ N(,).
Por exemplo, consultando a Tabela IV, temos que, se v = 30,
P(Y > 40,256) = 0,10,
enquanto que, usando a féormula acima, temos que
z =2 x 40,256 — \ 59 = 1,292

e P(Z > 1,292) = 0,099, que resulta ser uma boa aproximacao.

Exemplo 7.14. Considere Z ~ N(0,1) e considere a v.a. Y = Z2. De (7.31) temos que a
densidade de Y é dada por

o(y) = 21_W [6(VY) + o(=Vy)], y > 0,

onde por ¢(z) indicamos a densidade da N(0,1). Resulta

- l -1/2 A-yl2
= —— e
a(y) Ton )
e comparando com (7.35) vemos que Y ~ X?(1). Temos, aqui, um resultado importante:
O quadrado de uma v.a. com distribui¢cdo normal padrdo € uma v.a. com distribuicdo X?(1).

De um modo mais geral, uma v.a. x2 (v) pode ser vista como a soma de v normais
padrdes ao quadrado, independentes.
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7.7.3 A Distribuicao t de Student

A distribuicdo t de Student é importante no que se refere a inferéncias sobre médias
populacionais, topico a ser tratado nos Capitulos 12 e 13. A obtencdo da densidade
estd contida no teorema abaixo.

Teorema 7.1. Seja Z uma v.a. N(0,1) e Y uma v.a. X?(v), com Z e Y independentes.
Entdo, a v.a.

z

t=—2_
\Y/v

(7.37)
tem densidade dada por
ft vy = LOHEDD) gy pzpyoeme o ot <o (7.38)
T'(VI2)}\ mv

Diremos que tal variavel tem uma distribuicéo t de Student com v graus de liber-
dade e a indicaremos por t(v). Pode-se provar que

E(t) =0, Var(t) = v%z V> 2, (7.39)

e verificar que o grafico da densidade de t aproxima-se bastante de uma N(0,1) quan-
do v é grande. Veja a Figura 7.28.

Figura 7.28: A distribuicdo t de Student e a distri-
buicdo normal padréo.

A
N(, 1)

/ \ i(v)

— N~

—t te

Como essa distribuicdo é bastante utilizada na pratica, existem tabelas fornecendo
probabilidades relativas a ela. A Tabela V fornece os valores de t_tais que

Pt <t(y) <t)=1-p, (7.40)

para alguns valores de p e de v.

O nome Student vem do pseud6énimo usado pelo estatistico inglés W. S. Gosset,
que introduziu essa distribuicdo no inicio do século passado.
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Exemplo 7.15. Se v = 6, entdo, usando a Tabela V, P(-1,943 < t(6) < 1,943) = 0,90, ao
passo que P(t(6) > 2,447) = 0,025. Observe que, nessa tabela, ha uma linha com v = o, que
corresponde a usar os valores da N(0,1). Para n > 120 essa aproximagdo é muito boa.

7.7 .4 A Distribuicao F de Snedecor

Vamos considerar agora uma v.a. definida como o quociente de duas variaveis
com distribuicdo qui-quadrado.

O seguinte teorema, que ndo serd demonstrado, resume 0 que nos vai ser Util.

Teorema 7.2. Sejam U e V duas v.a. independentes, cada uma com distribuigdo qui-
quadrado, com v, e v, graus de liberdade, respectivamente. Entdo, a v.a.

_ Uy,
Viv,

(7.41)

tem densidade dada por

vi/2 vy —
otwi v 1) = (LSBT

POW2TV2)\ v, ) @+ a7

Diremos que W tem distribuicdo F de Snedecor, com v, e v, graus de liberdade, e
usaremos a notacdo W ~ F(v,, v,). Pode-se mostrar que

2
Y2 o var(w) = 2v3(vi + v, = 2)

EW) =5 (v, - 27 (v, - 4)

(7.43)

O gréfico tipico de uma v.a. com distribuicdo F estd na Figura 7.29. Na Tabela VI
sdo dados os pontos f, tais que

P{F(v;, v,) > f} = ¢,

para o = 0,05, o = 0,025 e alguns valores de v; e v,. Para encontrar os valores inferio-
res, usa-se a identidade

F(vi, v,) = LF(v,, V). (7.44)

Figura 7.29: Grdfico de distribuicdo F.

g(w)

=Y

of f,
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Exemplo 7.16. Considere, por exemplo, W ~ F(5, 7). Consultando a Tabela VI,
P(F > 3,97) = 0,05 ou, entdo, P(F = 3,97) = 0,95. Digamos, agora, que desejamos

encontrar o valor f  tal que P(F < f) = 0,05. Da igualdade (7.44) temos
0,05 = P{F(5,7) < f} = P{l/F(7,5) < f} = P{F(7,5) > 1A},

e procurando na Tabela VI, para F(7,5), obtemos 1/f, = 4,88 e, portanto, f = 0,205.

Na secdo de Problemas e Complementos apresentamos algumas outras distribui-
cOes de interesse, como a log-normal, Pareto, Weibull e beta.

Na Tabela 7.2 mostramos 0s principais modelos para v.a. continuas, incluindo: a
densidade, o dominio dos valores, os parametros, a média e a variancia.

Tabela 7.2: Modelos para variéveis continuas.

Modelo f(x) Pardmetros E(X), Var(X)
Uniforme UB-a),a<x<p o, B (o + B)2, (B— )12
Exponencia 1/B eV t>0 B B B
Normal L exp{(x_ ”)2}, —0 < X < % U, o U, o?
o\2n o
Gama B/T(0) x*~te*b, x>0 B>00>0 opf, of?
H drad 2 12 - 1a-yl2
. V2~ 1amy
Qui-quadrado TO2) yv2-lev2 y >0 % v, 2v
r(v+1)/2) ( t2>*<”1)’
t-Student ———— 1+ — ,—e<t<oo v 0, vI(v-2
r(v/2WNrv v (=2
r((Vl; VZ)> v, \ 2 uzt V. 2vi(vy + v, = 2)
F-Sned (_1>7 w w> 0. 2 > W1 2~
nececer ARG AN " Vi Y2 Va—=2" (v, =22 (v, - 4)
r 2 r 2 1 Va ’

7.8 Quantis

No Capitulo 6 definimos o p-quantil Q(p) como o valor da v.a. discreta X satisfa-
zendo as duas desigualdades de (6.26).

No caso de uma v.a. continua X, essa definicdo torna-se mais simples. Se F(x)
designar a f.d.a. de X, temos que as desigualdades em (6.26) ficam:

PX'<Q(P) =FQMm) =p

(7.45)
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PX=Q((@)=1-PX<Q()=1-PX=Q(p)=1-FQ((@)=1-p

(7.46)

Mas (7.46) pode ser reescrita como
F(Q(p) = p. (7.47)
Portanto, de (7.45) e (7.47) chegamos a conclusdo de que o p-quantil deve satisfazer
F(Q(p) = p. (7.48)

Graficamente, temos a situacéo ilustrada na Figura (7.30). Ou seja, para obter
Q(p), marcamos p no eixo das ordenadas, consideramos a reta horizontal pelo ponto
(0, p) até encontrar a curva de F(x) e baixamos uma reta vertical até encontrar Q(p)
no eixo das abscissas. Analiticamente, temos de resolver a equacdo (7.48). Vejamos
alguns exemplos.

Figura 7.30: Definicdo de Q(p)  (a) f.d.a. (b) f.d.p.

F(x) 4
f(x)

>y

Qp) * Qp)
(a) (b)

Exemplo 7.17. Se Z ~ N(O0, 1), utilizando a Tabela Il encontramos facilmente que
Q(0,5)=Q,=0,
Q(0, 25) = Q, = 0,675,
Q(0, 30) = -0,52,
Q(0,75) = Q, = 0,675.

Exemplo 7.18. Suponha que Y ~ Exp(2). Se quisermos calcular a mediana, Q,, tere-
mos de resolver

/OQZ f(y)dy = 0.5,
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ou seja,
Q,
-y/2 =
1/2/0 e dy = 0,5.
Obtemos
1-e%2=0,5,
do que temos, finalmente, Q, = -2¢n(0,5) = 1,386.

7.9 Exemplos Computacionais

Nesta secdo final, vamos dar alguns exemplos de como obter probabilidades acumula-
das para a normal e exponencial, usando o pacote Minitab. Isso também pode ser feito
com outros pacotes ou planilhas, bem como considerar outras distribui¢bes continuas.

Considere a v.a. continua X, com f.d.a. F(x) = P(X < x). O problema €, dado x,
calcular F(x), ou dado F(x), calcular x.

Exemplo 7.19. Suponha X ~ N(10, 25). Para obter F(x), para x = 8,65, usamos 0s
comandos CDF e NORMAL do Minitab. Por outro lado, se F(x) = 0,8269, entdo obte-
remos x usando os comandos INVCDF e NORMAL. Veja o Quadro 7.1.

Quadro 7.1 Obtengdo de x e F(x) para a Normal. Minitab.

MTB > CDF 8.65; MTB > INVCDF 0.8269;
SUBC > NORMAL 10,25. SUBC > NORMAL 10,25.
Cumulative Distribution Function Inverse Cumulative Distribution Function
Normal with mean = 10.0000 and standard Normal with mean = 10.0000 and standard
deviation = 25.0000 deviation = 25.0000

x PX<=x) PX<=x) x
8.6500 0.4785 0.8269 33.5496

Exemplo 7.20. O Quadro 7.2 mostra célculos similares para distribuicdo exponencial,
com média 0,5, ou seja, parametro = 2.

Quadro 7.2 Obtencdo de x e F(x) para a Exponencial. Minitab.

MTB > CDF 0.85; MTB > INVCDF 0.345;
SUBC> EXPONENCIAL 0.5. SUBC> EXPONENCIAL 0.5.
Cumulative Distribution Function Inverse Cumulative Distribution Function
Exponential with mean = 0.500000 Exponential with mean = 0.500000
x PX<=x) PX<=x) x
0.8500 0.8173 0.3450 02116

Exemplo 7.21. Podemos, também, construir o grafico de uma f.d.a, por meio de co-
mandos do Minitab. Suponha que Z ~ N(0,1). Como os valores de Z estdo concentra-
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dos no intervalo [-4, 4], podemos considerar um vetor de valores z = [—4,0; —3,9;
—3,8; ...; 3,8; 3,9; 4,0] e obter os valores da f.d.a. com o comando CDF. Depois, pedir
para plotar os pares (z, F(z)). O grafico esta na Figura 7.31.

Figura 7.31: Grdfico da f.d.a. da N(0, 1). Minitab.

1.0 1

() 0.5 -

0.0 A
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
z

7.10 Problemas e Complementos

28. Numa determinada localidade, a distribuicdo de renda (em reais) é uma v.a. X com f.d.p.

ix+i, 0osx<2
10 10
f =
) —ix+£, 2<X=<6b
40 20
0, x<0oux>6.

(a) Qual arenda média nessa localidade?
(b) Escolhida uma pessoa ao acaso, qual a probabilidade de sua renda ser superior a

$3.000,002

(c) Qual a mediana da varidvel?2

29. Se Xtiver distribuicdo uniforme com parémetros e 8, mostre que:

_o+p
(a) E(X) = >
(b) Var(X) = (8- @)¥12.
0, X< o
(c) F(x)= ;:g,aixgﬁ
1, x> .

30. Complete a tabela abaixo, que corresponde a alguns valores da fungéo
Gu)=P(0=sU=u),

definida na se¢do 7.4.1, com U uma v.a. uniforme no infervalo (-1/2, 1/2).
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31.

32.

33.

34.

35.

Probabilidades p, tais que p=P(0 < U < u)

Primeira decimal de u Segunda decimal de u Primeira decimal de u
00 0 1 9 00
01 01
0.2 02
03 03
04 04
05 05

Dada a v.a. X, uniforme em (5, 10), calcule as probabilidades abaixo, usando a tabela do
problema anterior.

(@) P(X<7) (c) P(X > 8,5)

(b) P(8 < X < 9) (d) P(|X=75]>2)

Se X ~ N(u, 6?), calcular E(X) e Var(X).

[Sugestdo: Fazendo a transformacéo de varidveis X = i+ ot, obtemos que E(X) =

M [Tetrdt + 9 [T te® gt A primeira infegral resulta or qué?) e a segunda
Vﬂ/—x V2n/_x P g M (por qué?) g
anula-se, pois o integrando é uma funcéo impar. Para obter a varidncia, obtenha E(X?)
por integracdo por partes.]

As notas de Estatistica Econémica dos alunos de determinada universidade distribuem-se
de acordo com uma distribuicdo normal, com média 6,4 e desvio padrédo 0,8.
O professor atribui graus A, B e C da seguinte forma:

Nota Grau

x<5 C
5<x<7,5 B
75<x<10 A

Numa classe de 80 alunos, qual o nimero esperado de alunos com grau A2 E com grau
B2 EC?

O peso bruto de latas de conserva é uma v.a. normal, com média 1.000 g e desvio
padréo 20 g.
(a) Qual a probabilidade de uma lata pesar menos de 980 g2

(b) Qual a probabilidade de uma lata pesar mais de 1.010 g2

Adistribuigdo dos pesos de coelhos criados numa granja pode muito bem ser representada
por uma distribuicdo normal, com média de 5kg e desvio padrédo de 0,8 kg. Um abatedouro
compraré 5.000 coelhos e pretende classificé-los de acordo com o peso, do seguinte modo:
20% dos leves como pequenos, os 55% seguintes como médios, os 15% seguintes como
grandes e os 10% mais pesados como extras. Quais os limites de peso para cada classe?
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Uma enchedora automdtica de garrafas de refrigerantes estd regulada para que o volume

médio de liquido em cada garrafa seja de 1.000 cm? e o desvio padréo de 10 cm?. Pode-se

admitir que a varidvel volume seja normal.

(@) Qual é a porcentagem de garrafas em que o volume de liquido é menor que 990 cm®2

(b) Qual é a porcentagem das garrafas em que o volume liquido néo se desvia da média
em mais que dois desvios padrées?

(c) O que acontecerd com a porcentagem do item (b) se a mdaquina for regulada de
forma que a média seja 1.200 cm? e o desvio padréo 20 cm?®2

O diadmetro de certo tipo de anel industrial € uma v.a. com distribuicdo normal, de média
0,10 cm e desvio padréo 0,02 cm. Se o didmetro de um anel diferir da média em mais que
0,03 cm, ele é vendido por $5,00; caso contrério, é vendido por $10,00. Qual o preco
médio de venda de cada anel?

Uma empresa produz televisores e garante a restituicdo da quantia paga se qualquer televi-
sor apresentar algum defeito grave no prazo de seis meses. Ela produz felevisores do tipo A
(comum) e do tipo B (luxo), com lucros respectivos de $1.000,00 e $2.000,00, caso néo
haja restituicdo, e com prejuizos de $3.000,00 e $8.000,00, se houver restituicdo. Suponha
que o tempo para a ocorréncia de algum defeito grave seja, em ambos os casos, uma v.a.
com distribuic@o normal, respectivamente, com médias 9 meses e 12 meses, e varidncias 4
meses? e 9 meses?. Se fivesse de planejar uma estratégia de marketing para a empresa, vocé
incentivaria as vendas dos aparelhos do tipo A ou do tipo B2

Determine as médias das v.a. X, Y e Z:
(a) Xuniformeem (1,3),Y=3X+4,Z=¢x
(b) Xtemfd.p.f(x)=e>,x>0,Y=X2Z=3/(X+1)>2

Suponha que X tenha distribuicdo uniforme em [-a, 3a]. Determine a média e a variéincia
de X.

Se T tiver distribuicéo exponencial com parédmetro 5, mostre que:
(a) E(T) =B (b) Var(T)=p2

Os dados a seguir representam uma amostra de firmas de determinado ramo de atividade
de uma regido. Foram observadas duas varidveis: faturamento e nimero de empregados.

Faturamento Ne de empresas
O 10 18
\ - 10 50 52
Ne de empregados | Ne de empresas 50 100 0
OF 20 35 100+ 200 26
20— 50 75 200 400 24
50100 45 400+ 800 20
100 200 30 800 1600 16
200 400 15 1600 3200 14
400 800 8 3200 6400 6
>800 2 > 6400 4
Total 210 Total 210
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43.

44,

45.

46.

(a) Calcule a média e a variancia para cada variavel.

(b) Supondo normalidade para cada uma dessas varidveis, com pardmetros estimados
pela amostra, calcule os valores esperados para cada intervalo de classe e compare
com o observado.

Suponha que a v.a. X tenha densidade f(x) =1, para 0<x < 1 e igual a zero no comple-
mentar. Faca Y = X2

(a) Determine F (y)=P(Y=<Yy), yreal.

(b) Determineafd.p.de.

(c) Calcule E(X?), utilizando a f.d.p. de X.

(d) Calcule E(Y), utilizando af.d.p. de Y, e compare com (c).

Dada a v.a.

determine a média e a varidncia de Z, sabendo-se que a f.d.p. de X é
f(x)=e>* x>0,

(a) Prove que, se a.forinteiro positivo, T'(¢) = (.= 1)!.

(b) Prove que T'(ax + 1) = oI'(c).

(c) Calcule T'(1) e T'(1/2).

(d) Prove que a média e a variéncia de uma v.a. X com distribuicdo gama (densidade
em (7.32)) sGo, respectivamente, aff e o3>

Distribuicéo de Pareto. Esta € uma distribuicdo freqientemente usada em Economia, em
conexdo com problemas de distribuicéo de renda.
Dizemos que a v.a. X tem distribuicao de Pareto com parémetros >0, b > 0 se suaf.d.p.
for dada por
{ alb (b/x)**t, x=b

0, x<bh.

f(x) =

Aqui, b pode representar algum nivel minimo de renda, X é o nivel de renda e f(x) Ax dé a
proporcéo de individuos com renda entre X e X + Ax. O gréfico de f(X) estd na figura abaixo.

f(x) 4
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(a) Prove que/ f(x)dx = 1.
(b) Mostre que, para o > 1, E(X) = ob e para o> 2, Var(X) = LZ
a-1 (a-D)¥cx-2)
47. Distribuicéo lognormal. Outra distribuicdo usada quando se t8m valores positivos é a
distribuicéo lognormal. A v.a. X tem distribuicdo lognormal, com parémetros i e 62,
-0 < <o, 02>0,seY = ¢hX tiver distribuicdo normal com média u e variéncia 62.
Af.d.p. de X tem a forma
1 71/2<(’nx - #)2
—e " /), sex>0
f(x)=9 xoV2rm
0, sex < 0.
O gréfico de f(X) estd na figura abaixo.
f(z) 4
0 X
(a) Prove que E(X) = eu+ o,
(b) Se E(X)=m, prove que Var(X) =m?e”-1).
48. Suponha que X tenha distribuicdo exponencial com pardmetro . Prove que
P(X>t+x)
— - =P(X>1),Vt,x=0.
P(X=x) X7
Essa propriedade nos diz que a distribuicdo exponencial ndo tem meméria. Por exemplo, se
Xfor a vida de um componente eletrénico, a relacéo acima diz que, se o componente durou
até o instante X, a probabilidade de ele ndo falhar apds o intervalo t+x é a mesma de néo
falhar apés o instante t. Nesse sentido, X “esquece” a sua idade, e a eventual falha do
componente ndo resulta de uma deterioracdo gradual e sim de alguma falha repentina.
49. Se Xforuma v.a. continua, com f.d.p. f(x), e se Y =g(X) for uma funcéo de X, entdo Y seré

uma v.a com
E(Y)= | g0f(0)dx.

Suponha que X tenha densidade

_ | )e, Xx<0
) _{ e, x>0

Obtenha E(Y), se Y = | X].
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50. Se X for uniforme no infervalo [0, 1], obtenha a média da v.a. Y = (¥2)X2.

51.

52.

53.

54.

55.
56.
57.

Distribuicdo de Weibull. Um modelo que tem muitas aplicagées na feoria da confiabilidade é
o modelo de Weibull, cuja f.d.p. é dada por
B-1g-on” =0
f(x) = opxr-—-e™, X =
09 { 0, X <0,

onde e ffsdo constantes positivas. A v.a. X pode representar, por exemplo, o tempo de
vida de um componente de um sistema.

(a) Se B=1, qual af.d.p. resultante? (b) Obtenha E(X) para f=2.

Distribuicao Beta. Uma v.a. X tem distribuicao beta com parémetros o> 0, B> 0, se sua
f.d.p. for dada por
1
XY (1-x)A-1, 0<x<1
(9 =1 B(a, ) )
0, caso contrario.

Aqui, B(e, B) é a funcao beta, definida por

B(a, f) = /0] x =11 — x)B-1dx.

E possivel provar que B(¢;, B) = T(0) T(B)/T(ex + B). Afigura abaixo mostra a densidade
da distribuicéo beta para @ = 8 = 2. Para esse caso, calcule P(X < 0,2). Calcule a
média e a variéncia de X para a=f = 2.

f(x) A
151 ——
|
|
[
[
|
|
[
[
I »
0 0,5 1 X
a=pf=2
Se na distribuicdo t de Student colocarmos v = 1, obteremos a distribuicdo de Cauchy,
_1 1
=7 1o

Mostre que E(X) ndo existe.

Obtenha o gréfico da f.d.a. de uma v.a. T ~ Exp(0, 5), ou seja, E(T) =2, considerando
20 valores de T e calculando os valores de F(t), como na secéo 7.9.

Idem, para 30 valores de uma uniforme no intervalo [-1,1].
Obtenha os quantis Q(0,1), Q,, Q,, Q,, Q(0,9) para uma v.a. X ~ N(10; 16).

Resolva a mesma questdo para uma v.a. Y ~ X2(5).
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58.

59.

60.

Para uma v.a. com distribuicdo qui-quadrado, com v graus de liberdade e v par, vale a
seguinte férmula:

vi2-1 j
PaAv)>c)=e= @{
j=o J:

Calcule essa probabilidade para os seguintes casos e compare com os valores tabelados
na Tabela IV:

(@) v=4,c=9488; (b) v =10, c =16.

Usando a aproximagéo normal a uma varidvel qui-quadrado, calcular:
(a) P(X*(35) > 49,76); (b) o valory tal que P(X%(40) > y) = 0,05.

Se X ~ N(u , 6%), com densidade f(x) dada por (7.17), provemos que a integral
I =/ f(x)dx=1. Como esta integral é sempre positiva, mostremos que 12=1. Novamente,
como no Problema 32, fazemos a transformacdo X = u + ot e obtemos
1=+ e +)2qsdt , onde os limites de integracéo sGo — « e . Agora fazemos
outra transformacéo, passando de coordenadas cartesianas para polares: s=rcos 6, t=
r sen 6, de modo que dsdt = r drd6. Segue-se, integrando primeiro com relagéo a r e

depois com relagéo a 6, que

z_i I po o _i 2”_42/20@ _i o
= fo e rdrde_zﬂj; [—e ]0019_27“[0 d9=1.
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