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Lista VI: Equação de Dirac

¬ Uma representação para as soluções de part́ıcula livre u(p), que é in-
dependente da escolha das matrizes γµ é (pµγµ + mc I)Xi; onde Xi é
um dos vetores colunas linearmente independentes
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(pµγµ+mc I)Xi evidentemente é uma solução de (pµγµ−mc I)u = 0 se

fizermos p2 = m2c2 ou E = ±
√
p2c2 +m2c4. Parece então que existem

oito soluções; quatro para E > 0 e quatro para E < 0. Usando uma
representação espećıfica para as matrizes γµ, mostre que existem de
fato apenas quatro soluções independentes e relacione essas soluções
com as discutidas em aula.

­ Considere uma transformação unitária U , com H ′ = UHU † e Ψ′ = UΨ
que muda a equação de Dira para

ih̄
∂Ψ′

∂t
= H ′Ψ′ .

Seja U dada por

U =

√
mc2 + |E|

2|E|
+

c βα · p√
2|E|(mc2 + |E|)

,

mostre que U remove todos os acoplamentos entre as partes de ener-
gia positiva e negativa da equação de Dirac. Esse é um exemplo de
transformação de Foldy-Wouthuysen.

® A representação de Majorana é a representação em que todas as ma-
trizes γµ são imaginárias e as matrizes α são simétricas. Encontre
a forma expĺıcita das matrizes de Dirac nessa representação. Mostre
que nessa representação a equação de Dirac é real. Encontre, nesse
caso, soluções para a equação de Dirac que satisfazem a condição de
Majorana Ψ = Ψ∗.
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¯ Considere o espinor de Dirac Ψ(x).

a) Mostre que a corrente vetor axial jµ5 (x) = Ψ(x)γµγ5Ψ(x) é conser-
vada para uma part́ıcula de massa nula. No caso de uma part́ıcula
de massa não nula quanto vale ∂µj

µ
5 ?

b) Mostramos que podemos escrever uma equação relativ́ıstica para
uma part́ıcula de massa nula em termos de um espinor de duas
componente χ(x), tal que

ih̄(∂0 − σ · ∇)χ(x) = 0 .

Chamemos de χa(x), a = 1, 2 cada componente de χ(x).

Mostre que é posśıvel escrever uma equação para uma part́ıcula
massiva como

ih̄σ · ∂χ(x)− imc σ2χ∗(x) = 0 ,

onde σµ ≡ (1,−σ). Mostre primeiro como essa equação se trans-
forma por transformações de Lorentz e que ela implica na equação
de Klein-Gordon, isto é, (∂2 +m2c2/h̄2)χ(x) = 0.

c) Escrevendo o espinor de Dirac de 4-componentes como

Ψ(x) =

(
ΨL

ΨR

)
,

mostre como ΨL e ΨR se relacionam com χ1,2.

° Mostre como se transformam por boost e por paridade as seguintes
quantidades: Ψ(x)Ψ(x), Ψ(x)γ5Ψ(x), Ψ(x)γµΨ(x), Ψ(x)γµγ5Ψ(x) e
Ψ(x)σµνΨ(x).

± Considere a equação de Dirac na presença de um quadri-potencial Aµ.
Mostre que uma transformação de gauge induz a uma mudança de fase
na função de onda de Dirac.
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