Recordacao de Alguns Temas Importantes sobre Equacoes Diferenciais de Segunda Ordem

[Carmen L.R. Braga; Notas de Fisica Matematica; Caps. 2, 3, 4]
[G.B. Arfken and H.J. Weber; Mathematical Methods for Physicists; Chap 9, 10,12]
[P.M. Morse and H. Feshbach; Methods of Theoretical Physics, Part|; § 6.3 ]

Problema de Sturm-Liouville

Solucdo da Equac3o de Helmholtz sem fontes, V% + k%Y = 0, pelo método de separacdo
de variaveis, em distintos sistemas de coordenadas, leva a equacoes diferenciais do tipo

d dy
s [P(Z) dz

satisfazendo condicGes de contorno nos limites do intervalo. p(z) > 0;r(z) > 0

+ [qg(z) + Ar(2)|Y(z) =0; a<z<h,

Singularidades: pontos onde p(z = z,) = 0; z, fora do intervalo aberto (a, b)

singularidade regular : p(z)~(z — z,); singularidade irregular: lim (z — zy)p(z) » o
Z—2Z

CondicGes de contorno: ¢y (a) + c,y'(a) = 0; dp(b) +d,p'(b) =0




Solucoes indenpendentes

Condicao: aP(z) +a,(z) =0 = a;=a,=0
dy, dy,

- a4q 1y + a, — =0
Portanto
dl/:,bll d1/$2 [(11] =0 = { W =0 - solucOes dependentes
A2 W # 0 - solucdes indenpendentes
dz  dz
Wronskiano:

d d
WD) =y 2 =y,

Condicoes de contorno:

c1p1(a) + cap1(a) = 0; c1yz(a) + c2pz(a) =0 - [Z] [5; ://j:z] =0

O mesmoem z = b.



Ortogonalidade das auto funcoes

Duas solucoes
d

P [p(z) —] + [q(z) + A; r(z)]lp] =0;j=1,2
aj(@) + cp(a) = 0; dip;(b) + dyj(b) =0

Multiplicamos equac¢ao para Y, por 14 e a equagao para Y, por Y, e subtraimos uma da
outra:

d d
Y, dzl l/)zl P%‘ + Ay =AY, =0
d d d d
[¢1P% —Pyp ;pzl =4y ()W (2)] = (A1 — )11y,

Integrando de z = a a z = b e lembrando que o Wronskiano ( ou p(z), em alguns casos)
se anula nos extremos

b b
(A — /12)[ r(z2)Y1(2)YP,(z)dz =0 - f r(2)Y,(2)Y,(2)dz = 0; Ay # 4,



Comportamento dos zeros das solucoes

(equacOes de interesse, p(z) = 0;r(z) = 0 em todo o intervalo)
Solugdo com uma oscilagdo, Y,(z) & Ajeoutra,(z) & A,; 4, > 14

Integremos a equacgao anterior desde z = a até z = (, o primeiro zero de Y4

¢
pOWQ) = p@W (@) = (A — 1) f (21 (D)o (2)dz

Mas, p(a)W(a) =0 eyp({) =0 - W({) = —lpz(f)dd_l/;l c

10}

0SSt

Y1(2)

<(Q®

d ¢ d
[Plpz %L = (4, — /11)L r1Y,dz; p({) > 0;%

¢
Se

Y,(z) > 0em (a,{) = lado esquerdo (-); lado direito (+) = incompatibilidade

1,/JZ(Z‘} ¢

Conclusdo: ¥, (z) tem que passar por zero antes de z = (- oscila mais que 1 (2)




Equacao de Legendre

d? d d d
(1—x2)—y—2x—y+/1y=O—>—[(1—x2)d—ﬂ+ly=O;—1SxS1

dx? dx dx
Condicdes de contorno: solucdes regulares em |x| = 1.
p(x) =1—x%q(x)=0; r(x) =1
Solucado por série de poténcias (Método de Frobenius)
d d?
y(x) = z a,x" 24 z a,nx" 1 _dx)zl = > a,n(n—1)x"?

" dx
n=0 n=0 n=0

Substituindo na equacao original

Z a,n(n—1)x™ — z a,[n(n+1) —A]x"2 =0
n=0 n=0

nn+1)-A1

(n+2)(n+1) o1

lgualando potenciasiguaisde x — a,,, =



Regularidade em |x| = 1

Ani2x®> nn+1) -1

o, (m+2)m+1D :

R, =

X

Série converge para |x| < 1

diverge para |x| = 1andoserqued =#(f£ + 1) — sérieterminaquandon = ¢
—>polinbmio de grau ¢

Por convencdo, polindbmios sdo especificados de forma que P,(x = 1) = 1.

tpar>ay=1;, a;=0; fimpar>ay,=0; a; =1 . Lo B P
P,
FD"L-} - I' 'Pl".t] = 1 bl L B L L L L ;.;;,L -i‘- AL AL
‘ B p
Po(x) = §(3x% — 1), Ps(x) = 3(5x3 — 3x)
Pyx) = 5(35x* — 30x" + 3).  PBs(x) = 5(63x° — 70x° + 15x) [



Ortogonalidade

Consideremos dois polindmios de graus diferentes, 1, = Py (x); ¥, = P, (x).

Equacdo de Legendre > r(x) =1; A=¢(f+1);a =—1;b = 1; portanto
1
4206+ 1) = 858 + D] [ Py, (P, () = 0
~1

1
4, - J Py (x)P;,(x)dx = 0
-1

Normalizacao ¥1 =4, =%

1

~ .. _ v
Fungdo Geratriz: N Ym0t Pp(x)
Verificacao: série de Taylor do lado esquerdo
1 3x*—1 , 5x°—x _ 35x*—30x*+3 ,
=1+ xt+ t% + t3 + t* + -

V1 — 2xt + t2 2 2 8



Tomando o quadrado da funcao geratriz

1
1 — 2xt + t2 = (Z tfpf(x)> (2 tnPn(x)) = Z t£+nP€(X)Pn(x)
'4

n ‘n
1 dx In(1+¢t)—In(1—-1) 1
— — 2n P 2
f_l 1 —2xt + t? t ; ' J_l[ n(D)] dx
1 1 1 1
2201+ sttt + ot + :ztsz [P (x)]%dx
3 5 7 1

N A . d ~ :
RelacGes de Recorréncia: — |funcao geratriz] —

X —t
= P,(x)t" 1
[1— 2xt + t2]/> zn (%)




(1 —2xt + t?) Z nP,t" 1 + (t — x) z P,(x)t" =

Coeficientes de poténcias iguais de t devem anular-se
2 mP,, (x)tm=1 — E(Zn + 1DxP, ()" + Z(f + P, = 0
m n 4

Para coloca todos os termos com a mesma poténcia, fazemosm=n+1;, {=n-1

= | 2n+ DxP,(x) = (0 + 1 Pyyq(x) + nPp_q(x)

Estudar no livro do Arfken as funcbes de Legendre de segunda espécie, Q,,(x), que

divergem em |x| = 1. Em particular, mostrar, por substituicdo direta, que uma segunda

solucdo da Equacdo de Legendre para® = 0é Q,(x) = %ln i—i

Recomendacao




