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Problema de Sturm-Liouville

Solução da Equação de Helmholtz sem fontes, ∇2𝜓 + 𝑘2𝜓 = 0, pelo método de separação
de variáveis, em distintos sistemas de coordenadas, leva a equações diferenciais do tipo

𝑑

𝑑𝑧
𝑝 𝑧

𝑑𝜓

𝑑𝑧
+ 𝑞 𝑧 + 𝜆𝑟 𝑧 𝜓 𝑧 = 0; 𝑎 ≤ 𝑧 ≤ 𝑏,

satisfazendo condições de contorno nos limites do intervalo. 𝑝 𝑧 > 0; 𝑟 𝑧 > 0

Singularidades: pontos onde 𝑝 𝑧 = 𝑧0 = 0; 𝑧0 fora do intervalo aberto 𝑎, 𝑏

singularidade regular :  𝑝 𝑧 ~ 𝑧 − 𝑧0 ;  singularidade irregular: lim
𝑧→𝑧0

𝑧 − 𝑧0 𝑝 𝑧 → ∞

Condições de contorno: 𝑐1𝜓 𝑎 + 𝑐2𝜓
′ 𝑎 = 0; 𝑑1𝜓 𝑏 + 𝑑2𝜓

′ 𝑏 = 0



Soluções indenpendentes

Condição: 𝑎1𝜓1 𝑧 + 𝑎2𝜓2 𝑧 = 0 ⟹ 𝑎1 = 𝑎2 = 0

→ 𝑎1
𝑑𝜓1

𝑑𝑧
+ 𝑎2

𝑑𝜓2

𝑑𝑧
= 0

Portanto

𝜓1 𝜓2

𝑑𝜓1
𝑑𝑧

𝑑𝜓2

𝑑𝑧

𝑎1
𝑎2

= 0 ⇒ ቊ
𝑊 = 0 → 𝑠𝑜𝑙𝑢çõ𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠
𝑊 ≠ 0 → 𝑠𝑜𝑙𝑢çõ𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑛𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠

Wronskiano:  

W 𝑧 = 𝜓1
𝑑𝜓2

𝑑𝑧
− 𝜓2

𝑑𝜓1
𝑑𝑧

Condições de contorno:

𝑐1𝜓1 𝑎 + 𝑐2𝜓1
′ 𝑎 = 0; 𝑐1𝜓2 𝑎 + 𝑐2𝜓2

′ 𝑎 = 0 →
𝑐′
𝑐2

𝜓1 𝜓′
′

𝜓2 𝜓2
′
𝑎

= 0

O mesmo em 𝑧 = 𝑏. 



Ortogonalidade das auto funções

Duas soluções 

𝑑

𝑑𝑧
𝑝 𝑧

𝑑𝜓𝑗

𝑑𝑧
+ 𝑞 𝑧 + 𝜆𝑗𝑟 𝑧 𝜓𝑗 = 0; 𝑗 = 1, 2

𝑐1𝜓𝑗 𝑎 + 𝑐2𝜓𝑗
′ 𝑎 = 0; 𝑑1𝜓𝑗 𝑏 + 𝑑2𝜓𝑗

′ 𝑏 = 0

Multiplicamos equação para 𝜓2 por 𝜓1 e a equação para 𝜓1 por 𝜓2 e subtraímos uma da 
outra:

𝜓1
𝑑

𝑑𝑧
𝑝
𝑑𝜓2

𝑑𝑧
− 𝜓2 𝑝

𝑑𝜓1
𝑑𝑧

+ 𝜆2 − 𝜆1 𝑟𝜓1𝜓2 = 0

∴
𝑑

𝑑𝑧
𝜓1𝑝

𝑑𝜓2

𝑑𝑧
− 𝜓2𝑝

𝑑𝜓1
𝑑𝑧

=
𝑑

𝑑𝑧
𝑝 𝑧 𝑊 𝑧 = 𝜆1 − 𝜆2 𝑟𝜓1𝜓2

Integrando de 𝑧 = 𝑎 a 𝑧 = 𝑏 e lembrando que o Wronskiano ( ou 𝑝 𝑧 , em alguns casos) 
se anula nos extremos

𝜆1 − 𝜆2 න
𝑎

𝑏

𝑟 𝑧 𝜓1 𝑧 𝜓2 𝑧 𝑑𝑧 = 0 → න
𝑎

𝑏

𝑟 𝑧 𝜓1 𝑧 𝜓2 𝑧 𝑑𝑧 = 0; 𝜆1 ≠ 𝜆2



Comportamento dos zeros das soluções

(equações de interesse, 𝑝 𝑧 ≥ 0; 𝑟 𝑧 ≥ 0 em todo o intervalo)

Solução com uma oscilação, 𝜓1 𝑧 ↔ 𝜆1e outra 𝜓2 𝑧 ↔ 𝜆2; 𝜆2 > 𝜆1

Integremos a equação anterior desde 𝑧 = 𝑎 até 𝑧 = 𝜁, o primeiro zero de 𝜓1

𝑝 𝜁 𝑊 𝜁 − 𝑝 𝑎 𝑊 𝑎 = 𝜆1 − 𝜆2 න
𝑎

𝜁

𝑟 𝑧 𝜓1 𝑧 𝜓2 𝑧 𝑑𝑧

Mas, 𝑝 𝑎 𝑊 𝑎 = 0 e 𝜓 𝜁 = 0 → 𝑊 𝜁 = −𝜓2 𝜁 ቚ
𝑑𝜓1

𝑑𝑧 𝜁

∴ 𝑝𝜓2

𝑑𝜓1
𝑑𝑧

𝜁

= 𝜆2 − 𝜆1 න
𝑎

𝜁

𝑟 𝜓1𝜓2𝑑𝑧; 𝑝 𝜁 > 0; ቤ
𝑑𝜓1
𝑑𝑧

𝜁

< 0

Se

𝜓2 𝑧 > 0 em 𝑎, 𝜁 ⟹ lado esquerdo (-); lado direito (+) → incompatibilidade

Conclusão: 𝜓2 𝑧 tem que passar por zero antes de 𝑧 = 𝜁→ oscila mais que 𝜓1 𝑧



Equação de Legendre

1 − 𝑥2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 2𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝜆𝑦 = 0 →

𝑑

𝑑𝑥
1 − 𝑥2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝜆𝑦 = 0;−1 ≤ 𝑥 ≤ 1

Condições de contorno: soluções regulares em 𝑥 = 1.

𝑝 𝑥 = 1 − 𝑥2; 𝑞 𝑥 = 0; 𝑟 𝑥 = 1

Solução por série de potências (Método de Frobenius)

𝑦 𝑥 = ෍

𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 ;

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ෍

𝑛=0

𝑎𝑛𝑛 𝑥
𝑛−1;

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= ෍

𝑛=0

𝑎𝑛𝑛 𝑛 − 1 𝑥𝑛−2

Substituindo na equação original

෍

𝑛=0

𝑎𝑛𝑛 𝑛 − 1 𝑥𝑛 −෍

𝑛=0

𝑎𝑛 𝑛 𝑛 + 1 − 𝜆 𝑥𝑛+2 = 0

Igualando potencias iguais de 𝑥 → 𝑎𝑛+2 =
𝑛 𝑛+1 −𝜆

𝑛+2 𝑛+1
𝑎𝑛



Regularidade em 𝑥 = 1

𝑅𝑛 =
𝑎𝑛+2𝑥

2

𝑎𝑛
=

𝑛 𝑛 + 1 − 𝜆

𝑛 + 2 𝑛 + 1
𝑥2~𝑥2

Série converge para 𝑥 < 1

diverge para 𝑥 = 1 a não ser que 𝜆 = ℓ ℓ + 1 → série termina quando 𝑛 = ℓ
→polinômio de grau ℓ

Por convenção, polinômios são especificados de forma que 𝑃ℓ 𝑥 = 1 = 1.

ℓ par → 𝑎0 = 1; 𝑎1 = 0; ℓ impar → 𝑎0 = 0; 𝑎1 = 1



Ortogonalidade

Consideremos dois polinômios de graus diferentes, 𝜓1 = 𝑃ℓ1 𝑥 ; 𝜓2 = 𝑃ℓ2 𝑥 . 

Equação de Legendre → 𝑟 𝑥 = 1; 𝜆 = ℓ ℓ + 1 ; 𝑎 = −1; 𝑏 = 1; portanto

ℓ1 ℓ1 + 1 − ℓ2 ℓ2 + 1 න
−1

1

𝑃ℓ1 𝑥 𝑃ℓ2 𝑥 𝑑𝑥 = 0

ℓ1 ≠ ℓ2 → න
−1

1

𝑃ℓ1 𝑥 𝑃ℓ2 𝑥 𝑑𝑥 = 0

Normalização ℓ1 = ℓ2 = ℓ

Função Geratriz:    
1

1−2𝑥𝑡+𝑡2
= σℓ≥0 𝑡

ℓ𝑃ℓ 𝑥

Verificação: série de Taylor do lado esquerdo

1

1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2
= 1 + 𝑥𝑡 +

3𝑥2 − 1

2
𝑡2 +

5𝑥3 − 𝑥

2
𝑡3 +

35𝑥4 − 30𝑥2 + 3

8
𝑡4 +⋯



Tomando o quadrado da função geratriz

1

1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2
= ෍

ℓ

𝑡ℓ𝑃ℓ 𝑥 ෍

𝑛

𝑡𝑛𝑃𝑛 𝑥 =෍

ℓ,𝑛

𝑡ℓ+𝑛𝑃ℓ 𝑥 𝑃𝑛 𝑥

∴ න
−1

1 𝑑𝑥

1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2
=
ln 1 + 𝑡 − ln 1 − 𝑡

𝑡
=෍

𝑛≥0

𝑡2𝑛න
−1

1

𝑃𝑛 𝑥 2𝑑𝑥

∴ 2 1 +
1

3
𝑡2 +

1

5
𝑡4 +

1

7
𝑡6 +⋯ =෍

𝑛≥0

𝑡2𝑛න
−1

1

𝑃𝑛 𝑥 2𝑑𝑥

⟹ න
−1

1

𝑃𝑛 𝑥 2𝑑𝑥 =
2

2𝑛 + 1

Relações de Recorrência: 
𝑑

𝑑𝑡
𝑓𝑢𝑛çã𝑜 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 →

𝑥 − 𝑡

1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2 ൗ3 2
=෍

𝑛

𝑛𝑃𝑛 𝑥 𝑡𝑛−1



1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2 ෍

𝑛

𝑛𝑃𝑛𝑡
𝑛−1 + 𝑡 − 𝑥 ෍

𝑛

𝑃𝑛 𝑥 𝑡𝑛 = 0

Coeficientes de potências iguais de 𝑡 devem anular-se

෍

𝑚

𝑚𝑃𝑚 𝑥 𝑡𝑚−1 −෍

𝑛

2𝑛 + 1 𝑥𝑃𝑛 𝑥 𝑡𝑛 +෍

ℓ

ℓ + 1 𝑃ℓ 𝑥 𝑡ℓ+1 = 0

Para coloca todos os termos com a mesma potência, fazemos 𝑚 = 𝑛 + 1; ℓ = 𝑛 − 1

⟹ 2𝑛 + 1 𝑥𝑃𝑛 𝑥 = 𝑛 + 1 𝑃𝑛+1 𝑥 + 𝑛𝑃𝑛−1 𝑥

_________________________________________________________________________

Recomendação

Estudar no livro do Arfken as funções de Legendre de segunda espécie, 𝑄𝑛 𝑥 , que
divergem em 𝑥 = 1. Em particular, mostrar, por substituição direta, que uma segunda

solução da Equação de Legendre para ℓ = 0 é 𝑄0 𝑥 =
1

2
ln

1+𝑥

1−𝑥
.


