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EXPERIENCIA 7:

METODOS DE DISCRETIZAGAO E IMPLEMENTACAO DE CONTROLADORES PID

1. Introducgao

Nessa experiéncia sera analisado algoritmos de conversdo de controladores tipo PID do
dominio do tempo continuo para o dominio do tempo discreto.

2. Sistema de Controle Digital

A Figura 1(a) ilustra um sistema de controle digital. O sistema de controle é composto
de um Amostrador (Conversor Analogico-Digital - A/D), um Controlador Digital (no caso
implementado em um computador) e um Conversor Digital-Analdgico (Reconstrutor de
Ordem Zero — D/A). Observa-se que apesar do controlador estar implementado em um
computador e trabalhar em tempo discreto, este sistema de controle produz um sinal de
controle u(t) continuo no tempo.

A Figura 1(b) ilustra o diagrama de blocos do sistema com as suas respectivas fungdes
de transferéncia. Note que este sistema de controle possui simultaneamente sinais de tempo
discreto ¢ sinais de tempo continuo. Os sinais E(z), H(z) e M(z) sdo sinais discretos no tempo.
A parte de tempo discreto se refere ao algoritmo executado pelo computador e a parte de
tempo continuo se refere ao sistema fisico correspondente a planta a ser controlada.

Note que existem variantes para este sistema. Por exemplo, a referéncia pode ser
gerada pelo computador, assim, a saida da planta deve ser amostrada antes de ser comparada
com o sinal de referéncia digital (tempo discreto), de forma a gerar um sinal de erro digital.

Como visto na Apostila 5/6 existem duas formas de projetar um controlador que sera
implementado através de um computador. A primeira consiste em projetar o controlador em
tempo continuo, depois discretiza-lo, usando algum método de integragdo numérica de
equacdes diferencias, para permitir a sua implementagdo em um computador. A segunda
consiste em projetar o controlador diretamente em tempo discreto usando o modelo em tempo
discreto do sistema a ser controlado.
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Figura 1: (a) Diagrama de blocos de um sistema de controle digital. (b) Diagrama de blocos
equivalente evidenciando as fungdes de transferéncia.

Em qualquer uma das formas de abordagem, o projeto do controlador resulta em uma
fungdo de transferéncia, ou em s ou em z. Entretanto, a implementacdo digital de um
controlador ¢é realizada através de uma equacdo de diferencas, que ¢ obtida pela fungdo de
transferéncia em z. Uma equagéo de diferencas tem em tempo discreto a mesma funcéo de
uma equag¢do diferencial em tempo continuo ¢ ambas podem ser obtidas pela fungdo de
transferéncia correspondente em z ou em s. Ou seja, o equivalente de uma funcdo de
transferéncia em s ¢ uma equagdo diferencial (dominio do tempo continuo), € o equivalente de
uma fung¢do de transferéncia em z € uma equagdo de diferencas.

2.1 Obtencao da equacao de diferencas a partir da Transformada Z

Neste item ¢é apresentado como obter a equagdo de diferencas correspondente a fungéo
de transferéncia do controlador em tempo discreto, H(z), que sera implementada em
computador. Note que no caso de projeto do controlador ter sido realizado em tempo
continuo, antes de se obter a equacdo de diferengas, € necessario obter a fungdo de
transferéncia em tempo discreto equivalente a funcdo de transferéncia em tempo continuo. Os
métodos para fazer esta aproximagdo (discretizacéo) estdo apresentados na Secéo 3.

Para se obter a equagéo de diferencas equivalente a uma fungdo de transferéncia em z,
procede-se da seguinte forma. Seja a seguinte funcdo de transferéncia genérica de ordem 7:

Y(2) _
Uiz)

b, 2" +b, 2"+, +bz+b,
- n n-1
Z"+a, 2" +.. +az+a,

G(z) (D

onde m < n. O primeiro passo ¢ colocar a fun¢do G(z) em func¢do de poténcias negativas de z.
Assim, dividindo-se em cima e em baixo por z ", tem-se:
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Y(z) _ G(z) = b,z" " +b, 2"+ +bz T+ bz
U(z) l+a,_z"'+...4+az"" +a,z”"

2)

Multiplicando-se ¥(z) pelo denominador de G(z) e U(z) pelo numerador de G(z),
obtém-se:

Y(2)+a, ,z'Y(2)+...+az " Y(2)+a,z"Y(z)=b,z ""U(2) + 3)

b,z ""U(z)+...+ bz " PU(2) + bz "U(2).

Analogamente ao fato de que no plano s (dominio de tempo continuo) a variavel s”
multiplicando Y(s), significa no tempo a derivada n-ésima de y(f), tem-se que no plano z
(dominio de tempo discreto) a variavel z " multiplicando ¥(z), significa no tempo a variavel
W(kT,) atrasada de n7, segundos, onde 7, é o tempo de amostragem. Assim, calculando-se a
Transformada Z Inversa, obtém-se a seguinte equacdo de diferencas:

y(KT,) =~a, ,y(kT,~T,) -~ ay(kT, ~(n-1T,) -
ayy(kT, = nT,) + b,u(kT, ~ (n=m)T,)+ b, u(kT, = (n+1=m)T,) ++--+ @)
bu(kT, —(n~1T,)+ bu(kT, - nT,)

onde, kT, representa o tempo absoluto. Esta equagdo representa uma formula de recorréncia,
onde conhecendo-se os valores passados de y(kT,) € os valores da entrada u(k7,) presente e
passadas, pode-se avancar no tempo com um processo marchante. Note que sdo necessarias »
condi¢des iniciais para a variavel y(k7,), ou seja, ¥(0), W(T,), y(2T,), ..., W((n-1)T,), para se
iniciar o processo de marcha no tempo. Observa-se ainda, que ¢ com uma equagdo deste tipo
que se implementa um controlador digital.

3. Implementacao Digital de Controladores Analdgicos

O projeto de um controlador em tempo continuo resulta em uma fungfo de
transferéncia em s, digamos H(s). Para implementar este controlador em um computador é
necessario a sua discretizacdo no tempo. Existem, também, algumas situagdes onde um
controlador de tempo continuo ja esta disponivel e deseja-se converter este controlador para
um controlador de tempo discreto.

3.1. Aproximacgao digital de controladores analégicos

A discretizagdo, ou aproximagdo digital de um controlador em tempo discreto pode ser
realizada por diversos métodos de integracdo de equagdes diferenciais. O objetivo final da
discretiza¢do de um controlador analégico é a obten¢do da equagdo de diferengas que serd
implementada em um computador.

Uma forma de realizar esta discretizagdo seria obter a equagdo diferencial
correspondente a funcdo de transferéncia do controlador H(s) utilizando algum método
numérico de integragdo de equagdes diferenciais ordinarias. Contudo, na drea de controle o
processo preferido é obter a funcdo de transferéncia em tempo discreto, H(z), a partir de H(s)
¢ depois obter a equacdo de diferencas. Assim, o problema passa a ser o seguinte: dado um
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controlador em tempo continuo descrito por sua func¢do de transferéncia, H(s), deseja-se
encontrar uma fun¢do de transferéncia em z, que aproxime H(s) em tempo discreto.

Existem inimeros métodos que podem ser utilizados para discretizar um controlador,
contudo alguns sdo mais simples ¢ mais usuais. A seguir sdo apresentados alguns destes
métodos mais usuais.

Método de diferencas para Frente (ou Método de Euler):

No método da diferencga para frente, a primeira derivada no tempo de uma fungéo é
aproximada por uma diferenca no tempo da seguinte forma:

de(t)  x(t+T,)~ x(1)
ar T

a

)

Calculando a Transformada de Laplace do lado esquerdo e a Transformada Z do lado
direito da equacdo (5) tem-se:

X(z)z-X(z) (z-1D)X(2)
T T,

a a

sX (s)~ (6)

Para que os dois lados da equag¢do (6) sejam equivalentes, ou pelo menos
aproximadamente iguais, tem-se que:

(z-1)
§r—. 7
T (7
Ou seja, para uma funcdo H(s) a fung¢fo em tempo discreto H(z) equivalente pode ser obtida
pela simples substitui¢do de s pela expressdo de z dada pela equagéo (7), ou seja:

H(z)~ H(s) (- %)

T,

Método de Diferencas para Tras:

Utilizando agora uma diferenca para trds para a aproximar a primeira derivada de
uma fung¢do no tempo, tem-se:

de(t) x()-x(t-T,)
ar T '

a

©

Calculando a Transformada de Laplace do lado esquerdo e a Transformada Z do lado
direito da equacdo (9) tem-se:
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X(2)-z"'X(2) (- z )X (2) _(z-DX(2)
T - T o,

a a

sX(s)~ (10)

Desta forma, conclui-se que para este método tem-se a seguinte aproximacéo entre s e

sz_(zz;l). (11)

a

Ou seja, para uma funcdo H(s) a fungdo equivalente em tempo discreto H(z) pode ser obtida
por:

Hy(2)= H(s)| ..y (12)

=T,

a

Transformacio Bilinear, ou Método de Aproximacao de Tustin:

Uma outra aproximagdo corresponde ao método de integracdo trapezoidal que é
denominado Transformac¢do Bilinear ou Método de Aproximagdo de Tustin. Neste caso a
aproximacdo ¢ feita utilizando a seguinte equivaléncia:

5= 2 (=D ) (13)
T, (z+1)

Ou seja, para uma funcdo H(s) a fun¢do em tempo discreto H(z) equivalente pode ser obtida

por:

H,(z)=H(s) 26D (14)

(z+1)

Método do Casamento de Polos e Zeros:

Uma maneira simples e eficiente para a obten¢do do equivalente discreto € a utilizagéo
do mapeamento entre o plano s ¢ o plano z através da Transformada Z. Se a transformada Z
for aplicada a um sinal continuo x(¢), entdo os poélos da transformagéo discreta X(z) estardo
relacionados com os polos de X(s) de acordo com a seguinte relacéo:

z=e', (15)

Para os zeros ndo existe uma relagdo tdo direta, mas a idéia fundamental do casamento
de polos e zeros € que o mapeamento dado pela equagdo (5) também pode ser aplicado para os
zeros. A técnica consiste em um conjunto de regras heuristicas para a localizagdo de pdlos e
zeros € a imposicdo de um ganho equivalente entre H(s) e H(z) para baixas ou altas
freqii€ncias dependendo do caso. As regras sdo as seguintes:
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1. Todos os pdlos de H(s) sdo mapeados de acordo com a equagéo (15);
2. Todos os zeros finitos sdo mapeados através da equagdo (15);

3. Os zeros de H(s) em s=7c0 podem ser mapeados em H(z) nos pontos z=—1 ou z=0. Assim,
H(z) possui o mesmo nimero de zeros finitos do que poélos;

4. O ganho do filtro digital é selecionado para ser igual ao ganho de H(s) em um ponto
critico equivalente;

Na maioria das aplicagdes em controle, o ponto critico equivale a s=0, ou seja em regime
permanente, desta forma o ganho pode selecionado de tal forma que:

H(s)

5=0 — HD(Z)| ==l (16)

Para o caso de um controlador PI o ganho na freqliéncia zero ¢ infinito. Assim, neste
caso, deve-se fazer com que a resposta a um impulso do controlador digital tenha o
mesmo valor final da resposta do controlador analégico, ou seja:

T, imst1(5) = lim(z~DH ). (17)

Nota-se que neste caso o periodo de amostragem aparece multiplicando o lado esquerdo
da equagdo. A razdo disto ¢ que um impulso um tempo discreto tem a duragdo de um
periodo de amostragem e em tempo continuo um impulso tem dura¢o infinitesimal.

Analise de Estabilidade

A Figura 2 ilustra como a regido de estabilidade no plano s (Re(s) <0) ¢ mapeada no
plano z para os métodos de Diferengas para Frente, de Diferencas para Tras e da
Transformacéo Bilinear.

Observa-se que com o Método de Diferengas para Frente, é possivel que um sistema
estavel em s seja mapeado como um sistema instavel em z.

Quando o Método de Diferengas para Tras € utilizado, para um sistema estavel em s
obtém-se sempre um sistema estavel em z. Entretanto existem sistemas instaveis em s que sdo
mapeados como sistemas estaveis em z. Note também que a regido mapeada em z através
deste método é bem menor que o circulo unitario que representa a estabilidade, o que indica
uma distor¢do acentuada dos polos quando mapeados em z.

O Método da Transformagdo Bilinear tem a vantagem de transformar o semi-plano
esquerdo em s, no circulo unitario em z. Sistemas estaveis em s sdo transformados em
sistemas estaveis em z e sistemas instaveis em s s@o transformados em sistemas instaveis em
z.

O Meétodo do Casamento de Polos ¢ Zeros como utiliza a prépria defini¢do de

Transformada Z também mapeia o semi-plano esquerdo de s como um circulo unitario em z,
preservando, desta forma, as condi¢des de estabilidade.
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Figura 2: Mapeamento da regido estavel do s para o plano z de acordo com o método
de diferencas a frente, diferencas a tras e o método de Tustin.

3.2. Selecao do periodo de amostragem

A escolha apropriada do periodo de amostragem 7, € uma decisdo importante em um
sistema de controle digital. Se o periodo de amostragem for muito longo sera impossivel
reconstruir o sinal continuo. Se o periodo de amostragem for muito pequeno o computador
ficara sobrecarregado. A escolha do periodo de amostragem depende bastante do propésito do
sistema.

Em principio quanto menor for o periodo de amostragem melhor sera a aproximagao
digital, certo? Ndo necessariamente! Este paradoxo pode ser verificado pelo seguinte: se o
periodo de amostragem for muito pequeno, os polos do controlador se aproximam da unidade,
que ¢ também o limite da estabilidade. De acordo com a equacdo de mapeamento entre s ¢ z,
repetida abaixo,

_ st
zZ=e ,

se T, for muito pequeno, tendendo a zero, os polos do controlador em z tendem a 1, que sdo os
polos de um sistema marginalmente instavel, tornando, assim, o sistema em malha fechada
instavel!!!! Contudo, ndo € necessario que 7, seja igual a zero para que problemas comecem a
surgir, basta que 7, seja pequeno o suficiente para que os pdlos em z ndo consigam ser
distinguidos da unidade pelo computador. Lembre-se que o computador usa um nimero finito
de bits para representar nimeros e, assim, dependendo do nimero de bits, ndo consegue
distinguir, por exemplo, 1 de 0,99999. Portanto, periodos de amostragem pequenos podem
introduzir distorgdes significativas no comportamento dindmico do sistema.

A escolha apropriada do periodo de amostragem 7, ¢ uma decisdo importante em um
sistema de controle digital. Se o periodo de amostragem for muito longo sera impossivel
reconstruir o sinal continuo. Se o periodo de amostragem for muito pequeno o computador
ficara sobrecarregado e componentes de alta freqiiéncia serdo introduzidos na malha fechada
pela conversdo digital-analdgica. A escolha do periodo de amostragem depende bastante do
proposito do sistema.

A escolha do periodo de amostragem pode ser feita com base numa variavel
adimensional e que possui uma interpretagdo fisica. Para sistemas oscilatérios ¢ natural a
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normaliza¢do com base no periodo de oscilagdo, para sistemas ndo oscilatorios, o tempo de
subida do sistema ¢ o fator de normalizag¢do adequado.

Define-se o numero de periodos de amostragem por tempo de subida, N,:

N, =+, 72
a (72)

onde . é o tempo de subida. Para sistemas de 1 ordem, o tempo de subida ¢ igual a constante
de tempo. Portanto, é razoavel escolher N, por volta de 10 para o caso de projeto do
controlar realizado em tempo discreto. Contudo, se o projeto do controlador foi
realizado em tempo continuo, /V; deve ficar por volta de 20.

Para um sistema de segunda ordem com grau de amortecimento & e freqii€éncia natural
@y, 0 tempo de subida ¢ dado por:

T =, e, (73)

onde & = tang. Para um grau de amortecimento em torno de £&=0.7, isto resulta em:

w,T, ~0,1 ou 0,05, (74)

onde @y ¢ dado em radianos por segundo.

Uma questdo importante a ser considerada ¢ que os pdlos e zeros no dominio z
dependem do periodo de amostragem. Como se sabe, os polos do dominio s sdo mapeados no
dominio z através da seguinte relacdo:

z=e'" (75)

Uma outra forma de escolher o periodo de amostragem ¢ utilizar a eq. (75) de modo que os
polos do sistema de malha aberta em tempo discreto fiquem entre 0,95 e 0,98. Assim,
invertendo a eq. (75), para pélo de tempo em 0,95 tem-se:

T

a

_ 1n(0.95)
p b

(76)

onde p € o poélo mais rapido da malha aberta. Esse método garante que os polos do sistema em
tempo discreto tenham um numero de digitos significativos suficiente de forma que nfo sejam
arredondados para a unidade devido a erros de quantizagao.



