Eduardo Lobo Lustosa Cabral

TRANSFORMACAO ENTRE AS FORMAS ESPACO DOS

ESTADOS E FUNCAO DE TRANSFERENCIA

1. Motivacao e necessidade

» Existem basicamente duas formas de representar a dindmica de um sistema:
= Espaco dos Estados (SS);
= Funcdo de Transferéncia (TF).

» O uso das duas formas de representar os sistemas dinamicos € habitual.

» Ocorre a necessidade de passar a representagdo do sistema de uma forma para outra
dependendo do que € fornecido e do que se deseja fazer.

2. Transformacao de SS para TF

» Dado um sistema LIT na forma do espaco dos estados:

X(1) = Ax(r) + Bu(r)
y(t) = Cx(r) +Du(r)

» Pergunta-se, qual a Funcdo de Transferéncia correspondente?

Aplicando a Transformada de Laplace na equagdo da dinamica dos estados,

U x@)}= 7 {Ax(r) +Bu(®)}

)

2)

Assumindo condigdes iniciais iguais a zero (por definicdo a FT tem condi¢des inciais iguais

a zero), tem-se:

sX(s) = AX(s) +BU(s)
Rearranjando,

(s1— A)X(s) =BU(s)
Isolando X(s)

X(s)=(s1- A)"BU(s)

Aplicando a Transformada de laplace da equagdo das saidas do sistema,

3)

“4)

&)
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S y}= ~{Cx(r) +Du()}
ou
Y(s) = CX(s) +DU(s)
Substituindo a eq. (5) na eq. (7), tem-se:
Y(s)=C(s1- A)'BU(s) + DU(s)
Y(s)= [C(s1- A)'B+DU(s)

Lembrando que a FT € a relacdo entre a saida e a entrada do sistema, ou seja, Y(s)/U(s),

G(s)=C(sl-A)'B+D

» Observacoes:

e G(s) é uma matriz de Fun¢Ges de Transferéncia com dimensao pxm (p = ndmero de

saidas e m = nimero de entradas);

e (Cada elemento Gj(s) da matriz G(s) descreve a dindmica da saida i em fungio da

(6)

(7)

8)

)

(10)

entrada j do sistema = por exemplo, G1,(s) descreve a relagdo dindmica entre a saida 1

e a entrada 2 do sistema;

e Se o sistema tiver somente uma entrada e uma saida = G(s) € um escalar.

» Existe um método simples para calcular a FT para sistemas de qualquer ordem que néo
exige cdlculo de inversa de matriz, somente determinante de matrizes:

oA B,
et C. D.

i) = - A]

(11)

onde Cj ¢ a i-ésima linha da matriz C e Bj ¢ a j-ésima coluna da matriz B e Dj; é o elemento

i,j da matriz D..

= Nota-se que se o sistema for SISO = C é uma matriz linha e B é uma matriz coluna.

» Os denominadores de todos os elementos da matriz de FT, G(s), sdo iguais = equacio

caracteristica do sistema.



Eduardo Lobo Lustosa Cabral

3. Calculo de determinante e de matriz inversa

Matriz inversa:

» O calculo algébrico da inversa de uma matriz nem sempre ¢ um processo simples de realizar

s . 2 . -1 . - z .
» O tnico caso onde o célculo da matriz (sI — A)™ ¢ simples € para sistemas de ordem 2.
a, a
11 12
A [ }
Gy Ay

(s— A)—1 _ {S —a, a4y }_l _ 1 {g —dy 4y } (12)

—a; ST dy [(S_all)(s_aZZ)_aIZaZI] a §—day

» Para sistemas de ordem maior do que dois uma opc¢ao € usar o método de Cramer = muito
trabalhoso.

Determinante de matriz:

Somente a titulo de recordar, o determinante de uma matriz de dimensao 2x2 € calculado
pela seguinte formula:

a, a
de‘{ ! 12} =a,,ay, —a,a,, (13)

ay Ay

O determinante de uma matriz de dimensao 3x3 € calculado pela regra de Sarrus:

detl a,, @y Ay |=a,0y05 10,0505 +0y0,303 — 0300013 — 0105305 — 0y 0103,

az Az dig

(14)
O determinante de uma matriz de dimensao nxn € calculado pela soma dos cofatores da
matriz:
a,, dap a,,
det| 2T Pl g A vapA,+oetay A, (15)
Ay Gy Ly | em)

onde A;; € o cofator dos elemento a;;, dado por:

A, =(=1)"/ det D, (16)
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Djj é o menor complementar relativo ao elemento a;;, que se obtém da matriz original
retirando-se a linha i e a colunaj = por exemplo, para o elemento a,,, tem-se

Ay Uyz 0 Gy,
a a oo a
31 33 3n
D12 = . . . (17)
anl an3 anﬂ (n—-1)x(n-1)

» Observa-se que qualquer linha ou coluna da matriz pode ser utilizada para o cdlculo do
determinante a partir de seus cofatores.

4. Exemplos

Exemplo 1: Sistema SISO de ordem 3:

Dado o sistema na forma de espaco dos estados com as seguintes matrizes:

-a, —a, —a, 1
A=l 1 0 0 B=|0 C=[c, ¢, ¢;] D=]0]
0 1 0 0

Nesse caso tem-se uma saida (p = 1) e uma entrada (m = 1) = Sistema SISO = uma tnica
FT descreve a relagdo dinamica entre entrada e saida do sistema.

Aplicando a eq. (13),

s+a, a, a, -1

-1 s 0 O

det
0 -1 s O
G c, ¢ O

G(s) =

s+a, a, a,
det| —1 s 0
0 -1 s

Para calcular o determinante do numerador pode-se usar os cofatores da 4* coluna da matriz
que sé possui um elemento diferente de zero, assim:

s+a, a, a, -1

-1 s O
-1 s 00 1+4 2
det =(=D(=1)""det] 0 -1 s |=c;+cs +c,s
0 -1 s O
G ¢ ¢
[ c, ¢ O R
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s+a, a, a
detf =1 s 0 |=(s+a)s’+a,+a,s
0 -1 =

O que resulta na seguinte FT:

2
8" +c,8+cy

G(s)= 3 >
s”+as”+a,s+a,

Exemplo 2: Sistema MIMO de ordem 3:

Dado o sistema na forma de espaco dos estados com as seguintes matrizes:

[—a, —a, -—a, b 0 0 0
c
A= 1 0 0 B=|0 b, c=|"
0 0 ¢
| 0 1 0 0 0
[0 0
D=
10 0

Nesse caso tem-se duas saidas (p = 2) e duas entradas (m = 2) = Sistema MIMO = 2x2 =4
FT descrevem as relacdes dinamicas entre as entradas e as saidas do sistema.

Aplicando a eq. (13) para a saida 1 e entrada 1:

s+a, a, a, —b,

-1 s 0 O -1 s O
0 -1 s 0 (=b)(=D"*det|f 0 -1 s
c 0 0 0 c 0 O blcls2
Gus) = s+a a, a| 3 2 s 2
1 2 3 s*+as” +a,s+a, ST +asT +a,s+a,
detf -1 5 0
0 -1 =

Aplicando a eq. (13) para a saida 1 e entrada 2:
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s+a, a, a, O

-1 s 0 =b, s+ta, a, a,
0O -1 s O (=b,)(-1)***detf 0 -1 s
G, (s) = c 0 0 O _ o 0 O _ _—hyaycis-byayc
s+a, a, a, s*+as’ +a,s+a, s +as® +ta,s+a,
det| -1 s 0
0 -1
Aplicando a eq. (13) para a saida 2 e entrada 1:
s+a, a, a, —b,
-1 s 0 O -1 s 0
0O -1 s O (b)) detf O -1 s
G, (5) = 0 0 ¢, O _ : : 0 0 o . lzolc2
s+a, a, a, s’ +a;s” +a,s+a, s’ +a;s” +a,s+a,
det| —1 s 0
0 -1 s
Aplicando a eq. (13) para a saida 2 e entrada 2:
s+a, a, a, O
-1 s 0 =b, s+ta, a, a,
0 -1 s 0 (=by)(=D***detf 0 -1 s
0 0 ¢, O 0 0 ¢, b,c,s +b,c,a,
Gy (s)= = 3 2 =73 2
s+a, a, a, s’ +a;s” +a,s+a, s +as”+a,s+a,
det| —1 s 0
0 -1

A matriz de FT fica,

2
b.cs —b,a,c;s —b,a,c,

G(s) = s’+a;s’+a,s+a;, s +as’+a,s+a,
b,c, b,c,s+b,c,a,

3 2 3 2
s +a;s”ta,s+a, s +as +a,s+a,

5. Transformacao de TF para SS

» Existem muitas formas de realizar a transformagao de um sistema representado por uma FT
para a forma SS.
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» Naio existe uma tnica forma SS para representar uma FT:

¢ O vetor de estados ndo € tnico para um sistema dindmico = existem inimeras
possibilidades de definir o vetor de estado para um mesmo sistema dinadmico;

e (ada vetor de estado vai gerar uma forma diferente de SS para uma mesma FT.

> Trés casos diferentes:

e Numerador constante:

k
G(S) = n n—1
S +an_ls +...+a1s+a0

,m=0. (18)

¢  (Ordem do numerador < ordem do denominador:

m m—1
b,s"+b, s" +...+bs+b,

G(S) = n n—1
s"+a, s +...+as+a,

, com m < n. (19)

¢  Ordem do numerador = ordem do denominador:

m m—1
b,s"+b, s" +...+bs+b,

n n—1
s"+a, s +...+as+a,

G(s)= , comm =n. (20)
Caso 1:

» Exemplo de sistema de 3% ordem = facilmente estendido para ordem n.

k _Y(s)
s’ +a,s" +as+a, U(s)

G(s)=

Multiplicando em cruz,
Y(s)[s3 +a,s’ +as+ a0]= kU (s)

Calculando a inversa da Transformada de Laplace = obtém-se a equagdo diferencial do
sistema:

V(@) +a,3(1) +a,y(t) +a,y(1) = ku(t)
Escolhendo o vetor de estados = X(1) =[5(t) (1) vy

As equagdes dinamicas do sistema na forma SS fica:
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y(1) —a, —a, —a,| y() k
X()=|y(@)|=| 1 0 0 || y(©)|+]|0 [u(r)
y(1) 0 1 0 [y |0

(1)
y)=[0 0 1] () |+[0(t)
y(1)

> Essa forma de sistema é conhecida como Forma Controlavel.

Caso 2:

» Exemplo de sistema de 3* ordem.

b,s’+bs+b, _ Nun(s)

G(s)=— 5 =
s +a,s”+a;s+a, Den(s)

(m=2en=3).

Escrevendo a relagdo entre a entrada e a saida Y(s)/U(s) da seguinte forma:

Y(s) _Y(s) V(s)
U(s) V(s)Ul(s)

pode-se definir,

Y(s)
V(s)

= Num(s) ;

Vis) 1
U(s) Den(s)’

V(s) _
U(s) B Dens(s)

A relacdo ¢ transformada como no caso 1, ou seja:

V(1) +a,v(t) +av(t) +ayv(t) = u(t)
V()| |—a, —a, —a,||v(@)| |1

X()=|v(@) |=| 1 0 0 | v(®)|+]|0u(r)=Ax(t) +Bu(?)
v(t) 0 1 0 || v(r) 0

A relagdo \i(TS; = Num(s) =b,s +b,s + b, implica que:
s

Y(£) = by (1) + by (t) + byv(?)
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(1)
y()y=[b, b b]v(@)|=Cx(1)
v(1)
Portanto,
-a, —a, —a, 1
A=l 1 0 0 B=|0 C=[p, b b]
0 1 0 0
D =[o]
Caso 3:

» Exemplo de sistema de 3% ordem.

3 2
bys” +b,s” +bs + b,

G(s)= S >
s +a,s”+ass+a,

(m=3en=3).

Fazendo,

G(S): IBZS +ﬁls+ﬁ0 +D

3 2
s +a,s” +a;s+a,
ou

By’ + Bis+ f, D= b,s’ +b,s> +bs +b,
s’ +a,s” +a,s+a, s’ +a,s” +a,s+a,

Tirando minimo multiplo comum e eliminando,
Bos*+ Bs+ B +D(s3+a s’ +as+a )=bs3+b s> +bs+bh
2 1 0 2 1 0 3 2 1 0
D(s3 +a,s’ +a;s+ ao)z b,s’ + (b, = f3,)s* + (b, — B)s + b, — S,
Igualando os termos de mesma poténcia em s, tem-se:

D=b,;

Da,=b,—f, = f, =b,— Da,;
Da,=b - f = B, =b —Da,;
Da,=b,—- S, = B,=b,— Da,.
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:8252 +Bis+ B,
s’ +a,s" +a,s+a,

A partir de pode-se achar a forma SS como no caso 2 = achando essa

FT basta adicionar o termo de alimentacédo direta Du(z).

Portanto,
-a, —a, —a, 1
A=l 1 0 0 B=|0 c=[8 B Bl
0 1 0 0
D= [b3]

6. Exemplos

Exemplo 1:

-1
» DadoaFT G(s)= 2s— obtenha uma forma SS equivalente.
s +2s+3

Vis) 1

Tem-se =—
U(s) s +2s5s+3

, que multiplicando em cruz resulta em,

V(s)[s2 +2s+ 3] =U(s)
Calculando a transformada inversa obtém-se:
V(1) +2v(t) +3v(t) = u(r)

que na forma SS fica,

- [io] [-2 -3Tvo] [
[l {2 bbb

Agora usando o numerador,

Y(s)
V(s)

o que implica em:
Y(s)=(s=DV(s) = y() =v(t) —v(?)

ou

10
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yoO =l - 1]{:8}

Portanto,
-2 -3 1
A= B= c=[1 -1] D =[0]
1 0 0
Exemplo 2:
s —s+1
» DadoaFT G(s)=———— obtenha uma forma SS equivalente.
sS+s+2

Dividindo o numerador pelo denominador,

st—s+1 sP+s+2

sPHs+2 1

0-2s-1
Portanto,
—2s—1
G(s)=——+1
(5) sS+s+2

Como no exemplo 1, a partir de —;

s t+s+2

6] [-1 —2Tw] [
S A I W R

Adicionando o termo de alimentagdo direta na equagdo de saida tem-se:

s _V®
y@)=[-2 1]L (t)} +u(t)
Portanto,
-1 -2 1
A:L 0} B:M C=[-2 -1] D=[]

7. Exercicios

pode-se achar a forma SS, resultando em:

11



Eduardo Lobo Lustosa Cabral

1) Converta o modelo do sistema abaixo da foma em SS para FT.

S FI S

01 0

2) Obtenha a matriz de fung¢des de transferéncia do sistema abaixo dado na forma do espago
dos estados:

X(1) = - X(1) + 3 Ou(t)
D=1 0 2

o=" *xo+" o
YW= 1 0o 1/

3) Seja o sistema composto por massa-mola-amortecedor, cujo modelo, representado na forma
do espaco dos estados, é dado pelas seguintes exepressdes:

x(@) | 0 1 x(1) N 0 ®

vo)| |—k/m —b/m|v@®)| |Ym !
B x(1)

y) =1 OL(J

A entrada desse sistema € a forca f e a saida € a posi¢ao da massa x. Obtenha a fungao de
transferéncia do sistema.

4) Seja o modelo de um motor elétrico de corrente continua representada pelas seguintes
equagoes diferenciais:

0(t) = axt)

Jat) +baxt) = K ,i(t)
di(t) .o O

L P + Ri(t) + K, =V ()

A entrada desse sistema € a tensdo elétrica V, e as saidas sdo a posicao 6, a velocidade we a
corrente elétrica i. Obtenha a funcdo de transferéncia do sistema.

5) Seja um sistema composto por duas massas e trés molas lineares, cuja dindmica é
representada pelas seguintes equagdes diferenciais:

m, %, (1) + kx, (0) + ky [x, () — x, 0] = f,(0)
my %, (1) + kyx, (1) + Ky [x, () = x, (D] = £, (1)

12
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6)

7

8)

>

As entradas desse sistema sao as forga fj e f>, e as saida sdo as posi¢des das duas massas x| e
X;. Obtenha a matriz de fun¢des de transferéncia do sistema.

Dada a matriz de FT abaixo que representa a dinamica de um sistema LIT.

3s
3 2
S +2s"+5+5
G(s)= ; )
s +2
S +257+5+5
Pede-se:

a) Qual o nimero de entradas e de saidas do sistema?

b) Usando o Matlab obtenha o sistema na forma SS.

Seja a matriz de fungdes de transferéncia que representa a dinamica de um sistema no
dominio complexo:

4s+1 -2
s+ D(s+3) (s+D
G(s) = 5 8
s+1 (s+3)
Pede-se:

a) Qual o nimero de entradas e de saidas?

b) Obtenha o sistema descrito na forma do espaco dos estados.

Usando o Matlab calcule a matriz de FT do sistema dado abaixo na forma SS.

0 0 0 1 0 0 0 0
o 0 0 0 1 0 0 0
. o 0 0 0 0 1 0 0
X(t) = X(1)+ u()
-15 05 05 -005 0 0 05 0
05 -15 05 0 -005 0 0 05
11 -2 0 0 -005] |0 0]
[Tt 00000
y(t)__o 1000 o}x(t)

Principais comandos do Matlab a serem utilizados:

® gg;

13
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o ss2tf;
e tf2ss.

14



