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Matriz de rigidez

• As deformações do elemento são obtidas a partir 
das derivadas dos deslocamentos com relação às 
coordenadas locais. 

• Para obter a matriz de rigidez de um elemento, 
precisamos da matriz 𝑩 de transformação 𝒖 − 𝜺.

• Uma vez que os deslocamentos do elemento são 
definidos nas coordenadas naturais, precisamos do 
Jacobiano 𝑱 para relacionar as derivadas de 𝑥, 𝑦, 𝑧
com as derivadas de 𝑟, 𝑠, 𝑡.



Regra da cadeia...

x
J
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Operador 
Jacobiano

𝑱

𝑱



Para qualquer dimensão, matriz 𝐾...
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O cálculo da matriz de rigidez e dos vetores de carga requer a avaliação de 

uma ou mais integrais, dependendo da dimensão da análise solicitada.

𝜺 = 𝑩𝒖

𝑲 = න
𝑉

𝑩𝑻𝑫𝑩 𝑑𝑉 =ම

−1

1

𝑩𝑻𝑫𝑩det 𝑱 𝑑𝑟 𝑑𝑠 𝑑𝑡



• Solução analítica nem sempre viável;

• A solução analítica despende muito tempo 

computacional;

• Nenhuma garantia de que os problemas numéricos 

sejam removidos

– Divisão por zero

– Erros de precisão

– Etc.

• Pós-processamento requer avaliação numérica de 

quantidades

A solução numérica de uma integral é chamada de 

quadratura. 

Por que não resolver analiticamente a 

integral?
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• Há dois métodos bastante empregados para calcular a 

quadratura de uma função que são chamadas regras de 

Newton-Cotes:
– Regra trapezoidal

– Regra de Simpson

• Método de Gauss é o mais usado em Elementos Finitos

Solução aproximada
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Peso Valor da função no 

ponto i de 

integração

Os métodos se resumem em 

encontrar os valores dos 

pesos wi e das coordenadas 

dos chamados pontos de 

integração ri



Newton-Cotes

• De maneira geral...

– Divida o intervalo (-1,1) em P pontos de integração (P-1 intervalos 

igualmente espaçados);

– Passe um polinômio de grau P-1 através dos P pontos (nesses 

pontos 𝑔(𝑟𝑖) = 𝑓(𝑟𝑖));

– Os pesos são otimizados.

r

𝑓(𝑟)

-1 1

𝑓(−1)

𝑓(1)
𝑔(𝑟)

Sempre válido que com ‘P’ pontos pode-se integrar um polinômio de 

grau ‘P-1’ de forma exata!
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𝑓 𝑟 𝑑𝑟 ≈ න
−1
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𝑖=1

𝑛

𝑓 𝑟𝑖 𝑙𝑖 𝑟 𝑑𝑟

න
−1

1



𝑖=1

𝑛

𝑓 𝑟𝑖 𝑙𝑖 𝑟 𝑑𝑟 =

𝑖=1

𝑛

𝑓 𝑟𝑖 න
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𝑙𝑖 𝑟 𝑑𝑟

Onde 𝑙𝑖 dado pela formula de Lagrange (𝑚 = 𝑃 − 1)

𝑤𝑖

Note que os pesos não 

dependem da função f!



Aproximamos a função 𝑓(𝑟) por uma linha 𝑔(𝑟) que passa nos pontos

extremos – 𝑓(−1) e 𝑓(1) – e  integramos a linha
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Funções constantes e lineares são

integradas com exatidão

Repare que 𝑤𝑖

coincidem com as 

funções de forma...

Regra trapezoidal



Aproximamos a 

função 𝑓(𝑟) por uma

parábola 𝑔(𝑟) que 

passa pelos pontos

extremos – 𝑓(−1) e 

𝑓(1) – e pelo ponto

médio 𝑓(0) e 

integramos a parábola
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Funções constantes, lineares e 

parabólicas são integradas com exatidão
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𝑔(𝑟)

𝑓(0)

Regra 1/3 de Simpson
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Correto para polinômios até

grau 2 (=P-1)
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Regra Trapezoidal:

P=2

Regra 1/3 de Simpson:

P=3



Com ‘P’ pontos de integração, podemos integrar um 

polinômio de grau 2P-1 de forma exata usando a 

integração por Gauss!!!

Gauss
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peso Ponto de integração



Na prática, as integrais:

são resolvidas numericamente usando:

onde 𝑤𝑖, 𝑤𝑖𝑗 e 𝑤𝑖𝑗𝑘 são funções peso e 𝑓(𝑟𝑖), 𝑓(𝑟𝑖, 𝑠𝑗) e 𝑓(𝑟𝑖, 𝑠𝑗 , 𝑡𝑘) são os valores da 
função 𝑓 avaliadas em pontos específicos de coord (𝑖), (𝑖, 𝑗) e (𝑖, 𝑗, 𝑘), 

respectivamente. A pergunta é: como calcular os pontos i,j,k e os 
respectivos pesos?
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𝑝 é o número 
de termos do 
meu 
somatório...

Ou seja, 𝑝 é o 
número de 
pontos de 
integração ou 
número de 
pontos de 
Gauss!

Integração numérica por Gauss



𝑟𝑖: pontos de amostragem

𝑤𝑖: pesos
Essas são as variáveis do problema 
– determinar os valores para que a 
somatória forneça a integral exata 

do polinômio

Quadratura de Gauss (Gauss Legendre)

A posição dos pontos de amostragem e o valor dos pesos são otimizados

• Os pontos de amostragem podem ser obtidos resolvendo:

• Os pesos são calculados da mesma maneira que com Newton-Cotes:
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𝑃 𝑟 𝑟𝑘𝑑𝑟 = 0
𝑘 = 0,1,2… , 𝑝 − 1

𝑃 𝑟 = 𝑟 − 𝑟1 𝑟 − 𝑟2 … 𝑟 − 𝑟𝑝

𝑤𝑖 = න
−1

1

𝑙𝑖 𝑟 𝑑𝑟 𝑗 = 1, 2, … , 𝑝



Número de termos do 
somatório=Pontos de 
Gauss (p)

Máximo grau do 
polinômio integrado 
exatamente (n)

1 1

2 3

3 5

4 7

5 9

São necessários pelo menos (𝒏 + 𝟏)/𝟐 termos no somatório 
para que ele represente a integral exata de um polinômio de 
grau 𝒏.

12  pn



Exemplo
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Dois valores de f(r) são necessários.

Eficaz para polinômios até ordem 3.

x

f(r)
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2 Pontos de Gauss : 

Compare com regra de  Simpson…
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𝑝 ±𝑟𝑖 𝑤𝑖



Exemplo:
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Calcular numericamente a integral da parábola:
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b) Usando 2 pontos de Gauss:



Newton-Cotes Quadratura de Gauss

1. ‘p’ pontos de integração são 

necessários para integrar de forma 

exata um polinômio de grau ‘p-1’ 

2. Maior custo computacional

1. ‘p’ pontos de integração são

necessários para integrar de forma 

exata um polinômio de grau ‘2p-1’ 

2. Menor custo computacional

3. Convergência exponential, erro

proporcional a 
p

p

2

2

1











Integração exata 

Integre e confira…

Newton-Cotes 

Para integrar exatamente eu preciso de 4 pontos. Porque?

Gauss 

Para integrar exatamente eu preciso de 2 pontos de Gauss. 

Porque?
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Em MEF SEMPRE usamos

Quadratura de Gauss



3Funções de forma 1
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Elemento quadrático
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Matriz de rigidez
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Vetor de carregamentos nodais
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Lembram-se: Como programar

estas integrais????



Precisamos de 2 pontos de Gauss para integração exata: 
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Supondo L=2 (nó no centro da barra)...
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Exercício: Calcular a matriz de rigidez para 1 PG. 

31

1r 1r0r

2 31

1x 3x2x

2

L/4 3L/4

Espaço natural Espaço físico

OBS.:Não preciso de Gauss para elemento 1D linear. Certo???
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𝑓 𝑟, 𝑠 𝑑𝑟 𝑑𝑠

≈ න
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𝑖=2

𝑃2

𝑤𝑗𝑓 𝑟, 𝑠𝑗 𝑑𝑟

=

𝑖=1

𝑃1



𝑖=2

𝑃2

𝑤𝑖𝑤𝑗𝑓 𝑟𝑖 , 𝑠𝑗 =

𝑖=1

𝑃1



𝑖=2

𝑃2

𝑤𝑖𝑗𝑓 𝑟𝑖 , 𝑠𝑗

r

,onde 𝑤𝑖𝑗 = 𝑤𝑖 𝑤𝑗

Problema bidimensional

𝑷𝟏 Pontos de Gauss 1D para integrar ao longo de r

𝑷𝟐 Pontos de Gauss 1D para integrar ao longo de s

𝑠

1

1

1 1

𝑟

Recomenda-se 

𝑷𝟏 = 𝑷𝟐 = 𝑷
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2x2 Pontos de Gauss: 𝑃1 = 𝑃2 = 2
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Use P2 pontos de integração em um grid (PxP) 
dentro do elemento e a solução será EXATA para um 
polinômio de grau (2P-1). 

Para isso, iguala-se (2P − 1) ao grau 𝑚 mais elevado 

presente na função.

P2 pontos de Gauss dá solução exata para um polinômio
completo de grau mais elevado (2P-1)

Quantos pontos de Gauss usar?
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𝑓 𝑟, 𝑠 𝑑𝑟 𝑑𝑠 ≈

𝑖=1
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𝑤𝑖𝑗𝑓 𝑟𝑖 , 𝑠𝑗



Exemplos

Se f(r,s)=1
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1-ponto é suficiente

Se f(r,s)=r

0),(
1

1

1

1
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Se f(r,s)=r2s2

9

4
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2x2-pontos são suficientes

1-ponto é suficiente

2P-1=0
P=1/2

2P-1=1
P=1

2P-1=2
P=3/2



2x2
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Integração completa: Esquema de quadratura de 
Gauss é suficiente para resultar na integral exata de 
todos os termos da matriz de rigidez se o elemento não é 
geometricamente distorcido.

Integração reduzida: Esquema de quadratura de 
Gauss é de ordem inferior àquela requerida para
“integração completa”.

Integração “reduzida” x “completa”



Número de pontos de integração

• Integração numérica é mais simples que a analítica, 

porém não é exata. 𝑲 é integrada de modo aproximado, 

independente do número de pontos de integração. 

– Devemos usar menos pontos de integração para uma análise

mais rápida…

– Ou mais pontos de integração para resultados mais precisos…

Recomendação Geral: NÃO 
USAR integração reduzida.

Hmm….



• Choosing the number of integration points: There are 

two considerations. If too many integration points are 

used, time is wasted without gaining any accuracy. If too 

few integration points are used, the stiffness matrix may 

be singular, or else the rate of convergence to the exact 

solution with mesh refinement will be reduced.
Applied Mechanics of Solids, Allan F. Bower, Chapter 8: Theory and 

Implementation of the Finite Element Method

http://solidmechanics.org/text/Chapter8_1/Chapter8_1.htm

http://solidmechanics.org/text/Chapter8_1/Chapter8_1.htm


Que ordem de QG usar para integração

completa????

Para computar a matriz de rigidez precisamos
resolver a seguinte integral, 
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Para um elemento que NÃO esteja distorcido,
det (J) =constante

t: espessura
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Portanto, 2P-1=2
P=3/2 Precisamos, pelo menos de um esquema 2x2

Elemento quadrangular de 4 nós
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r1=0, s1=0
w1= 4

)0,0(4),(
1

1

1

1
fdsdrsrf   

Integral reduzida!

1

Elemento quadrangular de 4 nós – 1 PG



2P-1=4
P=5/2 Precisamos, pelo menos de um esquema 3x3

iN
1
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s2 st t2

s2t    st2

B 1
s      t

s2 st t2

DBBT
1

s    t
s2 st t2

s3 s2t    st2 t3

s4 s3t    s2t2 st3 t4

Elemento serendipity de 8 nós 



Ordem de 

integração 

recomendada 
(Bathe)



The Finite Element Method. 

Volume 1 – The Basis

5th Edition – B.H. Ed.

O.C. Zienkiewicz; R.L. Taylor

Com a integração numérica, substitui-se a 

integral por uma soma ponderada de 

relações lineares independentes dos 

parâmetros nodais u. Essas relações 

lineares fornecem as informações a partir 

das quais a matriz de rigidez é construída. 

Se o número de variáveis desconhecidas 

supera o número de relações 

independentes fornecidas por todos os 

pontos de integração, então a matriz K

será singular.

Integração reduzida pode levar à 

singularidade da matriz



• Um modelo FE é geralmente impreciso e, normalmente, seu erro 

consiste em produzir resultados muito rígidos. Essa rigidez 

demasiada geralmente é agravada pelo uso de mais pontos de 

Gauss para integrar matrizes de rigidez do elemento, pois os pontos 

adicionais captam mais termos de ordem superior em 𝑲. 

• Estes termos resistem a alguns modos de deformação que termos 

de ordem inferior não e, portanto, agem de forma a enrijecer um 

elemento.

• Por outro lado, o uso de pontos muito poucos pontos de Gauss 

produz uma situação ainda pior, conhecida como: instabilidade, 

modos espúrios, modos de energia nula, ou modo de ampulheta 

(hourglass).

• A instabilidade existe se um ou mais modos de deformação ocorre 

com deformação nula em todos os pontos de Gauss.

Se os pontos de Gauss não sentem a deformação, a 𝑲 resultante 

não terá nenhuma resistência a esse modo de deformação.

Integração reduzida



A energia de deformação de um elemento


eV

dVU DεεKdd TT

2

1

2

1

Correspondente a um movimento de corpo rígido: 0 U0ε

Se U=0 para um modo d que é diferente de modo de corpo rígido, 
então d é conhecido como modo espúrio de energia nula ou
hourglass.

Este modo é indesejável.

Integração reduzida pode levar a modos 

espúrios de energia nula.
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Integração completa: NGAUSS=4
Elemento tem 3 modos de energia nula
ou de corpo rígido

Integração reduzida: p.ex.,  
NGAUSS=1

 
0
04
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1 1

Exemplo: elemento de 4 nós



Modos possíveis de deformação para elemento

quadrático bilinear: 

Movimentos de corpo rígido:
Podem ser eliminados com 
condições de contorno 
apropriadas.

Modos de flexão: 
Produzem deformação nula na
origem.

Modos de deformação
constante: 
Sempre produzem energia de 
deformação não nula.
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Portanto, temos dois modos de hourglass.

Considere 2 campos de deslocamento



Propagação de modos de 
hourglass através de uma malha



Reduced Integration

Frequentemente ocorre hourglass devido à integração reduzida em elementos de 

primeira ordem (quadrilátero de 4 nós e sólido de 8 nós). O elemento se torna

inutilizável, a não ser que técnicas de controle sejam utilizadas.



Elementos quadriláteros quadráticos usando quadratura de Gauss 2x2 

Gauss também apresentam instabilidade (hourglass).

Elementos quadráticos

Elementos tridimensionais de segunda ordem com integração reduzida tem modos que

se propagam em uma única linha de elementos. 

A instabilidade em elementos de segunda ordem raramente causam problemas e, portanto, 

softwares comerciais como o Abaqus, não utilizam nenhuma técnica especial de controle.



Exemplo
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A estrutura é modelada por um único 

elemento quadrático de 8 nós, bem mais 

rígido que a fundação sobre a qual a 

estrutura está centrada.
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Hourglass não é comunicável, 

isto é, não se propaga em 

malhas de mais de 1 elemento.

Hourglass compartilhado por 

elementos adjacentes.

4 elementos  Q4Q8 ou Q9



Exemplo
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Esse exemplo 

deve ser 

analisado em 

seu 

programa....



Como prevenir hourglass?

• Use quadratura de Gauss de ordem superior  na formulação.

• Pode-se artificialmente "enrijecer" os modos espúrios através de 

funções de penalidade. O método da rigidez artificial sugerido por 

Flanagan and Belytschko (1981)  funciona em casos lineares e 

problemas com não linearidade branda. 

• Evite elementos com instabilidades conhecidas!

• O controle do hourglass depende também do carregamento 

aplicado na estrutura: por exemplo, carregamento pontual irá iniciar 

hourglass mais facilmente que carregamento distribuído. 

• Hourglass é importante de ser evitado em problemas de autovalores 

e autovetores: a baixa rigidez dos modos espúrios pode criar modos 

irreais com baixas frequências. 



It has long been known that a finite element model gives a 

stiffness which is too high. Using reduced integration so as to 

underestimate the element stiffness has been accepted as 

one way to improve the results. Reduced integration has 

been especially useful in problems with constraints, such as 

material incompressibility. There are situations where it is 

preferable to use fewer integration points and purposely 

make the stiffness singular.

Finite Element Analysis with Error Estimators

An Introduction to the FEM and Adaptive Error Analysis for Engineering Students

J. E. Akin

http://www.mems.rice.edu/~akin/Elsevier/

Reduced integration should not be used if cost 

reduction is the only motivation.

Hughes, T. J. R., 1987, The Finite Element Method: 

Linear Static and Dynamic Finite

Element Analysis, Prentice-Hall, Inc.

http://www.mems.rice.edu/~akin/Elsevier/


Vantagens da integração reduzida

• Usualmente, essa parece ser uma aproximação muito pobre, mas provou 

oferecer vantagens significativas, em alguns casos:

– Para elementos de segunda ordem, pontos de integração reduzida têm a 

propriedade de ponto Barlow (Barlow, 1976): as tensões são calculadas a partir 

das funções de interpolação com maior precisão nestes pontos do que em 

qualquer outra parte no elemento.

– Para os elementos de primeira ordem, o método de deformação uniforme gera 

uma deformação média exata sobre o volume do elemento. Importante quando o 

modelo constitutivo não é linear, uma vez que as deformações que passam para 

as rotinas da lei constitutiva são uma melhor representação dos valores reais.

– Em certos cenários, elementos da malha se tornam muito rígidos, devido a 

suposições inconsistentes. Este fenômeno, denominado locking, pode ser 

causado por geometrias destorcidas de elementos (geralmente quando uma de 

suas dimensões é muito maior que as demais) ou, em certos casos, pela 

aproximação feita pela Quadratura Gaussiana. Neste último caso, a escolha de 

mais pontos de Gauss leva a capturar os termos de mais alto grau da matriz de 

rigidez. Esses termos levam a uma maior resistência do elemento, criando um 

elemento super-rígido. 



Situação ideal, a estrutura sujeita a 
flexão pura se deforma de forma 
curva... 

... o que não é possível para elementos de primeira 
ordem com integração completa. Devido à 
mudança do ângulo A, uma tensão cisalhante 
artificial é introduzida. Isso significa que a energia 
de deformação do elemento está produzindo 
deformação cisalhante ao invés de deformação de 
flexão. 

Shear locking pode ser resolvido utilizando malhas mais refinadas; elementos de 
mais alta ordem, que tenham compatibilidade com a deformação por flexão; e, 
incrivelmente, reduzindo a ordem de integração do elemento.



Finite element modeling for stress analysis,

Robert D. Cook, 

University of Wisconsin – Madison,

Ed. John Wiley & Sons, Inc.

Tensões e pontos de Gauss



Implementação Numérica

Definir os elementos, funções de 
forma, pontos de integração

Montar matriz de rigidez do 
elemento, matriz de rigidez global

Montar o vetor de forças

d=K-1F   =Bd  s=D

Calcular reações de apoio

Testar equilíbrio



Subdividir a estrutura em elementos com geometria 
simples

Analisar o erro da solução e identificar zonas da 
estrutura a refinar a malha ou aumentar o grau de 

aproximação dos elementos.

Aproximar os deslocamentos em cada elemento

  Ndu x

Recuperar os deslocamentos nodais de cada 
elemento e usá-los para determinar as deformações 
e os esforços da estrutura,

DBdDεσ

Bdε





Definir os elementos, 
funções de forma, 
pontos de integração

Calcular deformações, 
tensões e forças 
internas

Testar equilíbrio

Definir a equação de equilíbrio do elemento








i

i

ΩV

e

V

e FdAdV                dV fNbVFDBBK

FKd

TTT

Reunir a contribuição de cada elemento para formar 
e resolver a equação de equilíbrio da estrutura, 

impondo as condições de contorno

FKd 1

Montar matriz de 
rigidez do elemento, 
matriz de rigidez 
global, vetor de forças

Calcular deslocamentos



Implementação computacional da Integraçao 

numérica e montagem da matriz de rigidez
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Processing

Loop each element e in all elements

recall numerical integration points 𝜉𝑖𝑗 = 𝑟𝑖 , 𝑠𝑗 and their weights 𝑤𝑖𝑗

recall element specific properties 

evaluate numerical integration of local stiffness matrix and load 

vector: Loop each numerical integration point i,j in all integration 

points

recall evaluated shape functions 𝑵𝒊𝒋
𝒆 and derivatives 𝑩𝒊𝒋

𝒆

evaluate Jacobian 𝑱 and its determinant 𝑱

evaluate local stiffness matrix 𝑲𝒍𝒐𝒄
𝒆 += ቚ𝑩𝑻𝑫𝑩 𝑱

𝜉𝑖𝑗
∗ 𝑤𝑖𝑗

evaluate local loading vector 𝑭𝒍𝒐𝒄
𝒆 += ห𝑵𝑻𝒇

𝜉𝑖𝑗
∗ 𝑤𝑖𝑗

end



Definir 𝑩 em função dos QG para elemento

plano
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1

1

ds dr et 

dy dx 

JDBBk

DBBk

T

T

dt

t
A

Matriz de rigidez do elemento
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Observações extremamente importantes:

 Todos os cálculos e quantidades são obtidos apenas nos pontos de 

integração!

 Assim, a matriz de deslocamento-deformação 𝑩 avaliou exatamente apenas 

nos pontos de integração!

 Assim, as tensões e tensões mais precisas nos pontos de integração de 

Gauss!

[samplingPoints, weights] = integrationParameters2D(nodesPerElement, quadratureType); 

[shapeFunction, shapeFunctionDerivative] = shapeFunction2D (nodesPerElement, samplingPoint); 

x = shapeFunction * xCoord; 

y = shapeFunction * yCoord; 

x_n = shapeFunctionDerivative * xCoord; 

y_n = shapeFunctionDerivative * yCoord;

detJ = x * y_n - y * x_n;

B = 1/detJ * [y_n , 0 ; 0 , -x_n; -x_n , y_n] * shapeFunction; 

k_temp += transpose(B) * D * B * detJ * weight;

Tabelados (são os pontos de Gauss e pesos – 𝑟, 𝑠, 𝑤)

N1r=-(1-s)/4;    N2r=(1-s)/4;

N3r=(1+s)/4;     N4r=-(1+s)/4;

N1s=-(1-r)/4;    N2s=-(1+r)/4;

N3s=(1+r)/4;     N4s=(1-r)/4;



Cálculo de tensões
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Programa bidimensional
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Os programas devem ser feitos em, no máximo, duas pessoas. Todos os programas devem
ser bem documentados. A documentação pode ser dividida em duas grandes partes.

A primeira parte diz respeito à programação. Importante que o programa contenha
frases explicativas inseridas que orientam o processo de programação. A qualidade deste
tipo de documentação pode demonstrar quão bem o programador entende o processo de
construção e funcionamento de um programa de elementos finitos. Esta documentação
deve apresentar um fluxograma do programa, que quanto mais detalhado, mais
valorizado.

A segunda parte da documentação se refere ao problema que está sendo resolvido.
O problema precisa estar bem definido, inclusive com figuras, indicação de
carregamento, geometria, constantes do material. Naturalmente aqui se apresentam os
resultados, que devem ser comparados com resultados de programas profissionais e/ou
com experimentais e/ou com teóricos.

Não há necessidade de um pré-processamento elaborado, isto é, seu programa pode ser
capaz de ler arquivo de entrada de programas comerciais. Da mesma maneira, para a
apresentação de resultados, seu programa pode gerar arquivos para serem lidos em
outros programas.



• Programa deve ser geral e permitir a montagem de 

qualquer arranjo de elementos finitos planos de quatro 

nós, do tipo isoparamétrico. O usuário deve poder optar 

entre estado plano de tensão ou estado plano de 

deformação e carregamento nodal ou distribuído em na 

superfície lateral do elemento. A integração pode ser 

reduzida ou completa, com comentários comparativos 

de desempenho. Três exemplos são obrigatórios, com 

os seguintes objetivos:

– ilustrar os problemas obtidos com integração reduzida e a 

melhora da resposta quando integração completa é utilizada;

– problema de locking também deve ser discutido;

– Placa com furo.

Entrega I – Parte Estática

PMR5026 - Elementos Finitos Linear: Teoria, Programação e Experimentos 7122 de Abril de 2019


