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Matriz de rigidez

* As deformacoes do elemento sao obtidas a partir
das derivadas dos deslocamentos com relacao as
coordenadas locais.

- Para obter a matriz de rigidez de um elemento,
precisamos da matriz B de transformacao u — «.

* Uma vez que os deslocamentos do elemento sao
definidos nas coordenadas naturais, precisamos do
Jacobiano J para relacionar as derivadas de x, y, z
com as derivadas de r, s, t.




Regra da cadeia...

Operador
Jacobiano




Para qualguer dimensao, matriz K ...

& = Bu
1
K=f BTDBdeﬂfBTDBdet] dr ds dt
|74
-1

O calculo da matriz de rigidez e dos vetores de carga requer a avaliacao de
uma ou mais integrais, dependendo da dimenséo da analise solicitada.
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Por que nao resolver analiticamente a

Integral?

Solucao analitica nem sempre viavel,

* A solucao analitica despende muito tempo
computacional,

 Nenhuma garantia de que os problemas numericos
sejam removidos
— Divisao por zero
— Erros de preciséao
— Etc.

POs-processamento requer avaliacdo numeérica de
guantidades

A solucao numérica de uma integral é chamada de
guadratura.
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Solucao aproximada

[ F(r)ydr= i
[

Os métodos se resumem em Peso Valor da funcéo no
encontrar os valores dos _

pesos w; e das coordenadas ponto | de

dos chamados pontos de Integracao

integracao r;

« Ha dois métodos bastante empregados para calcular a
guadratura de uma funcao que sao chamadas regras de
Newton-Cotes:

— Regra trapezoidal
— Regra de Simpson

« Método de Gauss € o mais usado em Elementos Finitos
e




Newton-Cotes

 De maneira geral...

— Divida o intervalo (-1,1) em P pontos de integracao (P-1 intervalos
igualmente espacados);

— Passe um polindmio de grau P-1 através dos P pontos (nesses
pontos g(r;) = f(11));
— Os pesos sao otimizados.

o | g A

f(=1)

> I

-1 1

Sempre valido que com ‘P’ pontos pode-se integrar um polindmio de
grau ‘P-1’ de forma exata!




j_11f<r>dr - [ 2 L) dr

Onde [; dado pela formula de Lagrange (m =P — 1)

) ( ( 7")(7" ) ( ; 1)(7”_7%1)“'(7”_7%) _ ( _rj)
=S —- @—H>(a—m>...(e—r,,,>‘£1m

S

Note que os pesos néo
dependem da funcéo f!
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Regra trapezoidal

Aproximamos a funcao f(r) por uma linha g(r) que passa nos pontos
extremos - f(—1) e f(1) — e integramos a linha

A

f(-1) Riﬁj f(1)

v
ﬂ

1+r
g(r)= —f( 1) +Tf(1)
j F(r)dr = j g(r)dr=F(1)+f(-1)
Repare que w;
coincidem com as Funcdes constantes e lineares sao
funcoes de forma... integradas com exatidao




Regra 1/3 de Simpson

Aproximamos a
funcao f(r) por

parabola g(r) que

passa pelos pontos
extremos — f(—1) e
f(1) — e pelo ponto

médio f(0) e

iIntegramos a parabola

g(r)= >

r(r—1)

uma f(—1

f(1)

-1 0 1

r(1+r)
2

f(-1)+[1-r)f(0)+ (1)

1 1 1 4 1
L f(r)ar= L g(r)dr= 3 F(1) + 3 £(0) + ; F(-1)

Funcdes constantes, lineares e

parabolicas sao integradas com exatidao



Regra Trapezoidal:

P=2

[ F(rydr~] g(r)dr="F(1)+F(-1)

Correto para polinbmios até
w,=1 r,=1 grau 1 (=P-1)

Regra 1/3 de Simpson:
N [ F(rydr = [ g(r) dr =% F(0)+ 2 £(0) + 2 F(-1)
1 s 3 3 3

w,=1/3 r=-1

W, = 4/3 h = 0 Correto para polinbmios até
W, = 1/3 r, _1 grau 2 (=P-1)




Com ‘P’ pontos de integracao, podemos integrar um
polindmio de grau 2P-1 de forma exata usando a
Integracao por Gauss!!!




Integracdo numérica por Gauss

Na pratica, as integrais:

1 11 111
jf(r)dr _Hf(r,s)dr ds _”Jf(r,s,t)dr ds dt p € 0 nUmero
-1 11 111 de termos do
Sao resolvidas numericamente usando.: . meu
1 p somatorio...
:lf(r)dr =2 w.f(r,)+R, Ou seja, p é 0
{1 , numero de
[ [£(r,s)drds = w,flr,s;)+R, pontos de
e = integracao ou
111 p numero de
[[[f(r,s,t)drds at = N W, f(r,s, .t )+ R, pontos de
S50 i,J k=1 Gauss!

onde w;, w; e w;, sao funcOes peso e f(r),f(r,s;) e f(r,s;,t,) Sao os valores da
funcao f avaliadas em pontos especificos de coord (i), (i,j) e (i,j, k),
respectivamente. A pergunta é: como calcular os pontos i,j,k e os

respectivos pesos?




Quadratura de Gauss (Gauss Legendre)

r.: pontos de amostragem
'.. Essas sdo as variaveis do problema
w;. PES0sS - determinar os valores para que a
somatéria forneca a integral exata

do polindbmio

A posicao dos pontos de amostragem e o valor dos pesos séo otimizados
» Os pontos de amostragem podem ser obtidos resolvendo:

1P kg — g k=012..,p—1
j_l (rridr = P(r)=(r—-r)r—1).(r—n)

» Os pesos sao calculados da mesma maneira que com Newton-Cotes:

1
w; =f i(r)dr  j=1,2,..,p
_1 () (S W W

1)

eyt gy eyt ey U ey




Numero de termos do Maximo grau do
somatodrio=Pontos de polindbmio integrado
Gauss (p) exatamente (n)

1 1

2 3

3 5

4 /

5 9

|[n=2p-1|

Sao necessarios pelo menos (n + 1)/2 termos no somatorio
para que ele represente a integral exata de um polindbmio de
grau n.




EXAMPLE 5.38: Derive the sampling points and weights for two-point Gauss quadrature.

r+1
J (r=r)r —r)dr=0
=1
r+1
(r —r)ir —r)rdr=0
J =1
Solving, we obtain nmn= —3
and nt+rn=~0
Hence = ] r + 1
n= ==, 2 = T —=
3 V3
The corresponding weights are obtained using (5.150), which in this case gives
+1
a, = r 'L—“'Q'dr
J =1 n — n
+1
a = r — dr
J-1 2 — n

Since r, = —r;, we obtain a; = a; = 1.0.




X

-1 1

2 Pontos de Gauss :

1 1 1
F(r)dr ~ f(-—=) + F(—
[ fir)dr = Fl-—)+ ()
Dois valores de f(r) sdo necessarios.

Eficaz para polinbmios até ordem 3. .
Compare com regra de Simpson...
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p +7; w;
1 0.00000 00000 00000 2.00000 00000 00000
2 0.57735 02691 89626 1.00000 00000 00000
3 0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55556
0.00000 00000 00000 (0.88888 88888 88889
4 0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454
0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546
0.90617 98459 38664 0.23692 68850 56189
5 0.53846 93101 05683 0.47862 86704 99366
0.00000 00000 00000 0.56888 88888 88889
0.93246 95142 03152 0.17132 44923 79170
6 0.66120 93864 66265 0.36076 15730 48139
0.23861 91860 83197 0.46791 39345 72691
0.94910 79123 42759 0.12948 49661 68870
7 0.74153 11855 99394 0.27970 53914 89277
0.40584 51513 77397 0.38183 00505 05119
0.00000 00000 00000 0.41795 91836 73469
0.96028 98564 97536 0.10122 85362 90376
8 0.79666 64774 13627 0.22238 10344 53374
0.52553 24099 16329 0.31370 66458 77887
0.18343 46424 95650 0.36268 37833 78362
0.96816 02395 07626 0.08127 43883 61574
0.83603 11073 26636 0.18064 81606 94857
9 0.61337 14327 00590 0.26061 06964 02935
0.32425 34234 03809 0.31234 70770 40003
0.00000 00000 00000 0.33023 93550 01260
0.97380 65285 17172 0.06667 13443 08688
0.86506 33666 88985 0.14945 13491 50581
10 0.67940 95682 99024 0.21908 63625 15982
0.43339 53941 29247 0.26926 67193 09996
0.14887 43389 81631 0.29552 42247 14753
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Calcular numericamente a integral da parabola:

1
j2x2+3x+1 dx=E=3,3333 A
J 3 F(r)

a) Usando 1 ponto de Gauss:

v

-1/2

-0.125

1 1
_[Zr2 +3r+1 dr=> w,F(r,)=wF = 2,0x(2x0% +3x0+1)=2
1 /=1




b) Usando 2 pontos de Gauss:

w,=w, =1
1
fzz—fi :ﬁ

1 2
IZrZ +3r+1.dr =Y w,F(r,)=w,F, +W,F, =
-1 /=1

= 1,0){2){— %jz - 3)((— %) - 1] — LOX(ZX(\%T - 3){%) - 1}
= % =3,3333




Newton-Cotes

Quadratura de Gauss

1. ‘p’ pontos de integracao sao
necessarios para integrar de forma
exata um polinébmio de grau ‘p-1’
2. Maior custo computacional

1. ‘p’ pontos de integracao sao
necessarios para integrar de forma
exata um polinémio de grau ‘2p-1’
2. Menor custo computacional

3. Convergéncia exponential, erro
proporcional a

)



Tarefa...

1
I=[f(r)dr onde f(r)=r’+r?
|

Inteqgracao exata

2

J = = Integre e confira...

3

Newton-Cotes

Para integrar exatamente eu preciso de 4 pontos. Porque?

Gauss

Para integrar exatamente eu preciso de 2 pontos de Gauss.
Porque?




fl cos( 27zx)dx

108

100 ———< . Newton-Cotes
o AN \
5 NI
o \
2 105 ~
: b
P \ Gauss

1015 \

100 10 102

Numero de pontos de integragao




Em MEF SEMPRE usamos
Quadratura de Gauss




Elemento quadratico

Funcdes de forma 1 3

() = - r(12— r) r=-1 r
r(l+r)
2

Ny(r)=1-r?

N,(r) =

Matriz de rigidez Vetor de carregamentos nodais

X B .
k=["EAB"B dx = | EAB'B Jdr f,=[ N'f, Jar

B =%E(2r—1) %(2r+1) —Zr}

Lembram-se: Como programar
estas integrais????




Supondo L=2 (n6 no centro da barra)...

J@r-1p (@r’-1) -4r@2r-1)]

(2r +1F —4r(2r+1)|dr
- 16r°
Precisamos de 2 pontos de Gauss para integracao exata:
[@r-17d [( 2/3 -1 +(2/3 - 1)2} 14/3

-1

AE

LZ

k = j EAB"Bdr

jl(2r+1) [( 2/3+1f + (2/\F+1)1 14/3 14 2 _16]
jl( 8r2+4r)dr:{[—8(—1/\/§)z+4(—1/\/§)}+[—8(1/\/§)z+4(1/\/§)}}:—16/3 k — ’3475 14 _16
j( 8r2—4r)dr={[—8(—1/«/§)2—4(—1/«/5)}+[—8(1/\/§)2—4(1/\/5)}:_16/3 ] 32 |

flart t)ar = [sl-113F - s3] -1} <23
16r2 dr =16(-1/3f +16(1/V3) = 32/3

L —




Exercicio: Calcular a matriz de rigidez para 1 PG.

Espaco natural Espaco fisico
13 2 o3 2
rF=-1 r=0 r=1 Xy X, X3
B L/4 =!< 3L/4

OBS.:Nao preciso de Gauss para elemento 1D linear. Certo???




Problema bidimensional

* — — | ® e & [—=

e

1 ¢ o o

1 1
f f f(r,s)drds P, Pontos de Gauss 1D para integrar ao longo de s

f Wh Pontos de Gauss 1D para integrar ao longo de r
P, P, Recomenda-se
P,=P,=P
ZZW‘ if (1,57) = Zzwuf(ru s;) .

=1i= =1 1= ondeW = W. W,

L]




1,

B
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Quantos pontos de Gauss usar?

f f f(r,s)drds = Ezwuf(rl,sj)

=11i=

Use P2 pontos de integracao em um grid (PxP)
dentro do elemento e a solucao sera EXATA para um
polinomio de grau (2P-1).

Para isso, iguala-se (2P — 1) ao grau m mais elevado
presente na funcao.

P2 pontos de Gauss da solucao exata para um polin6mio
completo de grau mais elevado (2P-1)




Se f(1;s)=1
e 1) 2P-1=0
I=| | f(r,s)drds=4 P=1/2
1-ponto ¢ suficiente
Se f(rs)=r
1 p1
— — 2P-1=1
I=[ | f(r,s)drds=0 o
1-ponto ¢ suficiente
Se f(rs)=r’s
1 o1 4 2P-1=2
I=[ [ f(r,s)drds - 5 P=3/2

2x2-pontos sao suficientes




EXAMPLE 5.40: Given that the (i, j)th element of a stiffness matrix K is [, [} r2s? drds.
2, Using two-point Gauss quadrature, we have

[ [ o= ok ol

[ 3o Yol - ofi]-

O
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Integracao ‘reduzida” x “completa”

Integracao completa: Esquema de quadratura de
Gauss € suficiente para resultar na integral exata de
todos os termos da matriz de rigidez se o elemento nao €
geometricamente distorcido.

Integracao reduzida: Esquema de quadratura de
Gauss é de ordem inferior aquela requerida para
“integracao completa”.




NUmero de pontos de integracao

 Integracdo numérica € mais simples que a analitica,
porém nao é exata. K € integrada de modo aproximado,
iIndependente do nimero de pontos de integracéo.

— Devemos usar menos pontos de integracao para uma analise
mais rapida...

— Ou mais pontos de integracao para resultados mais precisos...

Hmm....

Recomendacdo Geral: NAO
USAR integracao reduzida.




* Choosing the number of integration points: There are
two considerations. If too many integration points are
used, time is wasted without gaining any accuracy. If too
few integration points are used, the stiffness matrix may
be singular, or else the rate of convergence to the exact

solution with mesh refinement will be reduced.

Applied Mechanics of Solids, Allan F. Bower, Chapter 8: Theory and
Implementation of the Finite Element Method

http://solidmechanics.org/text/Chapter8 1/Chapter8 1.htm



http://solidmechanics.org/text/Chapter8_1/Chapter8_1.htm

Que ordem de QG usar para integracao

completa????

Para computar a matriz de rigidez precisamos
resolver a seguinte integral,

11
k = j j B'DB det(J) tdrds
-1-1

Para um elemento que NAO esteja distorcido,
det (J) =constante

t: espessura




Elemento quadrangular de 4 nos

1 ) 1
Ni~r s B ~ - e B DB~ [ S
rs /l@ rs s2
Portanto, 2P-1=2
P=3/2 Precisamos, pelo menos de um esquema 2x2
________ 62 ol 1 1N3 1N3 1
;3 54 2 -1N3 1N3 1
——————— @@ 3 -IN3 - -IN3 1
’ ’ 4 1IN3  -1N3 1
23 1 1 1 1 1 1
;sz'f(r"s) f(f f)+f(_ﬁ’ﬁ)+f(_ﬁ’_ﬁ)+f(ﬁ’_ﬁ)




Elemento quadrangular de 4 nés — 1 PG

[ [ F(r,s) drds ~ 4F(0,0)

Integral reduzida!

_____________ f___ I‘1=0, Sl=0
‘ W= 4




9=

0.

1 B 1
S t S t
2 2
SSZt Ststzt s2 st t2
B'DB :
s t
s2 st t2
s3 st st? t3

/ P st 22 st
2P-1=4

P=5/2

Precisamos, pelo menos de um esquema 3x3



Ordem de
Integracao
recomendada
(Bathe)

TABLE 5.9 Recommended full Gauss numerical integration orders for the evaluation of
isoparametric displacement-based element matrices (use of Table 5.7)

Two-dimensional elements
(plane stress, plane strain

and axisymmetric conditions)

Integration order

4-node

4-node distorted

8-node

8-node distorted

9-node

9-node distorted

16-node

16-node distorted

[

poo o

3x3

3x3

4x4

4x4




Integracao reduzida pode levar a

singularidade da matriz

* Integrating point (3 independent relations)

O Modal point with 2 degrees of freedom

Com a integracao numeérica, substitui-se a

integral por uma soma ponderada de I peresees
~ . H G0 H Cne d.of.
relagoes lineares independentes dos o E e

parametros nodais u. Essas relacbes
lineares fornecem as informacgdes a partir
das quais a matriz de rigidez é construida.
Se 0 numero de variaveis desconhecidas
supera o numero de relacoes
independentes fornecidas por todos o0s
pontos de integracéo, entao a matriz K
sera singular.

Limear Quadratic
Degree of Independent | Degree of Independent
freedom relation freedom relation
@) 4x2Z-3=8=1x3=3 2x8-3=13=4x3=12
Al
singular singular
The Finite Element Method. o |8X2-2TErEx3se 13x2-3=23<8x3=24
. By
Volume 1 - The Basis singular
5th Ed|t|0n—B.H. Ed {c) 25x2-13=32«<18x3=458 | 48x2=085<84x 3=182

O.C. Zienkiewicz; R.L. Taylor
Fig. 9.14 Check on matrix singularty in twe-dimensionz| elasticity problems (a), (o), and (2.




Integracao reduzida

 Um modelo FE é geralmente impreciso e, normalmente, seu erro
consiste em produzir resultados muito rigidos. Essa rigidez
demasiada geralmente € agravada pelo uso de mais pontos de
Gauss para integrar matrizes de rigidez do elemento, pois 0s pontos
adicionais captam mais termos de ordem superior em K.

« Estes termos resistem a alguns modos de deformacgao que termos
de ordem inferior n&o e, portanto, agem de forma a enrijecer um
elemento.

« Por outro lado, 0 uso de pontos muito poucos pontos de Gauss
produz uma situacao ainda pior, conhecida como: instabilidade,
modos espurios, modos de energia nula, ou modo de ampulheta
(hourglass).

« A instabilidade existe se um ou mais modos de deformacao ocorre
com deformacéo nula em todos os pontos de Gauss.
Se os pontos de Gauss nao sentem a deformacao, a K resultante
nao tera nenhuma resisténcia a esse modo de deformacéo.




Integracao reduzida pode levar a modos

espurios de energia nula.

A energia de deformacao de um elemento

1 1
U==d'kd == €"DedV
2 2

Correspondente a um movimento de corpo rigido: e=0=U=0

Se U=0para um modo d que € diferente de modo de corpo rigido,
entao d é conhecido como modo espirio de energia nula ou
hourglass.

Este modo é indesejavel.




Exemplo: elemento de 4 nos

U_l - dVNNGAUSS ( o )
y —Ejvee &Eav = ;Wi € DE)

e ? Integracao completa: NGAUSS=4
Elemento tem 3 modos de energia nula
1 ou de corpo rigido

1 Integracao reduzida: p.ex.,
L { NGAUSS=1

U~ 4(sTDs);;g




] &— —
O s s s J
| ST YR
r =
| |
l |
' 4 |
| l
| |
fla s hined Jiim, J
) il

P —

B o o)

Movimentos de corpo rigido:
Podem ser eliminados com
condicoes de contorno
apropriadas.

Modos de deformacao
constante:

Sempre produzem energia de
deformacao nao nula.

Modos de flexdo:
Produzem deformacgdo nula na
origem.




A y ————— 1
l‘—
F bk & K & & & & R
] Y
/4 \
II ‘\
[ \ >
f ! X “ » X
4 “ ~
-~
II \ ~~“~
I ‘ ~~‘~

Em x=y=0 ¢,=¢,=y,=0
= U=0

Portanto, temos dois modos de hourglass.




Propagacao de modos de
hourglass através de uma malha

/ \ / \
q \ /] \
1 \ { \
II \" ] \‘
/i A \
! ) \ e ! ¢ \
I/ \ / N
[ 1 /i \
q \ /i \
[ \ q \
y - 3 Y R — -
"1 S eo "1
” ~~ ”
——”’ ~~~“~. ———"
~CS— ’,4'“~~~
~§~~~ ”” ~~~~




Reduced Integration

wv

xI,u

-4 —4
(@) (b) (c) (d)

H

Fig. 4.6-1. (a) Undeformed plane 2 by 2 four-node square elements. Gauss points are shown by

solid squares. (b,c.d) “Instability” displacement modes. (Reprinted from [2.2] by permission of
John Wiley & Sons, Inc.)

three instabilines shown have the respective forms (b) u=ecxy, v =0; (c) u =0, v = —cxy;

and (d) u = ev(l — x), v = cx(y = 1). We easily check that each of these displacement
fields produces strains g, = g, = ¥,, = 0 at the Gauss point, x = y = (. Nonrectangular ele-

Frequentemente ocorre hourglass devido a integracao reduzida em elementos de
primeira ordem (quadrilatero de 4 nds e soélido de 8 nos). O elemento se torna
inutilizavel, a ndo ser que técnicas de controle sejam utilizadas.




Elementos quadraticos

Elementos quadrilateros quadraticos usando quadratura de Gauss 2x2
Gauss também apresentam instabilidade (hourglass).

y,v

Eight- or nine-node elements Nine-node element only Nine-node element only  Eight- and nine-node elements

Elementos tridimensionais de segunda ordem com integracao reduzida tem modos que
se propagam em uma Unica linha de elementos.

A instabilidade em elementos de segunda ordem raramente causam problemas e, portanto,
softwares comerciais como o Abaqus, nao utilizam nenhuma técnica especial de controle.




N SR RERRRRRN

AR T SN AN A

Zero
displacement

Foundation

(a} Problem and mesh

SN SN

> *
A estrutura é modelada por um unico | -
elemento quadratico de 8 nos, bem mais SSO——— N— A
rigido que a fundacgao sobre a qual a | () 3 x 3 integration

estrutura esta centrada.

22 de Abril de 2019 PMR5026 - Elementos Finitos Linear: Teoria, Programacédo e Experimentos



Gauss integration
points

4 elementos Q4

Hourglass compartilhado por
elementos adjacentes.

Nine-noded
elements only

Hourglass ndo € comunicavel,
ISto €, ndo se propaga em
malhas de mais de 1 elemento.

(a) | ®)
- _(a) Tero:wra (sin_gulaT) modes for eiEt- and ni_ne-aned_quatEttic_
elements and (b) for a patch of bilinear elements with single integration points
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Esse exemplo
4o a 3 deve ser
analisado em
. seu
programa....
o
1 2a 2

E=4206384; v=1/3

Rule  Eigenvalues obtained with different Gauss rules (scaled by 10~°)

Ix1  8.77276 3.68059 2.26900 0 0 0O 0 O

2x2  8.90944 409769 3.18565 2.64523 154678 O O O

3x3  8.91237 4.11571 3.19925 266438 156155 0 O O

4x4 891246 411627 3.19966 2.66496 156199 0 O O
Three rigid body modes, but a rank deficiency by TWO is too few Gauss points

are used
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Como prevenir hourglass?

« Use quadratura de Gauss de ordem superior na formulacéo.

« Pode-se artificialmente "enrijecer" os modos espurios atraves de
funcbes de penalidade. O método da rigidez artificial sugerido por
Flanagan and Belytschko (1981) funciona em casos lineares e
problemas com néo linearidade branda.

 Evite elementos com instabilidades conhecidas!

» O controle do hourglass depende também do carregamento
aplicado na estrutura: por exemplo, carregamento pontual ira iniciar
hourglass mais facilmente que carregamento distribuido.

* Hourglass e importante de ser evitado em problemas de autovalores
e autovetores: a baixa rigidez dos modos espurios pode criar modos
Irreais com baixas frequéncias.




It has long been known that a finite element model gives a
stiffness which is too high. Using reduced integration so as to
underestimate the element stiffness has been accepted as
one way to improve the results. Reduced integration has
been especially useful in problems with constraints, such as
material incompressibility. There are situations where it is
preferable to use fewer integration points and purposely
make the stiffness singular.
Finite Element Analysis with Error Estimators
An Introduction to the FEM and Adaptive Error Analysis for Engineering Students

J. E. Akin
http://www.mems.rice.edu/~akin/Elsevier/

Reduced integration should not be used if cost
reduction is the only motivation.

Hughes, T. J. R., 1987, The Finite Element Method:
Linear Static and Dynamic Finite
Element Analysis, Prentice-Hall, Inc.



http://www.mems.rice.edu/~akin/Elsevier/

Vantagens da integracao reduzida

« Usualmente, essa parece ser uma aproximacao muito pobre, mas provou
oferecer vantagens significativas, em alguns casos:

— Para elementos de segunda ordem, pontos de integracdo reduzida tém a
propriedade de ponto Barlow (Barlow, 1976): as tensdes séo calculadas a partir
das funcdes de interpolacdo com maior precisao nestes pontos do que em
qualquer outra parte no elemento.

— Para os elementos de primeira ordem, o método de deformacé&o uniforme gera
uma deformacao media exata sobre o volume do elemento. Importante quando o
modelo constitutivo n&o € linear, uma vez que as deformacgdes que passam para
as rotinas da lei constitutiva sdo uma melhor representacao dos valores reais.

— Em certos cenarios, elementos da malha se tornam muito rigidos, devido a
suposic¢des inconsistentes. Este fendmeno, denominado locking, pode ser
causado por geometrias destorcidas de elementos (geralmente quando uma de
suas dimensdes € muito maior que as demais) ou, em certos casos, pela
aproximacao feita pela Quadratura Gaussiana. Neste ultimo caso, a escolha de
mais pontos de Gauss leva a capturar os termos de mais alto grau da matriz de
rigidez. Esses termos levam a uma maior resisténcia do elemento, criando um
elemento super-rigido.




Situacao ideal, a estrutura sujeita a |
flexao pura se deforma de forma : A
|
curva...
).

L

... 0 que nao é possivel para elementos de primeira
ordem com integracao completa. Devido a
mudanca do angulo A, uma tensao cisalhante
artificial € introduzida. Isso significa que a energia
de deformacao do elemento esta produzindo
deformacao cisalhante ao invés de deformacao de
flexao.

Shear locking pode ser resolvido utilizando malhas mais refinadas; elementos de
mais alta ordem, que tenham compatibilidade com a deformacao por flexao; e,
incrivelmente, reduzindo a ordem de integracao do elemento.




Tensoes e pontos de Gauss

TS m Tttt mmee e vasaw AU e

-

f - -~ ----- In more mundane situations, and
with various element types, it is not hard to realize that strains are likely to vary over an
element and are therefore likely to be more accurate at some locations than others. It hap-
pens that the locations of greatest accuracy are apt to be the same Gauss points that were
used for integration of the stiffness matrix [3.2, 4.4]. Consider Fig. 4.7-2, for example,
which shows a portion of a beam in which shear strain is % constant along the x axis.
The shear strain calculated by FE displays a quadratic variation that is most accurate at x
coordinates of the Gauss points.

In summary, it is common practice to use an order 2 Gauss rule (four points) to inte-
grate k of four- and eight-node plane elements, and common practice to compute strains
and stresses at these same points. Similarly, three-dimensional elements often use eight
Gauss points for stiffness integration and stress calculation. Stresses at nodes or at other
element locations are obtained by extrapolation or interpolation from Gauss point values.

Lt

) 7 from FE
. . . ‘ . ; E
Finite element modeling for stress analysis, J - ! /Em . /’
Robert D. Cook, 1\ . ” | A .
University of Wisconsin — Madison, ( - - Il_> \/

Ed. John Wiley & Sons, Inc. e ; a !

(a) (b)

Fig. 4.7-2. (a) Portion of a beam modeled by a single layer of eight-node elements. (b) Shear
strain along the x axis.




Implementacdo Numeérica

Definir os elementos, funcoes de
forma, pontos de integracao

Montar matriz de rigidez do
elemento, matriz de rigidez global

Montar o vetor de forcas

d=K1F = ¢=Bd = o=D¢

Calcular reagoes de apoio

Testar equilibrio




Definir os elementos,
funcoes de forma,

pontos de integracao

Subdividir a estrutura em elementos com geometria
simples

Aproximar os deslocamentos em cada elemento

u(x)z Nd

Montar matriz de
rigidez do elemento,
matriz de rigidez
global, vetor de forcas

Calcular deslocamentos

Definir a equacdo de equilibrio do elemento
Kd=F

K = [B"DB I’ F = [V'bal/ + [N"d4+) F

174 14 09 i

Reunir a contribuicao de cada elemento para formar
e resolver a equacdo de equilibrio da estrutura,
impondo as condigdes de contorno

d=K'F

Calcular deformacoes,
tensodes e forcas
internas

Testar equilibrio

Recuperar os deslocamentos nodais de cada
elemento e usa-los para determinar as deformacdes
e os esforgos da estrutura, ¢ —=Bd

o =De=DBd

Analisar o erro da solucao e identificar zonas da
estrutura a refinar a malha ou aumentar o grau de
aproximacao dos elementos.




Implementacao computacional da Integracae

numerica e montagem da matriz de rigidez

loop over all elements

A

evaluation of local stiffness
matrix Kleoc and local
loading vector Fj _using
numerical integration
and Hooke’s law

.

Processing
Loop each element e in all elements
recall numerical integration points §;; =71,s; and their weights wy;

recall element specific properties
evaluate numerical integration of local stiffness matrix and load

vector: Loop each numerical integration point i,3j in all integration

points
recall evaluated shape functions N% and derivatives B%

evaluate Jacobian J and its determinant |J|

evaluate local stiffness matrix Kj, += BTDB|]||’E * Wij
i

evaluate local loading vector Ff, += NTflfij*Wij

end
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Matriz de rigidez do elemento

k

k

”BTDBtdxdy
A

|

1

1
jBTDB t det(J)dr ds
1
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X= %[(1 — r)(l — s)x1 + (1 + s)(l — s)x2 +(1+ r)(l + s)x3 + (1 — r)(l + s)x4]

4

%:C:%(—(l—S)Xl‘F(l—S)XZ +(1+S)X3—(1+5)X4)
OX :dzl(—(l—f)xl (@), + (@)X, +(1-r)x,)

s 4

y= 1[(1 — r)(l — s)y1 + (1 + r)(l — s)y2 + (1 + r)(l + s)y3 + (1 — r)(l + s)y4]

:

0 1y -
8_);:b:Z_—(l—s)yl+(1—S)y2 +(1+s)y, —(1+s)y,
0 1 '
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N, = (1+r)1-5)
4

N, = (1+r)1+s)
4

N, = (1-r)1+s)
4
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Tabelados (s&o os pontos de Gauss e pesos — 1, s, w)

[samplingPoints, weights] = integrationParameters2D(nodesPerElement, quadratureType);
[shapeFunction, ] = shapeFunction2D (nodesPerElement, samplingPoint);

x = shapeFunction * xCoord;

y shapeFunction * yCoord;

x n = shapeFunctionDerivative * xCoord;
y n = shapeFunctionDerivative * yCoord;
detd = x * yn -y * xn;

B=1/detd * [yn, 0; 0, -xn; -xn , y n] * shapeFunction;

k temp += transpose(B) * D * B * detd * weight;

ObservacOes extremamente importantes:

» Todos os calculos e quantidades sao obtidos apenas nos pontos de
integracao!

» Assim, a matriz de deslocamento-deformacao B avaliou exatamente apenas
nos pontos de integracao!

= Assim, as tensOes e tensdes mais precisas nos pontos de integracao de
Gauss!
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Calculo de tensoes

displacements

stress

jump in stress

-ll-ll-ll-l. . :.ll-ll-ll-ll
, Element; : Element,; .

The discontinuous FEM
solution gradient of boundary
element

The continuous solution gradient
on boundary element after

How does one remove
these unwanted jumps?
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Programa bidimensional

Os programas devem ser feitos em, no maximo, duas pessoas. Todos os programas devem
ser bem documentados. A documentacao pode ser dividida em duas grandes partes.

A primeira parte diz respeito a programacao. Importante que o programa contenha
frases explicativas inseridas que orientam o processo de programacao. A qualidade deste
tipo de documentacao pode demonstrar quao bem o programador entende o processo de
construcao e funcionamento de um programa de elementos finitos. Esta documentacao
deve apresentar um fluxograma do programa, que quanto mais detalhado, mais
valorizado.

A segunda parte da documentacao se refere ao problema que esta sendo resolvido.
O problema precisa estar bem definido, inclusive com figuras, indicacao de
carregamento, geometria, constantes do material. Naturalmente aqui se apresentam os
resultados, que devem ser comparados com resultados de programas profissionais e/ou
com experimentais e/ou com tedricos.

Ndo ha necessidade de um pré-processamento elaborado, isto é, seu programa pode ser
capaz de ler arquivo de entrada de programas comerciais. Da mesma maneira, para a
apresentacao de resultados, seu programa pode gerar arquivos para serem lidos em
outros programas.
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Entrega | — Parte Estatica

* Programa deve ser geral e permitir a montagem de
gualquer arranjo de elementos finitos planos de quatro
nos, do tipo isoparamétrico. O usuario deve poder optar
entre estado plano de tensao ou estado plano de
deformacéao e carregamento nodal ou distribuido em na
superficie lateral do elemento. A integracao pode ser
reduzida ou completa, com comentarios comparativos
de desempenho. Trés exemplos sao obrigatorios, com
0S seguintes objetivos:

— ilustrar os problemas obtidos com integracao reduzida e a
melhora da resposta quando integracao completa é utilizada;

— problema de locking também deve ser discutido;
— Placa com furo.
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