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Exemplo 4.8 - Livro Texto

Primeiro devemos notar que a densidade su-

perficial de polarizac¢do ¢, induzida na super-
ficie dielétrica deverd ter sinal oposto ao da

carga ¢. Pela definicao, temos que

ap:P-n

Neste caso, como 72 = Z e como P = €y} E,

encontramos

O-p = _EOXQEZ

onde E, é o campo elétrico no interior do dielétrico em z = 0.

O campo elétrico E, € devido, em parte, pela carga g e em parte por g, isto €, além do campo
elétrico induzido pela carga g uma outra contribuicdo devido a o, devera aparecer. Primeiro,
vamos calcular o campo produzido pela carga a, pela lei de Coulomb:

1 q 1 qd

E,= cosf =— .
7 Ameg 12 + d? 4meg (r? + d?)3/2

A contribui¢do de o, para o campo elétrico no dielétrico vem do fato de que a sua superficie
infinita produz um campo elétrico, em maédulo, do tipo:
o
2 p
|E| =T
2€9
e que € facilmente calculado aplicando as condi¢bes de contorno na superficie do dielétrico (o
que ja foi feito em aulas passadas).

Substituindo estes campos na formula para ¢, que escrevemos, encontramos:

1 qd N Op
_i( Xe ) qd




e, portanto, a carga total de polarizacao é:

Xe
Ye+2

dp =

Agora devemos calcular o campo produzido por ¢, afim de calcular a for¢ca em ¢, para isso

devemos resolver a integral:

.1 [ F-T
E= o,([7)dS
4neofs|?—?’|3 p(7)

Pela figura, vemos que

F=deé, 7' = aé, = a(cospeé, +senpéy) 77 =Vd2+r7?
e aintegral fica
f fzn dé, — a(cospéy +senge,) i( Ye ) qd ] Farde
47[6() d2+r/23/2 Xe+2 (r/2+d2)3/2

As integrais em sen¢ e cos ¢ se anulam

- | - foo r’ ,
S E=- d-é ——dr
A7T€) X e +2q “Jo  (d?+r2)3

1 Xe g

|E=- é
167eg Yo +2d? ~

Finalmente, encontramos que aforc¢a exercida na particula é

= - 1
F= qE = - ( Ke q_éz
167meg \ye+2) d
Uma esfera dielétrica, de raio a e constante
dielétrica K, esta carregada com uma densi-
dade volumétrica de cargas livres dada por
=po(1-7)
P =pPo p \

onde py é uma constante. Concéntrica com a

esfera ha uma concha metéalica condutora de

raio interno r = b e raio externo r = c.

A. Obtenha a expressao para a carga total acu-




mulada na esfera interna, em funcao do raio,

q(r) =

4mpors ( 3 r)
3

B. Utilize o argumento fisico correto para justificar o célculo de D através da integral

fﬁﬂds = qlivre
S

€ mostre que

por 31\ 4
B(1-18)es r<a
pod’
5,7 & a<r<b
D=
0; b<r<c
3
0a” A .
’1)2r2 ér; b<r

C. Mostre que as densidades de carga superficial na superficie interna e externa da concha condu-

tora sao 3
Poa
op=——; b
R PY
e
1262’

D. Considerando que € = constante, mostre que a densidade volumétrica de cargas de polariza-

caoé

Pp:_KIEIPO(l—g)

E. Mostre que a densidade superficial de cargas de polarizacao na superficie da esfera dielétrica é

o _K-1poa
P K 12




Solucao

A

27
q(r):fdrp(r) f 2drf d@sen@f d(p po(l—i—;)

B. D é simetricamente esférico em todo espaco, note que D € perpendicular a interface dielétrica-

vacuo.
f D-ndS=gq
S
r<a
4rpor’ 3r > r 3r
anr?D = L0 ( ——_) - D:pi(l———)ér
3 a 3 4a
a<r<bhb:
Apord . ad
4nr’D = Po ( ) — D:pO ér
3 4 12r2
b<r<c:
Esta regido estd no interior do condutor, Do
portanto o campo eletrostético deve ser nulo
c<r
A carga livre no interior da superficie é igual 5o Po as |
— = e
a de a<r<b, portanto o campo deve ser o mesmo 12r2 "




C. Condicdes de Contorno

r=b:
B —E Op 10060113
—_ = —_— e o, =-—
II I e b 1212
=cC:
E E O¢ 10060613
— = — —_— o=
II1 II e b 122
D.e=cte

ﬁ = EOXE'

8
o

D=¢o(1+y)E } - P=

g

£=K=1+y

60_

o K-1pga
P K 12




Neste problema, vamos resolver a Equa-

¢ao de Laplace na presenca de um dielétrico.

Considere a calha mostrada na figura. A placa N N—
condutora mostrada na figura. A placa condu-

tora em x = 0 estd polarizada com uma tensao b

V. Na sua frente hd uma fatia dielétrica de es-

pessura a. As duas placas condutoras em y =0 ET K
e y = b estdo aterradas. —|_

A. Mostre que a solucdo geral da equacao de

I

Laplace no espaco entre as plascas é dada por

O(x,y) = [Ae”“ +Be*][Csen(ay)+Dcos(ay)]

B. Aplique as condi¢des de contorno em y =0 e y = b e mostre que

mi
DZO; CZZT; m=1,2,3,...

de forma que a solucgdo geral fica

mny) 1)

_maux mmrx
¢x,y) = Z[Ame b +B,,e b ]sen(T
m
C. Considere agora a regido dentro do dielétrico, que vamos denominar regido I. Representando

os coeficientes nesta regido por AL, e B! , mostre que a aplicagdo da condigéo de contorno

$100,)=V
implica em que
Al +BI = ;;—‘;; m impar
A,In + B,Iﬂ = 0 m par

D. Denominando a regido fora do dielétrico, x > a, regido II, mostre que, levando em conta a

condi¢do de contorno apropriada para x — oo, que

mux mi
¢r(x,y) = ZA%e‘T sen (_y)
m b
E. Aplique as condices de contorno para E e D na interface do dielétrico, x = a, utilizando E =

—V¢ e D = eyKE, e obtenha as seguintes relacdes entre os coeficientes das solucdes para o poten-




cial nas duas regioes

_mna mra _mna
A,Ine b+ B,Ine b = A%e b
1
AL e + Bl "5 = —Z Al
m m K m
F. Resolva estas equacdes e obtenha as expressoes
Aﬁn = B,In =0; m par
K+ ]. K— ]_ _2mna L
A{n = 7 ’Inl, I{ﬂ = 7@ b A%, m lmpal‘
mmna

I 4Ke b .

= V;  mimpar 2)

™ mm [Kcosh(%) + sinh(mg“)]

G. Obtenha a expressdo para o vetor polarizacdo P dentro do dielétrico.

H. Obtenha as expressoes para as cargas superficiais de polarizagdo o, nas faces da fatia dielétrica

emx=0ex=a.

Solucao:

A p=XXx)Y(y)

V2 1d*’x 14y
——=0 - =—=——=a"=cte
XY

| =(Ae"" + Be" ) (Csen(ay) + Dcos(ay))

B.Emy=0ouy=b — V=0

0=(Ae "+ Be™)(Csen(a0) + Dcos(a0)) = D=0

0= (Ae “*+ Be™) (Csen(ab)) = a= n_;
ea =) (Ane_”’””b + Bne”“/b) sen (ﬂ)
n b




C.Parax=0: ¢(0,y) = V:

V=Y (Ay+By,)sen (?)

Encontrando os coeficientes de Fourier:

foszen(?)dy:;fobsen(mgy)sen(mbry)dy

se n é par

0,
°. An+Bn:{4V L.
n’ S€ n € 1Impar

D. Como || < 0o, isto &, finito, para x — oo, devemos tomar B! = 0

|, y) =Y Alle™**sen(ax)

n

op;r. 0¢r . nm _ nTyy .
EI:—Eex—Wey: —;7(—A,€e ”’”C/b+B,€e””X/b)sen(—b )ex

_;n_;( fle—nnx/b_’_B’Ilennx/b)Cos(%) &
Ellz_%éx_aa&;]éy: —Xn:n—;(—Age_”M/b)sen($) &,
_Xn:n_bﬂ (Alllle—nnx/b)cos(%) &

Em x = a e com as condigoes de contorno, uma vez que a superficie nao contem cargas livres:

D! =Dl —  €yKE;=¢€yEq;

El=El




encontramos

Dﬁ _ Drlll _ K(_Aée—nna/b +B,Inemm/b) _ _Aile—mm/b
I _ Il I ,—nmalb I jnmwalb _ AII ,—nmalb
E, =E, - A,e + B,e =A,e

3)
4)
)

F. Somando Eq.(1) com Eq.(2), encontramos:

1 K-1
W"' B’Ilemm/b +W+ Blllenna/b _ (1 _ E) Aile—mm/b _ BrIz — o e—2m7m/bA’I11
Subtraindo Eq.(1) com Eq.(2), encontramos:
1 K+1
_ ’I1 +A’I1€—n7m/b +W+A£ze—nna/b: (1+E) Aéle—mm/b _ A,I1: e A;I
Para m par:
K+1 K-1
Ap+By = 2K “emmalb Y)Aff 0 —  Af=A4,=B;=0
Para m impar:
4V (K-De?mmalb ki e 4Kemmalb
= Al’l —_— Al’l = nna na V
i 2K Kcosh(T) +senh(7)

G. No problema anterior, encontramos

K-1

D=—-¢y(K-1 E,
X ol )

p=
e no item D calculamos E 1, portanto:

. nﬂAlle—mm/b
PI:EO(K—I){Z”b—K [Ksenh

n

(—nn();— a)) —cosh

( nn(x—a) )
— se

()

nm Al g=nmalb nn(x— a) nu(x— a
+Xn: — [Kcosh(T) - senh(T) c

0s (ﬂby) éy}




0'p|x:a:fl'ﬁ]=

=
o
~

_€g(K—1)  nmAlle~rmalb
Op x=a K Z b

n

nr(x—a) nn(x—a)
(—b )— cosh(—)

Sen (

b

nmwy

b

)

E Campo Magnético de uma Espira de Corrente

Um exemplo de cédlculo do campo magné-
tico é o de uma espira de corrente, porque
tém muitas aplicacOes praticas. Consideremos
uma espira circular, de raio a, transportando
um corrente I. Queremos calcular o campo
produzido pela corrente circulando na espira
em qualquer ponto do espaco, fixado pelas co-
ordenadas cilindricas (r,60, ¢). Em primeiro lu-
gar, notamos que estamos supondo que a se-
¢ao transversal do fio da espira tenha area 6 S
suficientemente pequena para que possamos

considerar

JEdr = j(7)'6Sdl’ = j(7)6S0' = Id?

O raio vetor em que estd um elemento de

corrente da espira é dado por

=/

r'=aé, =cosg'é;+aseny'e,
O raio do ponto de observacao é dado por
F=rcos@é,+asenpéy,+zé,

Portanto

|7 —7'| = [(rcos¢g — acos¢')? + (rsen¢ — asen)* + z°

all

1/2
|
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7=F'|=[r*+a*+ 2 —2ar(cos<,ocos<p’+sen<,osen(p’)]1/2

ou
7 —7'| = [r* + a® + z* - 2ar cos a]'?

onde

cosa = cos(p —¢') = cos@cosg’ +sengpseng’ = cos(p — @)

Finalmente, notamos que o elemento de comprimento ae’, paralelo 2 densidade de corrente 7,
é dado por

dl'=adg'é,’

Substituindo estas expressoes para o potencial vetor, obtemos

/

AT
_ Mola fz” éy'de
o [r’+a?+2z%2-2arcosa]l/?

Para fazer a integral, temos que decompor é(’p
em direcoes que permanecam fixas durante a
integracdo. E mais util escolher as dire¢des que
ddo a posicdo do ponto de observacdo onde A
deve ser determinado; nos referindo a figura,

temos que (da = d¢')

A ] 5 A
e(p —COSOfe(p senaey

Embora os versores do ponto onde quere-
mos calcular o campo estejam em coordena-
das cilindricas e, portanto, dependem do an-

gulo ¢, ele é fixo, pois determina um ponto es-

pecificio no espaco.

tola f” cosaé, —senaé,
4 J_z [a®+ 1%+ 22 —2arcosa]l/?

No intervalo de integracado a funcao cosa é par e sena é impar. Entdo a integral do termo en-
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volvendo sen a se anual e

A =

tola fZ” cosada
21 %)y [a®+r2+z2-2arcosall’?

Esta integral ndo pode ser expressa em termos de funcoes elementares; mas pode se expressas

em funcodes das chamadas integrais elipticas,

/2 do
K(k) = f ————; integral eliptica de primeira espécie
0 1-k?senf
/2
E(k) = f V1-k?sen?0d6; integral eliptica de segunda ordem.
0

onde 0 < k < 1. [Arfken & Weber; Mathematical Methods for Physicists (8° ed)].
No entanto, para escrever a integral em termos dessas funcoes, sao necessdrias fazer algumas

transformacodes ndo 6bvias; vamos detalha-las a seguir.

1. Transformacao f=n—a; ..cosa=-cosf;da=—-dp

- Ia 0 cos fd
Ay = Ho é(pf pap
2 n v/ a?+r2+z2+2arcosf

2. Transformacdo cosf3=1-2sen?8/2=1-2sen?0;0 = B/2; df = 2d0

AM

pola fo (1-2cos?0)do
T 2 Va2 +z2+r2+2ar —4arsen26
wola éyp m2 (2sen0 —1)d0

T \J(a+1r)?2+z2d V1-k?sen6

onde definimos

5 dar
(a+r1)?+2?

3. Finalmente, para tentar escrever a integral como uma combinacao de integrais elipticas,

fazemos
2sen?f -1 c c1+ ¢ — k% sen?0
= L +eV/1—k2sen2f =222
V1-k?sen?0 V1-k?sen26 V1-k?sen26

ci+c=-1

Co k2 =-2;
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Entao

-Zx(?)—”omé ! El(l—k—z)K(k)—E(k)]
. T (p\/(a+r)2+zz k> 2

Por outro lado, v/ (a+r)?+z% = 2‘;?; entao

- ,uOI\/a/r( kz) R
A =2 1-—|-Ek
(r) — 2 (k)| &y
3 ar
Via+r?+z2
Campo Magnético
. - [10A, 0A, 0A, 0A, 10 10A;
B=VxA=|-—2- ort | — ——Z |+ | —— (rAy) — ———| &
* [racp dz | " [6r or % rdr(r o) r 0@ ¢z
Como A s6 tem componente ¢, obtemos
B - 0A B—la(rA)—A+aA
"0z’ T ror r  or
Para calcular as derivadas, usamos as relacoes
ak _ K _E dE_ K E
dk —  k kQ-k%»’ dk k&
dK ﬁ(a+r)2+z2—2(a+r)r_ d_K_ﬁaz—r2+z2
dr — 2r (a+71)%+ 72 " dz 2r(a+nr?+z2

Com estas relagoes obtemos as expressoes para B, e B, com um pouco de dlgebra. Nao vamos

fazer todas as derivacoes em aula, deixando-as para a quarta série de exercicios. O resultado final

2

é
tol 1 [ a’+r’+2z2° ]
B, = -K(k) + —————=E(k
' 2nr [(a+71)?+ 22|12 ( )+(a—r)2+z2 e
Yol 1 a’—r?—z?
B, = K(k)+ ————=E(k
‘ 2nr [(a+71)?+ 2212 ( )+(a—r)2+z2 1

Estas expressoes sdo obrigatoriamente complexas, mas faceis de serem utilizadas em céalculos
numéricos. Primeiro é importante notar que, quando k — 0, K(0) = E(0) = n/2. Quando k — 1,
K(k — 1) divergente, mas E(k = 1) = 1. Entdo o comportamento das duas funcdes é monotonico

em funcao de k, como mostra a figura.
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Para implementacdo em calculos numéricos, normalmente se utilizam as aproximacoes poli-

nomiais para K(k) e E(k) disponiveis em M . Abramovitz & I.Stegun; Handbook of Mathematical

Functions, Section 17.3 [disponivel em people.math.sfu.ca/~cbm/aadns].
Uma calculadora online para estas funcdes pode ser encontrada em:

keisan.casio.com/exec/system/1180573454.
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