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Condicoes de Contorno para os campos E e D

Suponhamos que temos dois meios com cons-

tantes dielétricas distintas €; e €, separados

. . ~ O
por uma interface onde, numa situacdo geral, Ez r
pode estar depositada uma camada de cargas

livres, representada pela densidade superficial
de carga 0. Vamos determinar as condi¢des
que relacionam os campos E e D, nos dois
meios, na transicao entre eles, ou seja, na in-

terface.

Componente Normal

Primeiro consideremos as componentes nor-
mais dos campos na interface. Sabemos que,

mesmo na presenca de cargas de polarizacgao,

D-ndS = qlivre
s/ €,

para qualquer superficie fechada.

Entdao tomemos a superficie cilindrica mos-
trada na figura, de base AS e altura h. Supo-
nhamos, no caso mais geral possivel, que tanto no meio 1 como no 2 podem haver cargas livres
mesmo fora da superficie, com densidade volumétrica de carga p; e p», respectivamente.

Como o cilindro é pequeno (vamos tomar o limite 2 — 0, posteriormente), podemos escrever

- - - h - =
fD-ﬁdSzDz-ﬁAs+D1-ﬁlAs+Ej{(DﬁDz)-érrde




Por outro lado, a carga livre total dentro do cilindro sera
hAS hAS 1
qlivre = UAS"',OIT + PzT =0AS+ E(pl + p2) hAS

Substituindo estas expressoes na integral para D, temos

. . hf = = 1
D-ﬁ2A5+D1-ﬁ1As+§f(Dl+D2)-érrd9:0A5+§(p1+p2)ms

1
2

- - 1 N N
S D-fip+ Dy =0+ pl+pz—Ef(D1+Dz)-érrde h

Entao, no limite h — 0, temos (-7, = —#11 = 1)

(DZ—DI)'ﬁZU

onde o versor 72 normal a interface aponta do meio 1 para o 2.

No caso corriqueirooc =0 = Dy, =Dy,

Componente Tangencial

Para determinar a condi¢do de contorno para

a componente tangencial, vamos utilizar outra

propriedade do campo elétrico, Al E
) o
VXE:fE-dZ:O ©2 y > B
€ h A fnZ Y
[Note que, em geral, V x D #0!] l P n 1’
Vamos aplicar esta condi¢do ao contorno re- i D ¢
tangular indicado na figura, que atravessa a in- 9

terface. Como, outra vez, consideramos A¢
muito pequeno e que, posteriormente vamos

tomar o limite 7 — 0, A¢ — 0 podemos escrever
- - - - ]. - ~ 1 = ~ = - ]. = ~ 1 - ~
f E-d(:Ez-AF——EZ-nng—El-nlh—El-Af——El-n1h+—Eg-ngh:O
& 2 2 2 2
Fazendo h — 0, temos
(E'g —El) -AZ: 0
ou seja, a componente tangencial de E é continua na interface,




Exemplo: Consideremos a interface entre

dois dielétricos sem cargas livres. Se o campo

elétrico no meio 1 fizer um angulo a com anor-

mal a interface, determine o angulo f feito pelo

campo no meio 2 com a normal.

Dnl = Dn2

Et1 = Etz

1 1
S.—tana=—tanp
€1 €2

.. eq€1Ey cosa = gger E» cos B

. Ei1sena = Eysen f§

€
|tanf = ~tana

€1

7
f0=0

Efeito de um dielétrico em um capacitor (Ex 4.6)

Consideremos o capacitor de placas paralelas

mostrado na figura. O espacgo de espessura d

entre as placas esta preenchido com um die-

létrico de constante dielétrica €, ( € = €g€;), a

area das placas é S e uma tensdo V é aplicada

entre elas. Calcular a capacitancia C do sistema, desprezando efeitos de borda.

Desprezando esses efeitos, temos

fE-dZ:V = V=Ed

Na superficie da placa estao cargas reais, no

meio dielétrico cargas de polarizacao.

Mas

como, sem efeitos de borda, o campo elétrico

é normal a superficie das placas, podemos uti-

lizar, na interface placa-dielétrico, a condicdo

de contorno para D normal, ou seja,

Dnz_Dnl :U

Mas D, =0, porque esta dentro do condutor. Portanto

A carga total sera

Q

0 =Dy, =€o€ E = €o€r

So C.Q =¢p€er

SV

d

cargasreais




A carga de polariza¢do no dielétrico sera o, = i1 P=—ey(e,-1E

Op = —— |0
p e

Outro problema importante deste tépico é o 4.19 do livro texto.

Como um exemplo mais complexo, vamos resolver o seguinte problema que fez parte de um

das provas do Exame Unificado de Fisica.

Q7. Um capacitor possui carga +Q sobre o condutor interno (raio r,) e carga —Q sobre o con-
dutor externo (raio r). A seguir, a metade inferior do volume entre dois condutores é preenchida

por um liquido de constante dielétrica K, conforme indicado na secao reta da figura abaixo.

a) Calcule o mé6dulo do campo elétrico no volume entre os dois condutores em func¢ao da dis-
tancia r ao centro do capacitor. Forneca respostas para a metade superior e para a metade

inferior desse volume.

b) Determine a densidade superficial de cargas livres sobre o condutor interno e sobre o con-

dutor externo.

¢) Calcule a densidade superficial de cargas de polarizacdo sobre as superficie interna (r,) e

externa (rp) do dielétrico.

d) Qual é a densidade superficial de cargas de polarizacdo sobre a superficie plana do dielé-

trico?

e) Determine a capacitancia do sistema.

Notamos que nesta configurac¢do, o dielétrico deve afetar o campo elétrico. Mas, se considerar-
mos que a interface entre os meios 1 e 2 estd na diregdo radial e que E;, = E;,, temos que 0 campo

E também deve ser radial e o mesmo nos dois meios.




Por outro lado, como
f D-ndS = qiiyre
S
tomando uma superficie de Gauss esférica de raio r entre r, e rp, temos
fﬁ-ﬁds:Q -.2nr? (D1 +D2) = Q
S

Mas, como E; = E»

D D

= ..Dy =KD =KeyE;
€0 €0K

.

.'.27Tr2€0(1+K)E1:Q | =—= =
21 (1+K)eor?

Pedimos para que os aluno completarem a solucao do problema.

Equacao de Laplace em Meios Materiais

N6s vimos que o vetor deslocamente elétrico satisfaz a equacao
V-D= P

onde p sdo as cargas livres do meio (a ndo ser quando necessario, ndo usaremos o subscrito “¢”

para cargas livres). Por outro lado, como
D=eyE+P
temos
eV-E+V-P=p

Nos casos de dielétrico lineares, temos que P = ey yE, onde a susceptibilidade elétrica y é uma

constante. Nesses casos, e somente neles, podemos entao escrever

eo(l+x)V-E=p .V-E= ; er=14y
ou
V-E:B; € =€,€p
€

Entdo, como E = —V¢, temos que, mesmo na presenca de dielétricos, o potencial eletrostético




satisfaz a Equac¢do de Poisson

p
Vip=——
(p €

Se ndo houver cargas livres no sistema, isto é, p = 0, entdo o potencial eletrostético satisfaz a

Equacao de Laplace

Vip=0
Conduto, vimos que a fonte de fluxo do vetor D é a densidade de cargas livres, ou seja,
V'E:p (0= Plivre)
Por outro lado, em um meio dielétrico linear e isotrépico, temos que
D =ege, E
Portanto, se o meio dielétrico nao for uniforme, ou seja, se € variar com a posicao, temos que
V-D=V-(eE)=eV-E+E-Ve=p

Como E = -V, temos

oD

. 1 .
—eV2p—V¢p-VE=p S V2p+ -V -VE =
€

Portanto, a equacao de Poisson s6 € valida se o dielétrico for uniforme, ou seja, Ve = 0; somente

neste caso temos:

V2¢:—§ => V2p=0 quando pjjpre=0

No entanto, a presenca de dielétricos modifica substancialmente as condicoes de contorno
que devemos satisfazer ao resolver a Equacao de Laplace. Quando as superficies que delimi-
tam a regido onde o potencial deve ser determinado sdo condutoras, basta impor a condi¢do
¢ = constante em cada superficie. Mas, na presenca de dielétricos, podemos ter uma interface
entre dois dielétricos diferentes, ou seja, com diferentes valores de €. Como a interface ndo é con-
dutora, o valor do potencial ndo necessita ser constante nela. Porém, os campos E e D devem
satisfazer as condicdes de contorno que vimos. Isso implica que, nas interfaces entre dielétricos,
ao invés de impor condi¢des de contorno para o potencial ¢, teremos que impor condicoes de
contorno para suas derivadas, pois E = —V¢.

Consideremos, por exemplo, uma modifica-

¢do de um problema que ja vimos, o Exemplo g
3.3 do livro texto, em que a placa polarizada L
com tensao V possui uma camada dielétrica )
b
v €

g



de espessura a, conforme indica a figura. Este
problema serd solucionado na aula de exerci-
cios do dia 28/09. Mas o método de solucgdo é

0 mesmo para todos os problemas deste tipo.

* Resolver a Equagdo de Laplace nas regioes com e sem dielétrico como regides distintas
* Impor as condi¢des de contorno apropriadas para o potencial em cada regido

* Finalmente, impor as condi¢des para as componentes normal de D e tangencial de E na

interface dielétrica entre os dois meios

Vamos exemplificar este método para um problema um pouco mais complexo, o Exemplo 4.7

do livro texto.

Esfera dielétrica imersa em um campo elétrico uniforme

Suponhamos um campo elétrico uniforme,

>, . . . . r

E = Eyé,, no qual inserimos uma esfera dielé- / _

trica de raio a e constante dielétrica K. Estaé a K /<6 >
. ( )l ) Z

versao dielétrica para o exemplo da esfera con- 7 , >

\J

dutora, que ja vimos.

Sabemos que a solucdo da Equacao de La-

place em coordenadas esféricas é (0¢p/d¢p = 0)

B
&(r,0) :A0+70 +

B B
Alr—zl) cosf + (A2r2 + —;)Pg(cose) +...
r r

e, pela solucdo que ja vimos para a esfera condutora, quando r — co o potencial é dado por

r— oo = ¢(r,0) = —Eprcost

(ja fizemos a constante C = 0, pois sabemos que o potencial pode ser modificado somando uma
constante, sem afetar o campo).

Vamos agora aplicar esta solucao para as duas regides do problema, fora e dentro da esfera.

Regido Externa

Tomando a condicao de contorno para r — oo, temos que o potencial fora da esfera tem que

Portanto, temos que AJ; =0; 0 #1; A{ =—-E-0, ouseja,

B/

f

B

Gr(r,0)=—"+
p

cosH+—§P2(cost9)+...
r

E B{
r2




Regido Interna
Na regido interna, temos que evitar a divergéncia de ¢;(r,0) quando r — 0. Entdo, todos os

coeficientes B;i dentro tém que ser nulos, ou seja,

ba(1,0) = AL+ A%r cosB + A P,(cosh) +...

Condicao de Contorno na Superficie da Esfera

Na superficie da esfera o potencial ndo necessita ser constante, pois ndo é uma superficie condu-

tora. Mas as condicdes de contorno para E e D devem ser satisfeitas. Como ndo h4 carga real na

esfera, temos

0 a
Ejf=Eqq =  Egpy=Epa = [%%:%% —a
r-a =
0 a
Dif=Dg = €oErf=€0KE;q = [eo% = GOK% o
Aplicando a condicao de contorno para a componente tangencial, temos
f f
B, [ d d
Epasend — —sen@ + — | —P¢(cosO) | +...= —A%asend — A% a? | — P> (cos@
oa — —+ | 2gPl(cos) la 24" | 5 Pa(cos6)
Portanto,

f
B

d 1

Al =-E-0+—
a

f
B

d_ 2

L

Fazendo o mesmo para a componente normal de D, temos

f
B
A¢ = —E0+a—;
f
Ad:B_Z
2 a3

Fazendo o mesmo para a componente normal de D, temos

f f f

0 By B,
-— — Eo cosf —2— cos0 —3—4P2(cosl9) +...=

a a a

=K Af cosf +2A§_iaP2(cose) +...




Portanto

a
f
B
2 _ d
—3¥ = ZKLZAZ
Das duas relacoes para Af tiramos
ad— g Fo f_ (K-1)a’E
1 P 1= oo r
2+K 2+K

e para todas as outras constantes obtemos A% = B£ =0;0=2.

Assim temos

3E0r
r<a.: (Pd(r;e):Ag—mCOSH
K-1)a’E
r>a: ¢f(r,9)—E0rc039+((2+$ s6

A constante Ag é arbitraria. Mas, impondo que o potencial seja continuo em r = a, é facil obter

que Ag =0.
Complete a solugdo deste problema calculando o campo elétrico dentro e fora da esfera. Mostre

que dentro da esfera o campo elétrico é uniforme

3 .

E= E,
2+ K




