Introducao & Cosmologia Fisica

Material Complementar 1

Caroline Macedo Guandalin

Notacao tensorial

Considere os referenciais inerciais . e .¥’, na auséncia de campos gravitacionais. Podemos
definir o intervalo espaco-temporal ds?, em .#, como

ds? = —c2dt? + dx® + dy® + dz*. (1)
onde, para dois eventos & = (t1,x1, Y1, 21) € & = (t2,x2,y2, 22), tem-se
—Aty —t1)2 + (x2 — 21)* + (2 — 1) + (22 — 21)? = As?
Analogamente, em ./, temos que
ds?® = —c*dt"” + dz" + dy?® + d="*. (2)
Para dois eventos &1 = (t1,21,y1,21) € &2 = (t2, T2, Y2, 22), em ., tem-se
Pty —t1)? + (2 — 21)* + (12 — 1) + (22 — 21)* = A5,

ou
—PA + Az + Ay? + A% = A2
Considerando os mesmos eventos, mas vistos pelo referencial inercial ., & = (), 2, v}, 2}) e

£2 = (t/27 '7;/27 yé: Zé),
— A%+ Az + Ay? + AP = A5

Note que a velocidade de propagagao da luz entre &) e & satisfaz

2 Ax? + Ay? + Az?
B At? ’

ou seja, As = 0. Da mesma forma, em ./, As’ = 0 nos leva a

Al‘a +Ayl2+AZ/2
2
¢ = N . (4)

O principio da relatividade nos diz que a velocidade da luz é a mesma em qualquer referencial
inercial. Portanto, se As = 0, entao As’ = 0. Note que, quando As > 0,

2 Az? + Ay? + Az?

¢ INE (5)



Este tipo de intervalo é conhecido como intervalo do tipo tempo (time-like interval). Esta

condicao implica que existe um sinal fisico (com velocidade v < ¢) conectando os eventos &7 e

&,. Tais eventos podem, entéo, estar causalmente conectados. Por outro lado, quando As < 0,

2 _ Az? 4+ Ay? + A2 (6)
At? ’

C

temos um intervalo do tipo espago (space-like interval), significando que a tnica forma dos
eventos &1 e & estarem conectados é se existir um sinal com velocidade v > ¢. Por isso dizemos
que eventos separados por um intervalo do tipo espaco estao causalmente desconectados.

Talvez a consequéncia mais importante acerca dos intervalos espago-temporais, equagoes (1)
e (2), é que eles sao invariantes ante transformagdes de Lorentz. Ou seja,

ds” = ds>. (7)

Com isso, podemos fazer uma analogia entre as transformagoes de Lorentz, dadas pelo cha-
mado grupo de Lorentz, e o grupo de rotagoes que age sobre as coordenadas espaciais: enquanto
que rotacdes mantém a distancia dr? = dx? 4+ dy? + dz? invariante, as transformacdes de Lorentz
mantém a “distancia’ ds? = —c2dt?+dr? invariante. Vale ressalvar aqui que este tltimo intervalo
espago-temporal encontra-se na auséncia de campos gravitacionais. A presenca de campos gra-
vitacionais altera essa definicao. Portanto, aqui estamos utilizando como exemplo a relatividade
restrita.

1 Renomeando as variaveis

Vamos introduzir agora a notacao comumente utilizada na literatura. Define-se, para qualquer
evento,

ct = xp,
T =T,
Yy = T2,
z =13,

de forma que a expressao (1) pode ser escrita como
—dz3 + dat 4 da3 + dok = ds®. (8)

Assim, o intervalo espago-temporal entre dois eventos &1 = (zo, z1,22,23) € & = (Yo, Y1, Y2, Y3)
pode ser escrito como

As? = —(zg — y0)* + (21 — y1)* + (x2 — 12)* + (x5 — y3)° = ((x — y), n(z — v)), 9)

ou seja,
-1 0 0 O o — Yo
0O 1 00 T —
As® = (o — Yo, T1 — Y1, T2 — Y2, T3 — Y3) 0 010 x; - z; 1o
0 0 01 T3 — Y3
A matriz
-1 0 0 O
' 0O 1 00
n = diag(—-1,1,1,1) = 0 01 0
0O 0 0 1

é denominada métrica de Minkowski. Na presenca de campos gravitacionais (ou seja, quando
consideramos a relatividade geral) essa métrica deve ser modificada para que entdo possamos
expressar intervalos entre eventos em um espago-tempo.



2 Outras formas de escrever As?

Convenciona-se que
o
I
{5
3

—x0
xy
Z2
x3

=T, (12)

onde x* representa as componentes contravariantes do (quadri) vetor x e x, as componentes
covariantes.

E importante ressaltar que indices gregos (1, i1, v, £, etc) vao de 0 a 3 e indices latinos (i, j, k)
de1la3. Ouseja, u=0,1,2,3ei=1,2,3, etc. Além disso, na representacido matricial o pri-
meiro indice de um tensor, tal como 7, refere-se as linhas da matriz, enquanto que o segundo
indice indica as colunas.

Considerando, entao, a notagdo de Einstein (Einstein’s summation) de soma sobre indices
repetidos, temos que

wtr, = 220 + 2tz + 2229 + 223,

2, 2, 92, 2
= —x+ 2] + 23 + 23,
= f$0.’E0 + f N f.

Dizemos que os indices gregos acima foram contraidos. Além disso, a combinacao z*zx ,
nada mais é do que um produto escalar. Observe que

—X0 Zo
o) . I

= -1,1,1,1
X9 dlag( 9 Ly Ly ) T 9
XT3 x3

ou seja, podemos transformar um tensor contravariante x* em um covariante x, aplicando a
métrica a z# (é comum dizer que tal operagao é um “abaixamento” de indice),

xy, = Nuat.

Podemos ainda transformar um tensor covariante x, em um contravariante z* levantando o
indice com a métrica:
ot =n"wx,.

Assim, podemos escrever o intervalo espago-temporal entre dois eventos como

ds® = nydatde” = dx,dz”. (13)



3 Soma sobre indices

e Indice mudo (dummy index) Um indice repetido é chamado de indice mudo, o que
significa que qualquer letra grega pode ser usada no seu lugar sem mudar o significado da
expressao:

I WA HA B
Azt = AL Ax :AﬁAa: .

e Sem soma implicita Se um indice é repetido, mas ambos ocorrem na mesma posi¢ao

(em cima ou embaixo), entao nao se atribui uma soma a expressao:

THH 7& FOO —|—F11 +F22 —|—F33.

e Sem significado Se um indice é repetido mais de duas vezes, entdo nenhum significado
é atribuido & expressao. Nao se trata de uma ambiguidade, significa apenas que um erro
ocorreu no decorrer das contas:

Arue.

e Indice livre Qualquer indice nao repetido é chamado de indice livre. Podemos atribuir
qualquer um dos quatro valores possiveis a ele. Em uma equacao, todos os indices livres
devem aparecer dos dois lados da expressao, sem mudar de posi¢ao:

Y = Ayt

Sao exemplos de equacoes incorretas:

a, = Aja”,
1%
G = gur”.
Resumo
Tensor contravariante:
ey
I1 -
T2
€3
Tensor covariante:
1
=1,
X9 #
x3

Meétrica de Minkowski:
"7;w = "7W = dlag(_17 11 17 1)

Abaixamento de indice: x, = n,,2". Levantamento de indice: z# = n*"z,,.
Intervalo espago-temporal (elemento de linha):

ds® = ndatde” = —dzd + do} + daj + dal = —c2dt* + d2® + dy* + dz*.




Exercicios propostos

1. Invariancia dos intervalos espago-temporais. Verifique a condigao de invariancia (7).
Para isso, escreva explicitamente os intervalos entre os eventos <§’1' e @@2’ em termos das transfor-
magcoes de Lorentz.

2. Intervalo espago-temporal em notagao tensorial. Verifique a igualdade (13). Para isso,
note que se p # v, 1y, = 0:

100 0
o 100
=10 01 0

0 00 1

3. Inversas. Verifique que n*“n,, = 6", ou seja, que N & a inversa da matriz 7, definida no
item anterior.

4. Transformacgoes de Lorentz. As transformacgoes de Lorentz podem ser escritas, de forma
compacta, como z'* = A, (v)x#, onde

’Y('@r) _vx7<vx) 00

— VY (VU (% 0 0

AR () = g( ) ’7(0) 00
0 0 0 1

corresponde a transformagao de Lorentz na dire¢do x e y(v) é o fator de Lorentz. Mostre que

a acdo da matriz A¥, corresponde, de fato, as transformacdes de Lorentz usuais, i.e. (2°) =

y()(2® — val), ou seja, t' = y(v)(t — vx), etc. Se achar necessario, verifique ainda que

¥(vy) 0 —vyy(vy) O v(vz) 0 0 —vy(v:)
0 1 0 0 0 1 0 0
" _ " _
(o) = —vyy(vy) 0 ~A(vy) 0 e A% (v:) = 0 0 1 0
0 0 0 1 —vy(v:) 0 0 y(vs)

correspondem as transformacoes de Lorentz nas coordenadas espaciais y e z, respectivamente.
Finalmente, mostre que A", (v)™! = A, (—v) = A”, é a transformagéo inversa de A¥,. Ou seja,
A A, = 55,

5. Meétrica de Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker (FLRW). O eclemento de linha
mais geral entre dois eventos em um universo homogéneo e isotrépico tem a forma

dr?

d82 = gw,dx“dxy = —CthQ + CI/Q(t) m

+r2dQ?| (14)
onde g, é chamada métrica FLRW, x# = (t,7,6, ¢) s@o as coordenadas de eventos no espago-
tempo descrito pela métrica g, e d? = db? +sin? 0dp?. A forma relativistica de trabalhar com
a cosmologia é obter as equagdes de Einstein,
1 81G

G,U,V = RMV - §6MVR - A(SNV = 7TMV7 (15)
que irdo descrever como a geometria do espago-tempo, descrita no lado esquerdo da equagao (15),
esta relacionada com o contetido de matéria, descrito no lado direito de (15). T}, é o chamado



tensor de energia-momento e descreve, basicamente, a densidade, pressao e possiveis formas de
estresse anisotropico de algum fluido que preenche o Universo. R, e R sao, respectivamnete,
o tensor e escalar de Ricci, sendo derivados a partir do tensor de Riemann, o qual descreve a
curvatura do espago-tempo em questao.

Na primeira lista de exercicios, a questao 5 fard uso dos simbolos de Christoffel I, ou
conexoes, da métrica FLRW. Aqui sugerimos que derive as conextes da métrica FLWR,
-1 0 0 0
2
0o 20 0 0
= 1-Kr2 , 16
it 0 0 a2(t)r? 0 (16)
0 0 0 a®(t)r? sin? 0
ou seja, goo = —1, g11 = a2/(1 — K7“2), g2 = a’r?, g3z = a?r?sin? 6 e 9w = 0, para pu # v.
Segue que I', € definido como
1 Jgp 0gs, 0Og
e — - af M . Hnv . 17
w = 99 (83:” + oxt  OxP (17)

6. Nao se esquecam dos problemas propostos em aula (ver slides do curso).
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