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o Como somar, subtrair e multiplicar bindrios em complemento
a?2.

Como implementar portas légicas com transistores CMOS.

Préximo passo: Projetar circuitos digitais.
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MAS ANTES DISSO...

Precisamos de métodos para andlise e sintese de circuitos
digitais.

(]

Em circuitos digitais combinatdrios (sem memdria), a entrada
determina a saida.
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Circuitos digitais tipicamente abstraem tensGes para 2 faixas
de valores (ALTO e BAIXO).

Algebra Boolena ou Algebra de Chaveamento é o que
precisamos!
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Algebra de Chaveamento (ou Algebra Booleana)
o Fundamentos da Algebra Booleana
o Axiomas e Operadores
o Alguns Teoremas

o Simplificacdo de Expressoes via Teoremas.
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Um detetive investiga o roubo do primeiro
Sudoku em papel higiénico do Museu de
Aleatoriedades do Pais Ficticio.
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estdo mentindo.
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Aurélio: “Eu sou inocente, detetive.
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Bruna: "0 Carlos é o culpado.”

Carlos: “Eu sou inocente.”
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Quem o detetive prendeu?

3 suspeitos depdem, e sabe-se que pelo menos 2 .



UM ROUBO NO MUSEU DE ALEATORIEDADES

o Um detetive investiga o roubo do primeiro
Sudoku em papel higiénico do Museu de
Aleatoriedades do Pais Ficticio.

o 3 suspeitos depdem, e sabe-se que pelo menos 2 .
estdo mentindo.

o Aurélio: “Eu sou inocente, detetive. "
o Bruna: "0 Carlos é o culpado.”

o Carlos: “Eu sou inocente.”

o Quem o detetive prendeu?

o Resolveremos ainda hoje com Algebra
Booleana!



o Arabe: Al-jebr = “reunir as partes quebradas”



o Arabe: Al-jebr = “reunir as partes quebradas”

o Ou “colocar as coisas no lugar”



o Arabe: Al-jebr = "reunir as partes quebradas”
o Ou “colocar as coisas no lugar”

o Matematica: Estudo de simbolos e sua manipulagdo.



o Arabe: Al-jebr = "reunir as partes quebradas”
o Ou “colocar as coisas no lugar”
o

Matemadtica: Estudo de simbolos e sua manipulacgao.

y=6-2y



o Arabe: Al-jebr = "reunir as partes quebradas”
o Ou “colocar as coisas no lugar”
o

Matemadtica: Estudo de simbolos e sua manipulacgao.

y=6—-2y,y+2y=56



o Arabe: Al-jebr = "reunir as partes quebradas”
o Ou “colocar as coisas no lugar”
o

Matemadtica: Estudo de simbolos e sua manipulacgao.

y=6—-2y,y+2y=6,3y=56



o Arabe: Al-jebr = "reunir as partes quebradas”
o Ou “colocar as coisas no lugar”
o

Matemadtica: Estudo de simbolos e sua manipulacgao.

y=6-2y,y+2y=6,3y=6,y=2



o Arabe: Al-jebr = "reunir as partes quebradas”
o Ou “colocar as coisas no lugar”
o

Matemadtica: Estudo de simbolos e sua manipulacgao.

y=6-2y,y+2y=6,3y=6,y=5,y=2



o Arabe: Al-jebr = “reunir as partes quebradas”

o Ou “colocar as coisas no lugar”

o Matematica: Estudo de simbolos e sua manipulagdo.
° y=6—2y,y+2y=6,3y=6,y=% ,y=2

o Uma histéria sobre algebristas...
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BOOLEANA OU DE CHAVEAMENTO

o George Boole (1847): &lgebra com niimero finito de valores.

o Claude E. Shannon (1938): algebra com 2 valores e circuitos
a relés.

o Convencio: Algebra Booleana = Algebra de Chaveamento.
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o Apenas dois valores, 0 e 1 (constantes).
o Varias interpretacoes:

o BAIXO e ALTO

o FALSO e VERDADEIRO

Qo

DESLIGADO e LIGADO
o ABERTO e FECHADO

o Valores combinados com operadores NAO, E e OU
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VARIAVEIS BOOLEANAS

o Varidveis Boolenas x, y, z, x1, x2,... assumem apenas dois
valores: 0 ou 1.
o Sex#0,entdiox=1
o Sex#1,entdox=0
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o NAO (negacdo, complemento lgico) é um operador undrio.
Denotado por um apéstrofo 0/, 1/, x’

Lemos “n3o x", “o complemento de x", “o inverso de x"

=1 (ndo 0 é igual a 1)

°
°

0o 1'=0 (ndo 1 é igual a 0)

°

o x ="fui ao cinema”, x’ ="NAO fui ao cinema”.



NAO (negacio, complemento légico) é um operador unrio.

Qo

o Denotado por um apéstrofo 0',1’, x’

o Lemos “ndo x", “o complemento de x", “o inverso de x"
01'=0 (ndo 1 é igual a 0)

00 =1 (n3o 0 é igual a 1)

o x ="fui ao cinema”, x’ =“NAO fui ao cinema’.

A ~l>y Y=p'
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E (conjungdo, multiplicagdo légica) é um operador bindrio.
Denotado por um ponto: 1-0,x -y,

Lemos “x E y"

0-0=0 (0 E 0 éigual a0)

1-1=1 (LE1éigualal)

01.0=0-1=0 (OE1éigualalE Q0 queéigual a0)

o x ="fui ao cinema”, y ="o Corinthians ganhou”

x-y = “fui ao cinema E o Corinthians ganhou”

A —
Y=A.B
B —




o OU (disjungdo, adigdo légica) é um operador bindrio.



o OU (disjungdo, adigdo légica) é um operador bindrio.

o Denotado por um +: 14+ 0,x + vy,



o OU (disjungdo, adigdo légica) é um operador bindrio.
o Denotado por um +: 14+ 0,x + vy,
o Lemos “x OU y”



OU (disjungdo, adigdo légica) é um operador binario.
Denotado por um +: 1 4+0,x + y,

Lemos “x OU y"

0+0=0



OU (disjungdo, adigdo légica) é um operador binario.
Denotado por um +: 1 4+0,x + y,

Lemos “x OU y"

0+0=0 (0 OU 0 é igual a 0)



OU (disjungdo, adigdo légica) é um operador binario.
Denotado por um +: 1 4+0,x + y,

Lemos “x OU y"

0+0=0 (0 OU 0 é igual a 0)

14+41=1



OU (disjungdo, adigdo légica) é um operador binario.
Denotado por um +: 1 4+0,x + y,

Lemos “x OU y"

0+0=0 (0 OU 0 é igual a 0)

1+1=1 (10U 1 éigual al)



OU (disjungdo, adigdo légica) é um operador binario.
Denotado por um +: 1 4+0,x + y,

Lemos “x OU y"

0+0=0 (0 OU 0 é igual a 0)

1+1=1 (10U 1 éigual al)
1+40=0+1=1



OU (disjungdo, adigdo légica) é um operador binario.
Denotado por um +: 1 4+0,x + y,

Lemos “x OU y”

0+0=0 (0 OU 0 é igual a 0)

1+1=1 (10U 1 éigual al)

140=0+1=1 (00U 1éigualalOUDOqueéigualal)



OU (disjungdo, adigdo légica) é um operador binario.
Denotado por um +: 1 4+0,x + y,

Lemos “x OU y”

0+0=0 (0 OU 0 é igual a 0)

1+1=1 (10U 1 éigual al)

140=0+1=1 (00U 1éigualalOUDOqueéigualal)
x ="fui ao cinema”, y ="o Corinthians ganhou”



OU (disjungdo, adigdo légica) é um operador binario.
Denotado por um +: 1 4+0,x + y,

Lemos “x OU y”

0+0=0 (0 OU 0 é igual a 0)

1+1=1 (10U 1 éigual al)

140=0+1=1 (00U 1éigualalOUDOqueéigualal)

x ="fui ao cinema”, y ="o Corinthians ganhou”

x+y = “fui ao cinema OU o Corinthians ganhou”



OU (disjungdo, adigdo légica) é um operador binario.
Denotado por um +: 1 +0,x + y,

Lemos “x OU y"

0+0=0 (0 OU 0 é igual a 0)

1+1=1 (10U 1éigualal)

140=0+1=1 (00U 1éigualalOUDO0queéigualal)

x ="fui ao cinema”, y ="o Corinthians ganhou”

x+y = “fui ao cinema OU o Corinthians ganhou”

A
Y=A+B
B
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EXPRESSOES BOOLEANAS

o Combinando os ingredientes, temos uma expressao Boolena:
(x-1+y) - (z40)

o Precedéncia: Antes NAO, depois E, enfim OU. Senio,
parénteses

o Avaliando o valor da expressao:
o Exemplo: x=0,y=1,z=1
o (x-1+y) - (z+0)
(0-1+17-(1+0)
(0 +0)-(1)

(0) -(1)
° 1 (1)
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EXPRESSOES BOOLEANAS

o Combinando os ingredientes, temos uma expressao Boolena:
(x-1+y) - (z40)

o Precedéncia: Antes NAO, depois E, enfim OU. Senio,
parénteses

o Avaliando o valor da expressao:
o Exemplo: x=0,y=1,z=1
o (x-1+y) - (z+0)

o (0-1+1)-(1+0)

o (0 +0)-(1)

o (0) (1)

° 1 (1)=1
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Tabelas Verdades listam os valores de uma expressdo para os
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TEOREMAS COM 1 VARIAVEL (I)

o Equacdes verdadeiras independentemente do valor das
varidveis.

o Involucdo: x’ = x

o Podemos demonstrar usando os axiomas.

o x sb pode ter dois valores, x =1 ou x = 0.

0 Sex=1: x"=1"=0 =1

0Sex=0: x'"=0"=1 =0

o Prova por inducao perfeita.

o Andlogo a usar tabela verdade.
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INSTANCIANDO OS TEOREMAS

©

Qualquer teoremas segue valendo se trocamos varidveis por
expressoes.

Teorema: x+1=1

Substituindo x por z-y':  z-y'+1=1

Teorema: x-x = x

Substituindo x por z -+ y"s///G i/ 2/ W] [ /2IH Y]
Parénteses necessarios: (z+y')-(z+y')=(z+Yy')

O resultado da substituicdo é uma instancia do teorema.

Todo teorema pode ser instanciado.
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Xx+0=x=04+x:x+1=1=14x;x+x=1=x"+x

x-0=0=0-x;x-1=x=1-x;x-xX=0=x"-x



o As operacdes E e OU s3o associativas.



o As operacdes E e OU s3o associativas.

o (x-y)-z=x-(y-z) (Associatividade do E)



o As operacdes E e OU s3o associativas.
o (x-y)-z=x-(y-z) (Associatividade do E)
o (x+y)+z=x+(y+2z) (Associatividade do OU)



o As operacdes E e OU s3o associativas.

o (x-y)-z=x-(y-z) (Associatividade do E)

o (x+y)+z=x+(y+2z) (Associatividade do OU)
o Bonus: podemos economizar parénteses.



o As operacoes E e OU s3o associativas.

o (x-y)-z=x-(y-z) (Associatividade do E)

o (x+y)+z=x+(y+2z) (Associatividade do OU)
o Bonus: podemos economizar parénteses.

o (x+(y+2z)+w



o As operacoes E e OU s3o associativas.
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o As operacoes E e OU s3o associativas.

o (x-y)-z=x-(y-z) (Associatividade do E)

o (x+y)+z=x+(y+2z) (Associatividade do OU)
o Bonus: podemos economizar parénteses.
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o (x-y)-z=x-(y-z) (Associatividade do E)

o (x+y)+z=x+(y+2z) (Associatividade do OU)

o Bonus: podemos economizar parénteses.

o (x+(y+2z2)+w=x+y+z+w

o ((x+y) 2 (why) w=(xty) 2 (wty) w
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Exemplo: Vamos montar a tabela verdade de expressdes maiores
F=(x-y+x-z)+y-z
F=x-y+x-z+y-z G=(x+y) (x+2)-(y+2)
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Exemplo: Vamos montar a tabela verdade de expressdes maiores
F=(x-y+x-z)+y-z
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Na algebra Booleana ha duas propriedades distributivas.
x-(y+2z)=x-y+x-z (Distributividade do E sobre o OU)
x-y+z=(x+2)(y+2) (e do OU sobre o E)
Bonus: “fatorar”, ou “por em evidéncia”.

x-y-Z+x-w=x-(y -2+ w)
Ou aplicar o “chuverinho”

x-(y-Z+w)=x-y-Z+x-w



o Cobertura 1: x+x-y=x



o Cobertura l: x+x-y=x
o Cobertura 2: x- (x+y) =x



o Cobertura l: x+x-y=x
o Cobertura 2: x- (x+y) =x
o Combinagdo 1: x-y +x-y' =x



Cobertura 1: x +x-y =x
Cobertura 2: x - (x+y) = x
Combinacdo 1: x -y +x-y =x
Combinagdo 2:(x +y) - (x+y') = x
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o (ANB) =AUPB

o “Quem n3o é Artista Brasileiro é
nao Artista ou nao Brasileiro” U
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o (x-y) =x+y
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Brasileiro”



o (AUBY =AnNPB
o “Quem n3o é Artista ou Brasileiro ndo é nem Artista nem
Brasileiro”
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o se A= B, entdo B pode substituir A dentro de uma
expressdo: (A +x)-y=(B +x)-y
Exemplo: z-z =z, entdo ((z-2) +x)-y = (Z +x) - y.

Utilizando instancias de teoremas: (x 4 y) = x" -y’
Instanciando: (z+w-v) =2 (w-v)
Logo (z4+w-v) +v =2 - (w-v) +V
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o (x+y)=x"y
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o (x+y)=x"y
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o (x+y)=x"y
o Instanciamos com y =z +w: (x +(z+w)) =x - (z + w)’

o Aplica DeMorgan: (x +z+w) =x"-2'-w'



(x+y) =x"y
Instanciamos com y =z +w: (x + (z+w)) =x' - (z 4+ w)

Aplica DeMorgan: (x +z+w) =x"-2' - w/
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(x+y) =x"y
Instanciamos com y =z +w: (x + (z+w)) =x' - (z 4+ w)

Aplica DeMorgan: (x +z+w) =x"-2' - w/

Por indugdo finita: (x1 +x2 + ... +x,) =x1' - x2’ ... x,

o Analogamente: (x1-x2-...-x,) =x1' +x ...+ x,
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o Podemos trocar parte de uma expressdo por uma menor
equivalente.

o Exemplo 1: (x-1+y-y)-(1-y+0+x)



Teoremas s3o (teis para simplificar expressoes.

Podemos trocar parte de uma expressao por uma menor
equivalente.

Exemplo 1: (x-1+y-y)-(1-y+0+x)
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Teoremas s3o (teis para simplificar expressoes.

Podemos trocar parte de uma expressao por uma menor
equivalente.

Exemplo 1: (x-1+y-y)-(1-y+0+x)
Exemplo 2: x -y +y-x-(x+z)
Exemplo 3: (x+x-(y +2/)) - X
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QUEM ROUBOU O PAPEL DE SUDOKU?

©

Varidvel Boolena a denota “Aurélio roubou”.

o b denota “Bruna roubou”.

o c denota “Carlos roubou”.

o Aurélio afirma que &', Bruna que c, e Carlos que ¢’.

o Pelo menos dois mentem: ou Aurélio e Bruna ou Aurélio e
Carlos ou Bruna e Carlos ou todos!

/ / / / / /
Oa/'C,+a/‘C/+C/‘C/ +a/‘C/'C/

o Agora usamos os teoremas para simplicar.



o Exercicio: Usando os teoremas, mostre que
(x+xy)=x+y



o Exercicio: Usando os teoremas, mostre que
(x+x"y)=x+y
o Exercicio: Simplifique x -y +x-(y'- 2/ +z-(y' + 2')).
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ONDE ESTAMOS E PARA ONDE VAMOS

©

Elementos da Algebra Booleana (axiomas e operadores)
Teoremas (de uma ou vdrias varidveis)

Tabela Verdade

Simplificacdo de expressdes Booleanas

©

©

©

©

Préxima aula: Principio da Dualidade, fun¢bes Booleanas e
formas candnicas.
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