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Funções de distribuição quânticas 
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Essas funções de distribuição fornecem a probabilidade de ocupação, por 
intervalo de energia, dos estados de um sistema à temperatura T. Cuidado, 
pois a taxa de ocupação (ou número médio de partículas por estado), requer 
o conhecimento de mais um parâmetro, que é a densidade de estados (e a 
informação de quantas partículas podem ocupar um determinado estado). 
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Densidade de estados 
Problema: N partículas (clássicas) confinadas em um volume V = L3.  
Níveis de energia para um poço infinito 3D de lado L:  

, que podemos escrever:  

Que é a equação de 1 esfera de raio R = (En/E0)1/2
 no espaço nx, ny, nz.  

Assim, o número de estados abaixo de R é:  

E a densidade de estados:  

, ou 

Podemos então determinar a constante α pela condição de normalização:  
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Vemos, então, que eα está associado a propriedades do sistema, como sua 
temperatura, a densidade de partículas (N/V) e a massa dessas partículas.   
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Limites de validade da distribuição de Maxwell-Boltzmann: 
•  partículas não relativísticas, pois usamos EK = mv2/2; 
•  λ << d (distância intermolecular muito maior que o comprimento de onda de 
de Broglie). 
Mas: λ = h/p   e  p2/2m = 3kT/2. Portanto:              . Assim: 
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⇒ e-α << 1 para que a função de distribuição de Boltzmann possa ser usada. 

Caso de 1 mol de H2 em CNTP:  
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Caso de e- de condução em um fio de prata.  
A densidade da Ag é 10,5 g/cm3 e a massa molar é 107,9 g/mol. Vamos 
considerar 1 e- livre por átomo: 
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Massa pequena e densidade alta ⇒ Boltzmann 
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Distribuição de Boltzmann 
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Distribuição de Boltzmann 
(normalizadas – áreas = 1) 

kT 
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Distribuição de Bose 
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Distribuição de Fermi 
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Limite ε >> kT ⇒ nBoltz ~ nBose ~ nFermi << 1 
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Distribuição Características Exemplo 

Boltzmann Partículas idênticas, mas 
distinguíveis Gás ideal 

Bose-Einstein 
Partículas idênticas, 

indistinguíveis, que não 
obedecem ao Princípio de 

Exclusão (spin inteiro ou nulo) 

Gás de fótons, 
L4He 

Fermi-Dirac 
Partículas idênticas, 

indistinguíveis, que obedecem 
ao Princípio de Exclusão (spin 

semi-inteiro) 
Gás de elétrons 

Propriedades das distribuições 
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Calor específico de um sólido cristalino  
Modelo clássico: NA átomos, com 3 graus de liberdade de oscilação. Modelo 
clássico tem kT de energia associada a cada grau de liberdade. Assim,  

R
dT
RTd

dT
dUCRTkTNU V 3)3( Mas . 33 A =====

Einstein (1907): osciladores quantizados.  

Lei de Dulong-Petit 

CV → 0 se T → 0 K, 
variando com T3 para 
baixas T. 
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Probabilidade da existência de um 
fônon de energia       à temperatura T:   ω

  

A energia interna do sólido deve ser a energia contida nos fônons em 1 mol 
do sólido. Isso deve ser a probabilidade do fônon existir, vezes a energia por 
fônon,      , vezes o peso estatístico para 1 mol de sólido, g = 3NA. Assim,  ω

⇒ 

(Bose-Einstein) 

Não tem o termo em T3 
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A energia média, por fônon, num sólido à temperatura T, é: 

EkT=ω

Não funciona para baixas T ⇒ 
⇒ Debye ⇒ osciladores acoplados 

Para altas temperaturas,                 . Nesse caso,                   , a energia 

média por fônon é:            , os níveis parecem contínuos e o resultado 
clássico C = 3R vale.  

kT<<ω

kTu ≈

eω /kT ≅1+ ω
kT

+...

Radiação de 
corpo negro! 

Diamante 

T /TE

Quando                , a energia média de um fônon é muito menor que o 
espaçamento dos níveis e ele não consegue trocar energia com os átomos. 
Nessa situação os átomos não conseguem absorver energia e CV tende a 
zero.  

kT>>ω
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Quando                    , e como: kT>>ωT→ 0⇒

C vai a zero como           . e−ω /kT
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,  se T <<ΘD

Θ  → temperatura de Debye 
Θ Fe = 465 K 
Θ Al = 395 K 
Θ Ag = 210 K  


