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Segundo todas as evidéncias, o0 nosso universo sempre se expandiu - e continua se
expandindo. A expansao € caracterizada por um "fator de escala"a(t), que determina como
a separacao L entre quaisquer duas galdxias distantes muda com o tempo - ou seja, as dis-
tancias entre objetos cosmolégicos sdao proporcionais a a(t). Esse fator de escala também
afeta os comprimentos de onda da luz, ou seja, A o« a(#): a medida que o tempo passa,
uma onda de luz no universo em expansdo vai se tornando cada vez mais "longa", en-
quanto sua frequéncia diminui pela mesma medida, de forma que é sempre valida a rela-
cdoc=wlk=Av.

Essa expansdo do universo significa que, a medida que regredimos no passado, ele se
torna cada vez mais denso e quente. Uma consequéncia disso é que, desde o inicio do
universo (o "Big Bang") até uma determinada época, a densidade e a temperatura eram tao
altos que nenhum dtomo permanecia neutro - a intensa radiagcdo, presente em todos os
lugares na mesma medida, imediatamente ionizada os elétrons que porventura se ligavam
aum nucleo atdbmico, Todos os prétons e elétrons estavam portanto livres, e ndo presos em
atomos neutros.

Hoje sabemos que essa época, denominada "‘recombinacdo"e que marca o primeiro ins-
tante quando 4tomos neutros puderam se formar, se deu quando o universo tinha aproxi-
madamente 300.000 anos de idade, e o fator de escala era 1000 vezes menor que ele € hoje,
a(trec) = 1073 a(ty). Durante a recombinacio, 2 mediada que o universo se resfriou a den-
sidade diminuiu, quase todos os elétrons livres (99.9%) foram capturados pelos ntcleos
atomicos de carga positiva, formando d4timos neutros.

Considere cada onda plana e’F*

como correspondendo a um féton (quantum de luz) de
momento k e direcdes k arbitrérias, e assuma que a interacdo da radiacdo com os elétrons
se dé através do espalhamento Thomson. Sabendo que hoje a densidade de elétrons livres

é aproximadamente 1, < 1m 3, calcule:
a) O caminho livre médio dos f6tons na era atual.

b) O caminho livre médio dos fétons logo antes da era da recombinacao, quando todos
os elétrons era livres. (Lembre-se que, daquela época até hoje, os volumes aumenta-

ram por um fator de 10°. Como encontrar esse fator?)

¢) O caminho livre médio dos f6tons logo apés a era da recombinacao (Lembre-se que

imediatamente apds a recombinacao apenas 0.1% dos elétrons estavam livres.




Considere um espalhamento de uma onda plana por uma esfera de raio a, sob a con-
dicdo de contorno de que ¥ (r = a) = 0. Assuma que a onda incidente tem frequéncia tal

que ka=1/2.
a) Calcule as fases 6, 01 € 5.

b) Obtenha as secoes de choque diferenciais para [ =0, 1 e 2. Faca um gréfico das se¢des

de choque diferenciais como funcao de 6.

c) Obtenha a se¢do de choque total, somando apenas as contribuicoes até [ = 3. Faca

uma estimativa do erro que vocé incorreria ao limitar sua soma até [ = 2.

Considere o espalhamento de uma onda plana por uma calota esférica de raio a - ou
seja, uma esfera cortada ao meio. Tome uma calota que estd "‘virada para baixo", assim a

superficie da calota é descritapor{r=a,n/2<0<nle{0<r<a, 0 =n/2}.

a) Mostre que a aplicacao cuidadosa das condi¢oes de contorno de Dirichlet (v = 0 na
superficie do condutor) implica que as fases §; sdo idénticas as fases no caso de uma
esfera inteira, exceto que no caso da semi-esfera §; = 0 se [ for par. Explique por que

isso ocorre.

b) Qual a diferenca entre espalhamento por uma semi-esfera “virada para baixo” e o
problema do espalhamento por uma semi-esfera “virada para cima”? Como as fases

0; mudam de um caso para o outro? As se¢oes de choque também sdo alteradas?

¢) Obtenha a secdo de choque total do espalhamento pela semi-esfera quando ka =
1/2, somando apenas as contribui¢des até / = 3. Compare com o resultado da esfera

doitem 1.c.

E Vamos imaginar problema de propagacao e espalhamento de ondas duas dimensoes
espaciais - o plano (x, y). Considere a onda incidente, de frequéncia w, se propagando na

direcdo +x, ou seja, y; = Aelkx,

a) Escreva a equacao de onda em coordenadas polares, (x,y) — (r,0). (Dica: comece
com a equacdo de onda em trés dimensoes, em coordenadas cilindricas, e jogue a

coordenadas z fora).

b) Mostre que as auto-fungdes radiais dessa equacao sao funcoes de Bessel normais, de
indices m inteiros - em contraste com o caso tridimensional em coordenadas esféri-

cas, em que temos como auto-funcdes radias as funcoes de Bessel esféricas.




c) Expresse a onda plana incidente em termos de fun¢des radiais e angulares.

d) Mostre que a onda radial livre (o correspondente ao Ae’*"/r no caso de trés dimen-
soes espaciais) é agora dada por Ae’*"/,/r. Pensando em termos da poténcia, qual
a explicacao para esse fator 1//r em duas dimensées, comparando com 1/r que te-

mos trés dimensoes?

e) Vamos supor que a onda incidente é espalhada por um disco de raio a, e vamos usar
as condicoes de contorno de Dirichlet, ou seja, ¥ r(r = a) = 0. Encontre as diferencas
de fase §,, para m=0,1,2 no caso ka <« 1.

Neste exercicio vocé tem que utilizar algumas propriedades das funcoes de Bessel, em
particular:

J-m(2) = (=1)"Ju(2), N_p(2) = (=1)" Np(2)
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@ Considere o experimento de Young - duas fendas muito finas e muito longas, separa-

das por uma distancia d na vertical. Considere uma onda plana incidente.

a) Utilizando o principio de Huygens, calcule o envelope exato da curva de intensidade.

Assuma apenas que a onda € plana, e que incide normalmente.




b) Se a onda incide num angulo @ no plano onda estao localizadas as fendas, o que

muda na fase da onda?

¢) Suponha que o anteparo € colocado a uma distancia z do plano das fendas, e que
podemos variar essa distancia, trazendo o plano mais para a frente ou mais para trés.
A medida que o anteparo é movido continuamente na direcio z, as regides de in-
terferéncia construtiva e destrutiva se movem continuamente na direcdo y (vertical).
Mostre que os pontos de intensidade maxima (interferéncia construtiva) e de inten-

sidade minima (interferéncia destrutiva) descrevem hipérboles no plano (x, y).

@ Considere um grid (ou grating) de difracdo: em vez do experimento de Young, com
duas fendas separadas por uma distancia d, temos um nimero N de fendas muito finas,
todas separadas pela mesma distancia Ax. Assuma que a onda incidente é plana e que o

anteparo estd a uma distancia fixa L > NAx do grid.

a) Suponha que a intensidade de cada uma das ondas esféricas que emana das fendas é
amesma, {|w|*); = A%/2. Mostre que o padrio de interferéncia (a intensidade da luz
refratada) como funcao de x no anteparo é:

2 N-1

I= NA? +A* Y (N-m)cos(mAg)

m=1
onde A¢p = kAx senf = kAxx/L.

b) Mostre que a expressdo acima reduz a:

- A% sen*(NAp/2)
2 sen?(Ax/2)

Dica: utilize as seguintes identidades trigonométricas:

N 1 sen(N+1/2)«a
Z cos(ma) = _5 +—

el 2senal?2

N (N+1sen(N+1/2)a 1-cos(N+1a
Z mcos(ma) = -
m=1

2senal2 4sen’a/2

¢) Faca um gréfico de I(A¢) para N = 3 e N = 4. Vocé deve notar que, entre os locais
de intensidade maxima hd varios locais onda a intensidade é zero! Qual a explica¢ao

para isso?




d)

e)

f)

Mostre que, para N arbitrariamente grande, as franjas principais se tornam arbitra-
riamente finas e brilhantes, mas de tal modo que a luminosidade total permanece

constante.

O que acontece quando vocé toma N — oo e Ax — 0, mas com NAx = D constante?
Dica: essa situacdo nao corresponde mais a fendas infinitamente finas, mas a uma
fenda de abertura finita D. Note que a intensidade da onda agora € distribuida pro-
porcionalmente a altura. Distribuindo a intensidade da onda incidente pelas N fen-

das, temos que a intensidade total é (antes de tomar o limite):

I(Ap) Ax
Iiotal = T 3

Calcule o padrao de interferéncia causado por uma fenda de altura finita D a la Frau-

nhofer. Compare com o resultado obtido acima.

Considere a difracao criada pela incidéncia de uma onda plana monocromatica num

retangulo de largura vertical 2a e largura horizontal 2b cortado num anteparo localizado

no plano (x,y). A intensidade da onda resultante € projetada num anteparo a uma distancia

L>a,b.

a)

Primeiro,considere uma abertura na forma de um retangulo acima. Encontre o pa-
drdo de interferéncia como funcao dos angulos a e 8, onde a é medido desde o cen-

tro da abertura na diregdo vertical, e § é o angulo na horizontal.

b) Agora, troque a abertura por um obstdculo na forma desse retangulo. Encontre o

c)

padrdo de interferéncia. Verifique o principio de Babinet nesse caso - ou seja, que
Vs +W¥s =1, onde o é o retangulo, X é a drea do plano (x,y) menos o retangulo, e y;

¢é a onda incidente.

Deduza a secao de choque diferencial no caso do obstdculo retangular, utilizando
coordenadas polares. Em seguida calcule a se¢do de choque total e compare com a

secdo de choque geométrica desse obstaculo.




