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Mecânica Quântica [09] 

Coordenadas curvilíneas e momento angular 

Exercício 01 

Os sistemas cilíndrico e esférico de coordenadas são sistemas de referencial que permite a 

localização de um ponto qualquer em um espaço de formato cilíndrico ou esférico através de 

um conjunto de três valores, chamados de coordenadas cilíndricas, baseados nas coordenadas 

polares, e esféricas. 

a) Escreva as expressões para o gradiente, a divergência, o rotacional e o Laplaciano em 

coordenadas cilíndricas e esféricas. 

b) Calcule: 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧
Ω

 

Onde: 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧2 

Exercício 02 

Sendo J o momento angular (que pode ser o L orbital, o spin S, ou Jtotal). Utilizando o fato de 

que Jx, Jy, Jz (J ± ≡ Jx ± iJy) satisfaz as relações de comutação usuais para momento angular, 

prove que: 

𝑱𝟐 =  𝐽𝑧
2 + 𝐽+𝐽− −  ℏ𝐽𝑧 

Exercício 03 

Mostre que o operador L de momento angular orbital comuta tanto com p² quanto x². 

Exercício 04 

A função de onda de uma partícula sujeita a um potencial esfericamente simétrico V(r) é dada 

por: 

𝜓(𝒙) = (𝑥 + 𝑦 + 3𝑧) ∙ 𝑓(𝑟) 
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a) Esta é autofunção de L²? Se for, qual o valor de l? Se não for, quais os possíveis 

valores de l que podemos obter quando L² é medido? 

b) Quais as probabilidades da partícula ser encontrada em vários estados ml? 

Exercício 05 

O objetivo deste exercício é determinar autoestados degenerados do oscilador harmônico 

isotrópico tridimensional, escritos como autoestados de L² e Lz e em termos dos autoestados 

cartesianos. Mostre que os operadores de momento angular são dados por: 

𝐿𝑖 = 𝑖ℏ𝜀𝑖𝑗𝑘𝑎𝑗𝑎𝑘
†
 

𝑳² =  ℏ2[𝑁(𝑁 + 1) −  𝑎𝑘
†𝑎𝑘

†𝑎𝑗𝑎𝑗] 


