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PREFACIO DOS ORGANIZADORES

Nosso grande amigo e professor Imre Lakatos morreu
inesperadamente, em 2 de fevereiro de 1974, quando, como
de costume, estava empenhado em muitos projetos inte-
lectuais. Um dos mais importantes desses projetos era
a publicacdo da versio modificada e ampliada deste bri-
lhante ensaio, 4 Légica do Descobrimento Matemdtico,
publicado em quatro partes no British Journal for the
Philosophy of Science, 14, 1963-64. Lakatos de ha muito
havia contratado a publicacdo deste livro, mas adiava
sempre a entrega dos originais, na esperanca de emendar
e aperfeicoar ainda mais o ensaio, além de acrescentar-lthe
consideravel material. Este livro foi sobremaneira retar-
dado pela diversidade de seus interesses quanto & filosofia
da ciéncia fisica, mas, finalmente, no verdo de 1973, deci-
diu ele dar prosseguimento a publicagio. Durante aquele
verdo, discutimos com ele o plano da edigdo, e esforca-
mo-nos por produzir um livro que estivesse o mais possivel
de acordo com os desejos de Lakatos, ndo obstante, agora,
pesarosos por sua auséncia.

Assim é que incluimos trés novas secdes em acrésci-
mo ao original, “Provas e Refutacdes” (que nesta edicao
passa a ser o Capitulo I). Primeiramente, acrescentamos
uma segunda parte ao texto principal, referente a prova
vetor-algébrica de Poincaré da conjectura Descartes-Euler.
Essa parte baseia-se no Capitulo II da tese doutoral de
Lakatos em Cambridge, em 1961. (O original do ensaio
“pProvas e Refutacbes” era uma versdo muito alterada
e aperfeicoada do Capitulo I dessa tese.) Parte do Capi-
tulo III dessa tese torna-se, neste volume, o Apéndice I,
que contém ainda um estudo de caso no método de provas
e refutacbes. Refere-se & prova de Cauchy do teorema de
que o limite de qualquer série convergente de fungdes
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continuas é em si continuo. O Capitulo II do texto prin-
cipal e o Apéndice I devem dirimir a duvida, fregiiente-
mente expressa por mateméticos que leram ‘“Provas e
RefutacGes”, de que, embora o método de analise-prova
definido por Lakatos possa ser aplicado ao estudo dos polie-
dros, assunto que é ‘“quase empirico” e em que os contra-
-exemplos sdo facilmente perceptiveis, pode ser inaplicavel
a matematicas “reais”. A terceira se¢do adicional (Apén-
dice II) também se baseia numa parte do Capitulo III
da tese de Lakatos. Refere-se as conseqiiéncias de sua
posicio quanto ao desenvolvimento, apresentacio e ensi-
no da matematica.

Uma das razdes de delongas de Lakatos na publicacio
do seu trabalho foi ter ele reconhecido que parte desse
material extra, embora contendo muitas questGes novas
e desenvolvimento de sua posicdo, carecia de mais apuro e
pesquisa histérica. Isso se aplica, sobretudo, ao material
(no Apéndice I) referente a Cauchy e Fourier. Também
reconhecemos certas dificuldades e ambigiiidades, bem
como a falta de algo mais nesse material. Contudo, somos
de parecer que ndo deviamos alterar o que Lakatos es-
creveu. Quanto 3 elaboracio e acréscimo de material,
nenhum de nés estava em condicées de proporcionar
a longa e pormenorizada pesquisa histérica que o assunto
requer. Diante das alternativas de nio publicar o traba-
Iho ou entdo publicd-lo inacabado, optamos pela ultima.
Achamos que hid muito interesse nele, e esperamos que
esta publicacdo venha a estimular outros estudiosos no

‘sentido de amplid-lo e corrigi-lo, se necessario.

De modo geral, nfo achamos correto modificar
o conteido do material deixado por Lakatos, mesmo na-
quelas partes em que, com certeza, ele proprio teria
mudado a sua posi¢do. Restringimo-nos, portanto, a assi-
nalar (em notas indicadas mediante asteriscos) algumas
daquelas coisas que teriamos tentado persuadir Lakatos
a modificar para fins da presente publicacfo. (Sem duvi-
da, sua posicdo intelectual mudou consideravelmente nos
treze anos decorridos desde seu doutoramento até sua
morte. As principais modificacées em sua filosofia geral
revelam-se nos seus trabalhos [1970]. Lakatos pensava
que sua metodologia de programas de pesquisa cientifica
tinha importantes implicacGes quanto & sua filosofia da
matematica.)
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Quanto & apresentacdio, preocupamo-nos em deixar
o material como o préprio Lakatos o teria publicado
(isto €, o Capitulo I do ensaio principal) quase totalmente
sem alteracdo (com excegdo de uns poucos erros de im-
prensa e evidentes lapsos minimos). Contudo, modifica-
mos consideravelmente o material anteriormente inédito
— embora, reiteremos, apenas quanto & forma, e nio
quanto ao contetido. Como isso pode parecer um tanto
fora do comum, cabe-nos justificar nossa atitude em pou-
cas palavras,

Lakatos sempre teve muito cuidado quanto & apre-
sentacdo de trabalhos seus a serem publicados, e antes
da publicacdo ele sempre distribuia numerosas cOpias
a colegas e amigos, solicitando criticas, sugestdes e apri-
moramentos. Estamos certos de que o material inédito
ora publicado teria sido tratado do mesmo modo, e que
as alteracGes teriam sido ainda mais drasticas do que as
que ousamos fazer. Nosso conhecimento (pela experién-
cia pessoal) das dificuldades que Lakatos enfrentou para
apresentar sua posicio do modo mais claro possivel
obrigou-nos a tentar melhorar a apresentacio deste ma-
terial do melhor modo a nosso alcance. £ certo que as
novas secdes apresentadas nfo estdo redigidas da melhor
maneira como deviam, caso o préprio Lakatos tivesse re-
visto 0 material em que se baseiam, mas achamos que
sempre estivemos muito perto de Lakatos, e bastante
familiarizados com suas publicacdes anteriores, de modo
a podermos tentar a apresentacio do seu trabalho como
ele proprio o teria feito.

E-nos sobremodo agradavel a oportunidade de lancar
este livro que encerra um dos trabalhos mais impor-
tantes de Lakatos sobre a filosofia da matematica, pois
nos permite saldar parte da divida intelectual e pessoal
que temos para com ele.

JOHN WORRALL
ELIE Zanar







AGRADECIMENTOS

O material em que se baseou este livro teve longa
e variada histéria, como em parte j4 mencionamos no
Prefacio. De acordo com os agradecimentos feitos por
Lakatos no seu ensaio original de 1963-64 (reimpresso
aqui como Capitulo I), aquele trabalho comegou em
£m 1958-59, no King’s College, Cambridge, e foi lido pela
primeira vez no Seminario Karl Popper, na London School
of Economics, em marco de 1959. Outra versdo foi acres-
centada & sua tese de doutorado em Cambridge, em 1961,
na qual o restante deste livro também se baseia. A tese
fol preparada sob a supervisio do Professor R. B. Braith-
waite. Quanto a tese, Lakatos agradeceu o patrocinio
financeiro da Fundacio Rockefeller e declara ter “recebido
muita ajuda, estimulo e critica valiosa do Dr. T. J. Smiley”.
No restante dos agradecimentos de Lakatos, lemos®

Ao preparar esta tltima versio na London School of
Economics, o autor cuidou de tomar nota sobretudo das
criticas e sugestfes dos Drs. J. Agassi, I. Hacking, Pro-
fessores W. C. Kneale e R. Monﬂague, A. Musgrave,
Professor M. Polanyi e J. W. N. Watkins. O tratamento
do método de antiexcegdio foi aperfeigoado sob o estimulo
das observa%c')es criticas dos Professores G. Pélya e B. L.
Van der Warden. A distingio dos métodos de antimonstro
€ ajuste de monstro foi sugerida por B. Maclennan,

O ensaio deve ser visto sob o pano de fundo da heu-
ristica matemética revivida por Pélya e da filosofia cri-
tica de Popper.

Ao preparar este livro, os editores tiveram a coope-
ragio de John Bell, Mike Hallet, Mosché Machover e Jerry
Ravetz, que muito gentilmente leram rascunhos do Capi-




12 A L6GIcA DO DESCOBRIMENTO MATEMATICO

- tulo II e os Apéndices, contribuindo com fecundas cri-
ticas.
Cabe-nos, também, agradecer o trabalho de Sandra
D. Mitchel e especialmente de Gregory Currie, que cuida-
dosamente criticaram nosso remanejamento do material
deixado por Lakatos.
J. W.
E. Z.




INTRODUCAO DO AUTOR

Nio poucas vezes na histéoria do pensamento, acontece
que, quando surge um poderoso método novo, o estudo
daqueles problemas que podem ser tratados mediante
o novo método avanca rapidamente e atrai para si as
atencoes, a0 passo que o restante tende a ser desprezado
ou mesmo esquecido, e seu estudo relegado a um segundo
plano.

Quanto a Filosofia da Matematica, parece ter acon-
tecido isso em nosso século, em decorréncia do desenvol-
vimento dindmico da metamatematica.

O tema da metamatematica é uma abstracdo de
matematica em que teorias matematicas sdo substituidas
por sistemas formais, provas por certas seqiiéncias de
férmulas bem constituidas, definicoes por “dispositivos
abreviados”, “teoricamente dispensaveis” mas “tipografi-
camente convenientes”.! Essa abstracdo foi vislumbrada
por Hilbert de modo a proporcionar poderosa técnica para
o enfoque de alguns problemas da metodologia da mate-
matica. Ao mesmo tempo, ha problemas que caem fora
da categoria de abstracdes matemadaticas. Entre estes estdo
todos os problemas referentes & mateméatica néo-formal
(inhaltliche) e ao seu progresso, e todos os problemas
relacionados a ldgica situacional da solucdo de problemas
matematicos.

Chamarei de escola “formalista” a escola de filosofia
matemitica que tende a identificar mateméatica com sua
abstragao axiomatica formal (e a filosofia da matema-

1 Church [1956], I, pp. 76-7. Cf. também Peano [1894], p. 49 e
Russell e Whitehead [1910-13], I, p. 12. Trata-se de parte integral
do programa euclidiano tal como formulado em Pascal [1659]:
Cf. Lakatos [1962], p. 158.
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tlea com metamatematica). Uma das mais claras afirma-
¢Oes da posicdo formalista encontra-se em Carnap [1937].
Carnap quer que (a) “a filosofia seja substituida pela
légica da ciéneia...”, (b) “que a légica da ciéneia nada
mais seja que a sintaxe légica da linguagem da cién-
cia...”, (¢) “que a metamatematica seja a sintaxe da
linguagem matematica” (pp. xiii e 9). Ou entdo: a filo-
sofia da matemditica deve ser substituida pela metama-
tematica.

O formalismo desliga a histéria da matemética da
filosofia da matematica, uma vez que, de acordo com
0 conceito formalista de matemé4tica, nfio ha propriamen-
te historia da matemética. Qualquer formalista concor-
daria basicamente com a observacio de Russell, “roman-
ticamente” feita, mas com intencio séria, segundo a qual
Laws of Thought (Leis do Pensamento) (1854), de Boole,
fol “o primeiro livro escrito sobre matematica”.z O for-
malismo nega o status de matemética 4 maioria do que
comumente tem sido considerado matematica, e nada pode
dizer sobre o seu progresso. Nenhum dos perfodos “cria-
tivos” e dificilmente qualquer dos perfodos “criticos” das
teorias matematicas seriam admitidos no céu formalista
em que as teorias matematicas habitam como o serafim,
expurgado de todas as impurezas da incerteza terrestre.
Contudo, os formalistas deixam, em geral, uma pequena
porta traseira aberta para anjos caidos: se acontecer que,
por algumas “misturas de matemética e algo mais”,
pudermos encontrar sistemas formais “que os incluem em
certo sentido”, entfo eles também podem ser admitidos
(Curry [1951], pp. 56-7). Nessas condi¢cbes, Newton teve
que esperar quatro séculos até Peano e Russell, e Quine
abriu-lhe as portas do céu pela formalizacio dos Calculus.
Dirac é mais afortunado: Schwartz salvou-lhe a alma
ainda em vida. Talvez devamos mencionar aqui a condi-
¢do paradoxal do metamateméatico: por padrées forma-
listas, ou mesmo dedutivistas, ele nfo é um matemético
honesto. Dieudonné fala sobre ‘“a necessidade absoluta
imposta a qualquer matematico que cuide de integridade

2 Russell [1901]. O ensaio foi de novo publicado como Capitulo b
de Russell ([1918], sob o titulo “A Matemdtica e os Metafisicos”.
Na edicio Penguin de 1953, a citacdo pode ser encontrada 2 p. 74.
No preficio de seu [1918], Russell diz sobre o ensaio: “Sua tdnica
€ em parte explicada pelo fato de que o editor solicitou-me tornasse
o artigo o mais roméntico possivel.”
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inlelectual” (itdlicos meus) de apresentar seus raciocinios
sob forma axiomatica ([1939], p. 225).

Sob o atual dominio do formalismo, é-se tentado
a parafrasear Kant: a histéria da matemaética, 3 falta da
orientagcdo da filosofia, tornou-se cega, ao passo que
a filosofia da matema4tica, voltando as costas aos fendme-
nos mais curiosos da histéria da matematica, tornou-se
vazia.

O “formalismo” € o baluarte da filosofia do positi-
vismo légico. De acordo com o positivismo légico, o enun-
ciado s6 é significativo se for ou “tautolégico” ou empi-
ricoo Uma vez que a matematica ndo-formal nio &
“tautolégica” nem empirica, deve ser destituida de signi-
ficado, puro despropésito.® Os dogmas do positivismo
légico tém sido prejudiciais para a histéria e filosofia da
matemdtica.

O objetivo destes ensaios € enfocar alguns problemas
da metodologia da matemdtica. Emprego a palavra “meto-_
dologia” em sentido analogo ao de “heuristica”,* de Pélya
e Bernays, e "logica do descobrimento” ou “légica situa-
cional”,®* de Popper. A recente expropriacio do termo
“metodologia da matemética” para servir como sin6énimo
de “metamatematica” tem, fora de divida, um toque for-
malista. Indica que, na filosofia formalista da matemaé-
tica, ndo ha lugar adequado para metodologia como légica
do descobrimento.® De acordo com os formalistas, mate-

8 Segundo Turquette, as proposicies goedelianas sdo destituidas e
sentido ([1950], p. 129). Turquette argumenta contra Copi para
quem visto serem verdades ¢ priori, mas ndo analiticas, elas refutam
a teoria analitica do a priori ([1949] e [1950]). Nenhum dos dois
observa que a posigfio peculiar das proposicdes goedelianas deste ponto
de vista é que esses teoremas sio de matemitica nao-formal, e que,
de fato, eles estio discutindo a posicio da matematica nio-forma!
num caso particular.

4 Polyia [1945], sobretudo p. 102, e também [1954], [1962a]; Ber-
nays [1947], esp. p. 187.

8 Popper [1934], depois [1945], sobretudo p. 90 (ou na quarta edigio
(1962], p. 97); e também [1957], pp. 147.

¢ Podemos ilustrar isto, por exemplo, por Tarski [1930a] e Tarski
[1930b]. No primeiro ensaio, Tarski emprega o termo “ciéncias de-
dutivas” explicitamente como abreviagio de “ciéncias dedutivas for-
malizadas”. Diz ele: “Disciplinas dedutivas formalizadas constituem
o campo de pesquisa da matemitica aproximadamente no mesmo sen-
tido em que entidades espaciais constituem o campo de pesquisa em
geometria.” Esta sensata formula¢io recebe uma curiosa torcedura
imperialista no segundo ensaio: “As disciplinas dedutivas constituem
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matica é matemdatica formalizada. Mas que se pode desco-
brir numa teoria formalizada? Duas espécies de coisas.
Primeiro, pode-se descobrir a solugio de problemas que
a maquina Turing devidamente programada poderia re-
solver em tempo finito (como, por exemplo: certa pre-
tensa prova é ou ndo uma prova?). Nenhum matemaético
tem interesse em obedecer ao monétono “método” meca-
nico preconizado por tais processos decisérios. Segundo,
pode-se descobrir solugbes para problemas (tais como:
sera teorema certa férmula numa teoria nio conclusiva)

o tema da metodologia das ciéncias dedutivas quase no mesmo sentido
em que as entidades espaciais constituem o tema da geometria e os
animais, o da zoologia. ¥ claro, nem todas as diseiplinas dedutivas
séio apresentadas em forma apropriada para objetos de investigacio
cientifica. N&o sdo apropriadas, por exemplo, aquelas que nio re-
Pousam numa base légica definida, nfo tém regras rigorosas de infe-
réncia, e os teoremas das gquais sfo formulados na linguagem coloquial
via de regra ambigua e inexata — numa palavra, aquelas que nio
8io formalizadas. Por conseguinte, as investigacbes metamatematicas
limitam-se & discussfio de disciplinas dedutivas formalizadas.” A ino-
vacdo consiste em que, enquanto a primeira formulagio declarava
que o tema da metamatematica sdo as disciplinas dedutivas formali-
zadas, a segunda formula¢io declara que o tema da metamatematica
limita-se as disciplinas dedutivas formalizadas tfo-somente porque as
ciéncias dedutivas nido formalizadas nio sio objetos apropriados para
investigagio cientifica. Isso implica que a pré-histéria de uma disci-
plina formalizada nio possa ser tema de investigacdo cientifica — di-
ferentemente da pré-histéria de uma espécie zoolégica, que pode ser
tema de uma teoria da evolucdio muito cientifica. Ninguém ters dd-
vida de que alguns problemas de teoria matematica s podem ser
enfocados depois de formalizados, assim como alguns problemas sobre
os seres humanos (por exemplo, os referentes 3 sua anatomia) 86
podem ser enfocados apés sua morte. Mas poucos ira@o inferir disso
que o3 seres humanos “sé sio apropriados para investigagio cienti-
fica” quando apresentados sob forma “morta”, e que, por conseguinte,
a3 pesquisas biolégicas limitam-se & discussiio de seres humanos mor-
tos — muito embora eu nio ficasse surpreso se algum discipulo en-
tusiasta de Vesalius nos gloriosos dias da anatomia primitiva, quando
surgiu o novo método de dissecacdo, identificasse a biologia com a
analise de corpos mortos.

No preficio de seu [1914], Tarski amplia sua atitude negativa
quanto & possibilidade de qualquer espécie de metodologia que néo
sejam sistemas formais: “Um curso na metodologia das ciéncias em-
biricas... deve, em geral, limitar-se a estimativas e criticas de ten-
tativas e esforcos mal sucedidos.” A razio é que as ciéncias empiri-
cas néo sio cientificas: porque Tarski define uma teoria cientifica
como “um sistema de proposi¢es asseridas, dispostas de acordo com
certas regras” (ibidem).
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em que sO se pode ser orientado pelo “método” do “vis-
lumbre indisciplinado e boa sorte”?

Ora, essa fria alternativa entre o racionalismo da
maquina e o irracionalismo da suposi¢do cega nfo preva-
lece no caso da matematica viva: 7 uma investigacdo de
mateméatica ndo-formal ensejard fecunda légica situacio-
nal para matematicos operosos, logica situacional que nem
é mecinica nem irracional, mas que nfo pode ser reco-
nhecida e muito menos estimulada pela filosofia forma-
lista.

A histéria da matematica e a 16gica do descobrimento
matemaético, isto é, a filogénese e a ontogénese do pensa-
mento matematico,® nio se podem desenvolver sem a
critica e rejeicdo definitiva do formalismo.

Mas a filosofia formalista da matematica tem raizes
muito profundas. E o ultimo elo na longa corrente das
filosofias dogmatistas da matematica. Por maijs de dois
mil anos, tem havido discuss@o entre dogmdticos e céticos.
Os dogmaticos sustentam que — gracas ao poder do inte-
lecto ou dos sentidos, ou de ambos — podemos alcancar
a verdade e saber que a alcancamos. Os céticos, por outro
lado, afirmam que ndo podemos atingir a verdade de

7 Uma das mais perigosas extravagincias da filosofia formalista é
o habito de (1) declarar alguma coisa — corretamente — sobre sis-
temas formais; (2) depois dizer que isso se aplica & “mateméitica” —
o que também é certo se aceitarmos a identificagio da matemdtica com
sistemas formais; (8) depois, com uma sub-repticia alteragdo do
significado do termo, empregar “matemitica” mno sentido comum.
Assim, diz Quine ([1951], p. 87) que “isto reflete a situacio mate-
mAtica caracteristica; o matematico descobre sua prova por vislumbre
e boa sorte, de modo nio previsto, mas, em seguida, outros matema-
ticos conferem sua prova”. Mas, nio raro, conferir uma prova comum
(nfo formal) é tarefa muito delicada, e acertar com um “engano”
exige tanto vislumbre e sorte quanto para acertar com a prova: a
descoberta de “enganos” em provas nio formais pode as vezes levar
décadas — se nio séculos.

8 H. Poincaré e G. Pélya propdem aplicar a “lei biogenética funda-
mental” de E. Haeckel sobre a ontologia resumindo a filogenia ao
desenvolvimento mental, sobretudo ao desenvolvimento mental mate-
mético. (Poincaré [1908], p. 185, e Pélya [1962b]). Citando Poincaré:
“0s zodlogos afirmam que o desenvolvimento do embrifio de um ani-
mal reproduz, em resumo, toda a histéria dos seus antepassados atra-
vés do tempo geolégico. Parece acontecer o mesmo com o desenvolvi-
mento das mentes... Por esta razfo, a histéria da ciéncia deve 3er
nosso primeiro guia” (C. B. Halsted, traducio autorizada, p. 437).
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modo algum (a menos que mediante a experiéncia mis- -
tica), ou que nfo podemos saber se alcancamos isto ou
aquilo. Nesse grande debate, em que os argumentos sdo,
por vezes, atualizados, a matematica tem sido o orgu-
lhoso reduto do dogmatismo. Sempre que o dogmatismo
mateméatico caja em “crise”, vez por outra nova versio
proporcionava auténtico rigor e fundamentos decisivos,
com jsso restaurando a imagem da matematica autori-
taria, infalivel e irrefutavel, “a unica Ciéncia que até
aqui aprouve a Deus conceder 4 humanidade” (Hobbes
[1651], p. 15). Os céticos, em maioria, resignaram-se a
impenetrabilidade dessa fortaleza da epistemologia dogma-
tica.® Um desafio est4 agora vencido.

O nucleo desse estudo de caso desafiard o formalis-
mo matematico, mas nédo desafiard diretamente as posi-
¢oes ultimas do dogmatismo matematico. Seu modesto
objetivo & formular a questdo de que a matematica nao-
-formal, semi-empirica, ndo progride mediante monétono
aumento do numero de teoremas indubitavelmente esta-
belecidos, mas mediante incessante aperfeicoamento de
opinides por especulagdo e critica, pela légica das provas
e refutacoes. Dado, porém, que a metamatemética é para-
digma de matemadtica nio-formal, semi-empirica, atual-
mente em rapido progresso, o ensaio, por implicacdo, sera
também um desafio ao moderno dogmatismo matematico.
O estudante da recente histéria da metamatematica iden-
tificara os padrdes aqui expostos em seu préprio campo.

A forma dialogada deve refletir a dialética do caso;
significa conter uma espécie de racionalidade reconstrui-
da ou histéria “destilada”. A verdadeira histéria aparecerd
nas notas de pé de pdgina, a maioria das quais, portanto,
deve ser tomada como parte orgdnica deste ensaio.

? Para uma anilise do papel da matemstica na controvérsia entre
dogmatismo e ceticismo, veja-se meu [1962].




I

1. Um Problema e uma Conjectura

O diilogo da-se numa sala de aula imaginaria. A turma
esta interessada num PROBLEMA: haverd uma relacéo
entre o numero de vértices V, o numero de arestas A
e o0 numero de faces F dos poliedros — sobretudo dos
poliedros regulares — anéloga & relagio trivial entre
o ntmero de vértices e arestas de poligonos, isto é, haverd
tantas arestas quanto vértices: V = A4? Esta dltima re-
lagdo permite-nos classificar os poligonos de acordo com
o nimero de arestas (ou vértices): tridngulos, retérnguloes,
pentagonos etc. Relacdo andloga permitiria -classificar
poliedros.

Os participantes do didlogo, depois de muita tenta-
tiva e erro, observam que para todos os poliedros regula-
res V—A 4+ F =21 Alguém aventura o palpite de que

1 QObservado pela primeira vez por Euler [1758a]. Seu problema
original era a classificagdio de poliedros, cuja dificuldade foi acentuada
no sumério editorial: “Enquanto em geometria plana os poligonos
(figurae rectilineae) podiam ser classificados muito facilmente de
acordo com o niimero de lados, o qual é evidentemente sempre igual
a0 ntmero de seus angulos, em estereometria a classificagiio dos
poliedros (corpora hedris planis inclusa) representa problema muito
mais dificil, visto que somente o nimero de faces & insuficiente para
esse fim.”

A chave para o resultado de Euler foi a invengdo dos conceitos
de vértice e aresta: foi ele quem primeiro observou que, além do
nimero de faces, o nimero de pontos e linhas na supericie do poliedro
determina o seu carater (topolégico). ¥ interessante que ele tenha
estado ansioso por acentuar a novidade de sua estrutura conceitual,
e que tenha inventado o termo “acies” (aresta) em vez do antigo
“latus” (lado), visto que latus era um conceito poligonal, ao passo
que ele queria wm conceito poliedral. Por outro lado, mantinha o
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isso pode aplicar-se a qualquer poliedro, Qutros tentam
falsear esta comjectura, tentando pé-la a prova de muitos
modos diferentes, com resultado satisfatorio. Os resultados
corroboram a conjectura, e sugerem que ela pode ser
provada. E a esta altura — depois das fases problema
e conjectura — que entramos em sala.? O professor tem
como plano de aula precisamente oferecer uma prova.

2. Uma Prova

PROFESSOR: Em nossa ultima aula, chegamos a uma con-
jectura referente aos poliedros, isto é, que para todos os
poliedros V — 4 + F = 2, em que V é o nimero de
vértices, 4 o nimero de arestas e F o numero de faces,
Pusemo-la 4 prova por diversos métodos. Mas ainda nao
a comprovamos. Alguém tera descoberto uma prova?

ALUNO SIGMA: “Quanto a mim, devo admitir que néo fui
capaz ainda de vislumbrar uma prova rigorosa desse teo-

termo “angulus solidus” para os séus vértices em formato de pontas.
Tem sido recentemente admitido que a prioridade do resultado cabe
a Descartes. A base para isso é um manuscrito de Descartes [c.1639]
copiado por Leibniz, em Paris, do original em 1675-6, redescoberto e
publicado por Foucher de Careil em 1860. A prioridade nfo deve
ser atribuida a Descartes sem restrigbes. E certo que Descartes
declara que o niimero de &ngulos planos iguala 2 ¢ + 2 @« — 4 em
que por ¢ ele entende o nimero de faces e por a« o nimero de
dngulos sélidos. Certo é também que ele declara haver duas vezes
mais angulos planos que arestas (latera). Essas declaracdes con-
juntas, evidentemente, dio a férmula de Euler. Mas Descartes nio
chegou a esse ponto, visto que pensava ainda em termos de Angulos
{planos e sélidos) e faces, e nido fez uma alteracio revolucioniria
consciente dos conceitos de vértices nﬁe’%ﬂimensionais, arestas unidi-
mensionais e faces bidimensionais como base necessiria e suficiente
para a plena caracterizagio topolégica de poliedros.

2 Euler testou a conjectura a fundo pelas consegiiéncias. Conferiu-a
para prismas, pirimides etc. Podia ter acrescentado que a propo-
sicdo de que existem apenas cineo corpos regulares é também con-
seqiiéncia da conjectura. Qutra conseqiiéncia suspeitada é a propo-
sicdo até aqui corroborada de que quatro cores sdo suficientes para
colorir um mapa.

A fase de conjecturar e testar no caso de V — A + F = 2
€ discutida em Pélya ([1954], vol. 1, as primeiras cinco seges do
terceiro capitulo, pp. 35-41). Podlya parou nesse ponto, e nio trata
da fase da prova — embora, evidentemente ele observe a necessidade
de uma heuristica de “problemas a provar” ([1945], p. 144). Nossa
discusséo inicia onde Pélya deixa a guestdo.
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rema... Como, porém, a verdade dele ficou patente em
tantos casos, nio pode haver duvida de que ela valha
para qualquer solido. Assim, a proposicdo me parece satis-
fatoriamente demonstrada.”?® Mas se o senhor tem uma
prova, por favor, apresente-a.

PROFESSOR: De fato, tenho uma. Consiste da seguinte
reflexfo. Primeiro passo: Imaginemos que o poliedro seja
oco, com uma superficie feita de borracha fina. Se remo-
vermos uma das faces, podemos estender a superficie res-
tante no quadro-negro, sem rasga-la. As faces e arestas
ficardo deformadas, as arestas poderdo ficar curvas, mas
V e A nio se alterario, de modo que@f@_
V — A 4+ F = 2 para o poliedro original) V — A + F =

= 1 para essa estrutura plana-lembri ‘que removemos
uma face. A Figura 1 mostra o desenho plano para o caso
de um cubo, Segundo passo: agora, triangulamos nosso
mapa — que, na verdade, parece um;{ mapa geografico.
Desenhamos diagonais (possivelmente "curvilineas) naque-
les poligonos (possivelmente curvilineos) que@ nao sao
tridangulos (possivelmente curvilineos). Ao desenharmos
cada diagonal, aumentamos tanto A como F de um, de
modo que o total V — A 4 F nao se alterard (Fig. 2).

-
| @
Fig. 1 Rig. 2

Terceiro passo: do desenho triangulado, retiramos agora
os triffigulos um a um. Para remover um tridngulo nos
ou removemos uma aresta — com o que uma face o
uma aresta desaparecem (Fig. 3(a)), ou removemos duas
arestas e um vértice — com o que uma face, duas arestas
e um vértice desaparecem (Fig. 3(b)). Desse modo, se
V — A + F = 1 antes de o tridngulo ser removido, assim
continua depois que o tridngulo for removido. No final

3 Euler ([1758z], p. 119 e p. 124). Mais tarde, porém [17580],
ele propds uma prova.
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desse processo, temos um Gnico tridngulo. Para este caso,
& verdadeira a formula V — A 4+ F = 1. Desse modo
provamos nossa conjectura. * ’
ALUNO DELTA: Agora O senhor pode chamé-la de teo-

Z:zga.s Nio se vé o que mais exista de conjectural no

(a) Fig 38

ALUNO ALFA: Tenho alguma davida. Percebo que essa
experiéncia pode Sser feita para um cubo ou para um
tetraedro, mas como poOsso saber que podera ser feita para
qualquer poliedro? Por exemplo, o senhor esta seguro de
que qualquer poliedro, depois de retirarmos uma de suas
faces, pode ser esticado planamente 70 quadro-negro?
Tenho minhas duvidas quanto ao primeiro passo.

ALUNO BETA: O senhor esta seguro de que ao triangular
o mapa teremos sempre UmMa nova face para uma novd
aresta? Tenho duvidas quanto ao segundo passo.

ALUNO GaMA: O senhor esta certo de que hd apends
duas alternativas — O desaparecimento de uma aresta
ou entdo de duas arestas e um vértice — quando se reti-
ram os tridngulos um a um? O senhor tem mesmo certeza
de que ficamos com Um dnico tridngulo mo final desse
processo? Tenho duvidas quanto ao terceiro passo.
PROFESSOR: E claro, nio tenho certeza.

4 FEssa jdéia de prova decorre de Cauchy [1813a].

5 A opinido de Delta de que essa prova determinou o “teorema”
fora de divida foi partilhada por muitos mateméticos mo séeulo XIX,
como por exemplo Crelle [1826-71, 2, PP- 668-71, Matthiessen [18631,
p. 449, Jonquidres [1890a] e [1890b]. Citando uma passagem carac-
teristica: “Depois da prova de Cauchy, tornou-se absolutamente indu-
bitivel que a elegante relagio V + F = A + 2 aplica-se a todos
os tipos de poliedros, £al como Euler declarou em 1752. Em 1811
toda incerteza deve ter desaparecido” (J onquiéres [1890a], vp. 111-12).
6 A turma é um tanto avangada. Para Cauchy, Poinsot e muitos
outros excelentes mateméticos do géculo XIX, essas questdes ndo
existiam.
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ALFA: Mas, neste caso, estamos em situaciio pior que
antes! Em vez de uma conjectura, temos agora pelo menos
trés! E o senhor chama isto de “prova’!

PROFESSOR: Reconheco que o nome tradicional de “prova”
no caso por mim dado pode, corretamente, ser conside-
rado um tanto enganador. Sou de parecer que ela néo
estabelece a verdade da conjectura.

pELTA: Entdo, para que serve ela? A seu ver, que € que
uma prova matemética prova?

PROFESSOR: Trata-se de uma questdo sutil que tentarel
responder mais tarde. Até 14, proponho mantermos o ter-
mo consagrado pelo tempo, aceitando “prova” como uma
experiéncia mental — ou “semi-erperiéncia” —que sugere
a decomposicio da conjectura original em subconjectura
ou lemas, assim encaizando-a num corpo de conhecimento
possivelmente muito distante. Nossa ‘“prova”, por exem-
plo, encaixou a conjectura original — sobre cristais, ou,
digamos, sOlidos — na teoria das folhas de borracha.
Descartes ou Euler, pais da conjectura original, certa-
mente nem sonharam com isto.”

7 Experiéncia mental (deiknymi) era o mais antigo padréo de prova
matematica. Prevaleceu na matematica grega pré-euclidiana (cf.
A. Szabé [1958]).

Para matematicos antigos, era lugar-comum que conjecturas (ou
teoremas) precedam provas na ordem heuristica. Isso decorria da
precedéncia heuristica da “andlise” em relagio 3 “sintese”. (Para
excelente discussdo, veja-se Robinson [19386]). De acordo com Proclos,
“g. .. necessario saber de antemdo o que se procura” (Heath [1925],
I, p. 129). “Eles diziam que teorema é aquilo que & proposto com
vistas & demonstracdo da prépria coisa proposta” — diz Pappus
(ibid. I, p. 10). Os gregos ndo pensavam muito em proposicdes
que lhes ocorriam no curso da dedugio, sobre as quais nio tivessem
feito suposicdes anteriormente. Chamavam-nas de porismos, coroldrios,
resultados casuais decorrentes da prova de um teorema ou da solugio
de um problema, resultados nio diretamente procurados, mas que
apareciam, como que por acaso, sem trabalho a mais constituindo,
ecomo o diz Proclus, uma espécie de fruta caida (ermaion) ou pre-
gente (kerdos) (ibid. I, p. 278). Lemos no sumirio editorial de
Euler (1756-7) que teoremas aritméticos “foram descobertos muito
antes que sua verdade tivesse sido confirmada por rigidas demons-
tragbes”. Tanto o editor como Euler empregam para esse processo
de descoberta o termo moderno “inducfio” em vez de a antiga “anilise”
(ibid.). A precedéncia heuristica do resultado sobre o argumento,
do teorema sobre a prova, tem profundas raizes no folclore mate-
mético. Citemos algumas variaces sobre um tema conhecido: Diz-se
que Crisipo escreveu a Eleantes: “Mande-me um teorema e lThe
acharei as provas” (cf. Diégenes Laércio [c.200], VIL. 179). Diz-se




24 A L6Gica D0 DESCOBRIMENTO MATEMATICO

3. Critica da Prova Mediante Contra-Exemplos Locais,
Mas ndo Globais

PROFESSOR: Esta decomposicdo da conjectura sugerida
pela prova abre novas perspectivas para testagem. A de-
composicio desdobra a conjectura numa frente mais
ampla, de modo que a nossa critica tem mais alvos. Temos
agora pelo menos trés oportunidades para contra-exem-
plos em vez de apenas umal

gama: J4 exprimi meu desacordo quanto ao seu terceiro
lema (isto é, que ao retirarmos tridngulos da rede
que resultou do esticamento e subseqiiente triangulaco,
temos apenas duas possibilidades: retiramos uma aresta
ou retiramos duas arestas e um vértice). Suspeito que
possam surgir outros padrbes quando retirarmos um
tridngulo.

PROFESSOR: Suspeita nfo é critica.

caMma: E contra-exemplo, por acaso, é critica?
PROFESSOR: Certamente. As conjecturas desprezam desa-
provacio e suspeita, mas ndo podem ignorar contra-
-exemplos.

TeETa (3 parte): As conjecturas sfo obviamente muito
diferentes daqueles que as representam.

GaMma: Proponho um contra-exemplo frivial. Tomemos
a estrutura triangular resultante da execugio das duas
primeiras operacoes num cubo (fig. 2). Ora, se retirar-
mos um tridngulo de dentro dessa estrutura, como pode-
riamos retirar uma peca num jogo de quebra-cabeca,
retiro um tridngulo sem retirar uma unica aresta ou um

que Gauss reclamava: “H4 muito tempo tenho meus resultados; mas
néo sei ainda como devo chegar a eles” (cf. Arber [1945], p. 47),
e Riemann: “Se eu tivesse 86 teoremas! Bem facilmente entio eu
acharia as prgvas”, (Cf. Holder [1924], p. 487). Polya acentua:
“Tem-se que b um teorema matematico tes de prova-lo”
([1954], vol. 1,7p. vi). : Vﬁ:tﬁf

O termo “semi-experimento” é tirado do citado sumdrio editorial
de Euler [17538]. De acordo com o editor: “Como devemos referir
os niimeros puramente ao intelecto, dificilmente podemos compreender
como observagdes e semi-experimentos podem ser de valor na investi-
gacio da natureza dos niimeros. Contudo, de fato, como mostrarei
com muito boas razdes, as propriedades dos nimeros conhecidas hoje
foram descobertas, na maioria, pela observagio...” (Tradugio de
Pélya; em seu [1954], I, p. 3 ele equivocadamente atribui a rvitagho
a Euler).



Prova E CoNTRA-ExeEMPLOS Locals 25

vértice. Assim, o terceiro lema é falso — e ndo apenas
no caso do cubo, mas para todos os poliedros, exceto
o tetraedro, na estrutura plana da qual todos os trian-
gulos sdo limites de tridngulos. Sua prova, professor,
comprova o teorema de Euler para o tetraedro. Mas ja
sabiamos que V — A + F = 2 para o tetraedro, entéo
que é que ela comprova?

PROFESSOR: Vocé tem razdo. Mas observe que o cubo que
serve de contra-exemplo para o terceiro lema nfo é tam-
bém contra-exemplo para a conjectura principal, visto
que para 0 cubo V — 4 4 F = 2. Vocé demonstrou
a pobreza do argumento — a prova — mas ndo a falsi-
dade de nossa conjectura.

ALFA: Nesse caso, o senhor despreza a sua prova?
PROFESSOR: De modo algum. Critica nfo significa neces-
sariamente destruicdo. Aperfeicoarei minha prova, de
modo a que ela suporte a critica.

GamMA: De que modo?

PROFESSOR: Antes de mostrar de que modo, permitam-me
que introduza a seguinte terminologia. Chamarei de
“contra-exemplo local” aquele que refutar um lema (sem
" necessariamente refutar a conjectura principal), e cha-

5 7
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Fig. 4

marei de “contra-exemplo global” aquele que refutar a
prépria conjectura principal. Assim, o seu contra-exemplo
é local, mas nio global. Um contra-exemplo local, porém,
nio global é critica da prova, mas ndo da conjectura.
caMA: Assim sendo, a conjectura pode ser verdadeira,
mas a sua prova néo serve para ela.

PROFESSOR: Mas eu posso, facilmente, elaborar, e melho-
rar a prova, substituindo o lema falso por um outro ligei-
ramente modificado, que o seu contra-exemplo néo re-
futard. Ndo mais discuto que a retirada de qualquer
tridngulo segue um dos dois padrées mencionados, mas
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que, em cada fase da operagdo de retirada a remogdo de
qualquer tridngulo lmitrofe segue um desses padroes.
Voltando & minha experiéncia mental, tudo o que temos
a fazer é inserir uma unica palavra no terceiro passo,
isto &, que “da estrutura triangulada retiramos agora 0s
tridngulos limitrofes um a um”. Vocé concordara em que
foi preciso apenas uma insignificante observagio para cor-
rigir a prova.?

gama: Nio acho que sua observacdo tenha sido téo
insignificante; de fato, ela foi muito engenhosa. Para
esclarecer isso, mostrarei que ela é falsa. Tomemos de novo
a estrutura plana do cubo e retiremos oito dos dez trian-
gulos na ordem dada na fig. 4. Na remocgio do oitavo
tridngulo, que é certamente um tridngulo limitrofe, reti-

ramos duas arestas e nenhum vértice — o que altera
V — A + F em 1. E ficamos com os dois triAngulos 9 e 10
desligados.

PROFESSOR: Bem, eu poderia salvar minha posigdo dizen-
do que eu queria dizer por tridngulo limitrofe aquele cuja
retirada nio desmonta a estrutura. Mas a honestidade
intelectual me impede de fazer modificagio sub-repticia
em minha posicio mediante sentencas iniciadas com “eu
queria dizer...”. De modo que admito agora que devo
substituir a segunda versdo da operacdo de retirada de
tridangulo por uma terceira versdo: que retiramos os trian-
gulos um a um de modo a que ndo se altere V — A + F.
kapa: De bom grado, concordo em que o lema corres-
pondente a esta operaciio € verdadeiro, a saber, se reti-
rarmos os tridngulos um a um de modo que V. — A + F
ndo se altere, entdo V — A + F néo se altera.
PROFESSOR: Nao. O lema é que os tridngulos em nossa
estrutura podem ser de tal modo numerados que, a0
retira-los na ordem certa, V — A + F nao se alterard
até que atinjamos o Ultimo tridngulo.

KAPA: Mas como se construiria esta ordem certa, se acaso
ela existe??® Sua primeira experiéncia mental deu a ins-

8 Lhulier, ao corrigir de modo semelhante a prova de Euler, diz
que ele fez apenas uma “minima observagio” ({1812-13¢], p. 179).
O préprio Euler, contudo, desistiu da prova, visto que notou a difi-
culdade mas néo pdde fazer aquela “minima observagao”.

9 Cauchy pensava que a instrugio para achar em cada estigio um
triangulo que possa ser retirado ou pela retirada de duas arestas
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trucdo: retirar os tridngulos em qualquer ordem. Sua
experiéncia mental modificada deu a instrucéo: retirar
tridngulos limitrofes em qualquer ordem. Agora o senhor
diz que temos de seguir uma ordem determinada, mas
o senhor ndo diz qual seja a ordem, nem se ela acaso
existe. Assim, sua experiéncia mental cai por terra. O se-
nhor melhorou a analise da prova, isto é, a lista de lemas;
mas a experiéncia mental que o senhor chamou de “prova”
desapareceu.

RrRO: S0 o terceiro passo desapareceu.

xapA: Além disso, o senhor terd melhorado o lema? As
suas duas primeiras versbes simples pelo menos pareciam
trivialmente verdadeiras antes de refutadas; mas a verséo
extensa, remendada, nem mesmao parece plausivel. O se-
nhor acredita realmente que ela resiste & refutacfo?
PROFESSOR: Proposigdes “plausiveis” ou mesmo “trivial-
mente verdadeiras” em geral sio prontamente refutadas:
conjecturas complicadas, implausiveis, amadurecidas na
critica, podem atingir a verdade.

omEca: ET que acontece mesmo que suas “conjecturas
complicadas” forem falseadas e ent@o o senhor ndo puder
substitui-las por outras ndo falseadas? Ou entao, se 0 se-
nhor ndo conseguir melhorar mais © argumento por
remendo local? O senhor teve &xito no caso de um contra-
-exemplo local que ndo era global ao substituir o lema
refutado. Mas que acontece se o senhor néo tiver éxito na
préxima vez?

PROFESSOR: Boa questdo. Anotarei para tratarmos dela
amanha.

e um vértice ou uma aresta pode ser trivialmente executada para
q_ualquer poliedro [1813a], p. 79). Isto se relaciona com a incapa-
cidade de imaginar um poliedro que ndo seja homeomérfico com a
esfera.
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4, Critica da Conjectura Mediante Contlra-Exemplos
Globais

ALFA: Tenho um contra-exemplo que falseard seu pri-
meiro lema — mas se trata também de contra-exemplo
para a conjectura principal, isto é, ser4d também um
contra-exemplo global.

PROFESSOR: Ora bem! Muito interessante. Vejamo-lo.
ALFA: Imaginemos um s6lido determinado por um par
de cubos — par de cubos, um dos quais incluso no outro,
mas que nio toca o outro (fig. 5). O cubo oco falseia
o seu primeiro lema, porque, ao retirar uma face do cubo
interno, o poliedro nio serd extensivel num plano. Nem
adianta retirarmos uma face do cubo externo. Além disso,
para cada cubo V — A4 + F = 2, de modo que para
ocuboocoV — A + F = 4. ‘

PROFESSOR: Boa demonstracdo. Chamemo-la Contra-exem-
plo 1.1 E daf?

(a) Rejeicdo da conjectura. Método da rendicdo.

caMA: Professor, a sua trangiiilidade me deixa perplexo.
Um tnico contra-exemplo refuta uma conjectura tanto
quanto dez. A conjectura e sua prova falharam completa-
mente. Mios ao alto! O senhor tem que se render. Jogue
fora a falsa conjectura, esqueca-a e tente um enfoque
radicalmente novo.

PROFESSOR; Concordo com vocé em que & conjectura re-
cebeu severa critica pelo contra-exemplo de Alfa. Mas
é falso que a prova tenha “falhado completamente”. Se,
por ora, vocé concordar com minha primeira proposta no
sentido de empregar a palavra “prova” com referéncia
a uma “experiéncia mental que leve a decomposicdo da

10 Esse contra-exemplo 1 foi notado pela primeira vez por Lhulier
([1812:13a], p. 194). Mas o editor Gergonne acrescentou (p. 186)
que ele mesmo notara isso muito antes do ensaio de Lhulier. Nao é
o caso de Cauchy, que publicou sua prova um ano antes. I esse
contra-exemplo seria redescoberto vinte anos mais tarde por Hessel
([1832], p. 16). Tanto Lhulier como Hessel foram levados & sua
descoberta por colegbes minerais nas quais notaram alguns cristais
duplos, em que o cristal interno nac é transhicido, mas o externo
sim. Lhulier reconhece o estimulo da colegdo de cristal de seu pro-
fessor e amigo Pictet ([1812-13al, p. 188). Hessel refere-se a cubos
de sulfureto de chumbo contidos em cristais de floreto de cdlcio trans-
ldcidos ([1832], p. 16).
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conjectura original em subconjecturas”, em vez de em-
prega-la no sentido de “garantia de verdade certa”, ndo
deve tirar essa conclusdo. Minha prova, com certeza, com-
prova a conjectura de Euler no primeiro sentido, mas néo
necessariamente no segundo. Vocé estad interessado apenas
em provas que “provem” o que pretendemos provar. Estou
interessado em provas mesmo que elas nio realizem
a tarefa pretendida. Colombo nfo chegou a India, mas
descobriu coisa muito interessante.

aLFa: De acordo com sua filosofia, entdo — embora um
contra-exemplo local (se nio global ao mesmo tempo)
seja critica da prova, mas nfo da conjectura — um
contra-exemplo global é critica da conjectura, mas néo
necessariamente da prova. O senhor concorda em ren-
der-se quando & conjectura, mas defende a prova. Mas
se a conjectura é falsa, que é neste mundo que prova
a prova?

GamMa: Sua analogia com Colombo desmorona Aceitar
um contra-exemplo global deve significar rendicdo total.

(b) Rejeigdo do contra-exemplo. O método do antimonstro

DELTA: Mas por que aceitar o contra-exemplo? Provamos
nossa conjectura — ela é agora um teorema. Admito que
ela se choca com o chamado “contra-exemplo”. Temos que
nos desfazer de um dos dois. Mas por que nos desfazermos
do teorema se ele foi comprovado? E a “critica” que tem de
ser banida. E falsa critica. Este par de cubos, um dentro
do outro, ndo é absolutamente um poliedro. E um monstro,
um caso patolégico, e ndo um contra-exemplo.

eAMA: Por que nio? Poliedro é um sdlido cuja super-
ficie consiste de faces poligonais. E meu contra-exemplo
¢ um sélido determinado por faces poligonais.
PROFESSOR: Chamemos a esta definicdo de Def. 1.1
DELTA: Sua definicdo estd incorreta. Um poliedro deve
ser uma superficie: ele tem faces, arestas, vértices, pode
ser deformado, estendido num quadro-negro, e nada tem

11 A Definigdo 1 ocorre pela primeira vez no século XVIII; p. ex.
“Da-se o nome de sélido poliedral, ou simplesmente poliedro, a qualquer
sélido ligado por planos ou faces planas” (Legendre [1809], p. 160).
Definigio semelhante é dada por Euler ([1758a]. Euclides, embora
definindo cubo, octaedro, pirAmide, prisma, ndo define o termo genérico
poliedro, mas as vezes o emprega (p. ex. Livro XII, Segundo Pro-
blema, Prop. 17).




30 A L6GIcA DO DESCOBRIMENTO MATEMATICO

a ver com o conceito de “sélido”. Poliedro é uma superfi-
cie que consiste de um sistema de poligonos.

PROFESSOR: Chame a isso de Def. 2. 12

pELTA: Desse modo, o senhor realmente nos mostrou dois
poliedros — duas superficies, uma completamente dentro
da outra. Uma mulher com o filho no utero nio é contra-
-exemplo da tese de que os seres humanos tém uma
cabeca.

— /]

Fig. 6

(a)

ALFA: Ora pois! Meu contra-exemplo gerou novo conceito
de poliedro. Ou vocé tem coragem de afirmar que por
poliedro vocé sempre entendeu uma superficie?
PROFESSOR: Por ora, aceitemos a Def. 2 de Delta. Vocé
pode agora refutar nossa conjectura se por poliedro enten-
demos uma superficie?

ALFA: Certamente. Tomemos dois tetraedros que tenham
uma aresta em comum (fig. 6 (a) ). Ou, tomemos dois
tetraedros que tenham um vértice em comum (fig. 6 ®)).
Ambos esses gémeos estdo ligados, ambos constituem uma

12 Encontramos a Definicdo 2 implicitamente em um dos ensaios de
Jonquitres lidos na Academia Francesa contra os que pretendiam
refutar o teorema de Euler. Esses ensaios sio um tesouro de técnicas
anti-monstro. Ele troveja contra o monstruoso par de cubos encaixados
de Lhulier: “Esse sistema nfo é realmente um poliedro, mas um par
de poliedros distintos, cada qual independente do outro... Poliedro,
pelo menos do ponto de vista classico, s6 merece o nome se, antes
de tudo o mais, um ponto puder mover-se continuamente sobre toda
a sua superficie; ndo é o caso aqui... Essas primeiras excegdes
de Lhulier podem, portanto, ser descartadas” ([1890b], p. 170). Essa
definicio — comparada com a Definigio 1 — & muito bem aceita por
topologistas analiticos, que ndo estfo absolutamente interessados na
teoria dos poliedros como tais, mas apenas como auxiliares da teoria
das superficies.
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Unica superficie. E vocés podem conferir que para ambos
VA4 F=3

PROFESSOR: Contra-Exemplos 2a e 2b.13

pELTA: Causa-me admiragdo sua imaginacéo doentia,
mas é claro que eu ndo quis dizer que qualquer sistema,
de poligonos seja um poliedro. Por poliedro entendo um
sistema de poligonos dispostos de tal modo que (1) exata-
mente dois poligonos se encontrem em cada aresta e
(2) seja possivel ir de dentro de qualquer poligono para
o interior de qualquer outro poligono por uma via que
jamais cruze qualquer aresta num vértice. Os seus dois
primeiros gémeos seréo excluidos pelo primeiro critério
em minha definicio, e os segundos gémeos pelo segundo
critério.

PROFESSOR: Def. 3.1

aLFA: Admira-me sua patolégica habilidade em inven-
tar uma definicio ap6s outra como barricadas contra
a falsificacdo de suas idéias insignificantes. Por que nao
definir logo o poliedro como um sistema de poligonos
que satisfaz a equagio V — A + F = 2? Esta Definicdo
Perfeifa. ..

KAPA: Def. P.15

ALFA: ...liquidaria a questio de uma vez por todas. Nao
haveria necessidade de investigar o assunto mais a fundo.
pELTA: Mas nio existe no mundo um s6 teorema que
ndo possa ser falseado por monstros.

PROFESSOR: Sinto interrompé-los. Como vimos, a refuta-
cio mediante confra-exemplos depende do significado dos

13 Qs contra-exemplos 2a e 2b foram omitidos por Lhuylier e des-
cobertos pela primeira vez por Hessel ([1832], p. 13).

14 A Definicdo 3 surge pela primeira vez para impedir tetraedros
gémeos em Mgbius ([1865], p. 32). Encontramos essa perturbadora
definico reproduzida em alguns manuais modernos do modo usual
autoritdrio do “acredite se quiser”; a histéria passada desse antimons-
tro — que pelo menos o explicaria — nio é contada (p. ex. Hilbert
e Cohn-Vossen [1856], p. 290).

16 A Definigiio P, de acordo com a qual a eulerianidade seria uma
caracteristica definicional de poliedros, foi pela primeira vez sugerida.
de fato por R. Baltzer: “Os poliedros comuns séo de fato chamados
(segundo Hessel) de poliedros eulerianos. Seria mais adequado achar
um nome especial para poliedros néo auténticos (uneigentliche)”
([1862] vol. 2, p. 207). A referéncia a Hessel é infeliz: Hessel em-
pregava o termo “euleriano” simplesmente como abreviagfo para
poliedros para os quais a relagdo de Fuler vale, distinguindo-se po-
liedros ndo-eulerianos ([1832], p. 19). Para Def. P veja-se também
a citacio de Schlifli na nota seguinte.
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termos em questdo. Se um contra-exemplo tiver que ser
critica objetiva, temos de concordar com O significado
dos nossos termos. Podemos chegar a tal acordo ao defi-
nir o termo onde a comunicagdo falhar. Quanto a mim,
nao defini “poliedro”. Presumti a familiaridade com 0 con-
ceito, isto é, a capacidade de distinguir alguma coisa que
& um poliedro de uma coisa que nao é poliedro — o que
alguns 16gicos chamam de conhecimento da extensfio do
conceito de poliedro. Aconteceu que 2 extensdo do con-
ceito ndo era totalmente Obvia: as definicdes sio Jre-
giientemente propostas e discutidas quando surgem conira-
-eremplos. Sugiro que agora consideremos as definicGes
rivais juntas, e deixemos para depois a discusséo das dife-
rencas nos resultados que se seguirdo da escolha de
diferentes definicdes. Alguém podera oferecer algo que
mesmo a definicio mais restritiva permita como verda-
deiro contra-exemplo?

xapa: Inclusive Def. P?

PROFESSOR: Excetuando Def. P.

cama: Posso. Consideremos este Contra-Exemplo 3: um
poliedro estrelado — a que chamarei de ourigocacheiro
(fig. 7). Consiste de 12 pentédgonos em estrela (fig. 8).
Tem 12 vértices, 30 arestas e 12 faces pentagonais — o que
se pode conferir por contagem. Desse modo, a tese de
Descartes-Euler ndo é verdadeira absolutamente, visto que
para este poliedro V. — 4 + F = —6.18

pELTA: Por que vocé pensa que o seu “ourigocacheiro”
é um poliedro?

cama: Entdo, vocé ndo percebe? Trata-se de um polie-
dro cujas faces s@o doze pentagonos estelados. Ele satis-
faz 3 nossa ultima definicio: € um “sistema de poligonos
dispostos de modo que (1) com exatiddo dois poligonos

16 O *“ourigo” foi pela primeira vez discutido por Kepler em sua
teoria cosmolégica ([1619], Lib. IL, XIX e XXVI, na p. 72 e 823
e Lib. V, Cap. I, p. 293, Cap. 1II, p. 299 4 Cap. IX, XLVII).
O nome de “ourigocacheiro” é dado por Kepler (“cui nomen Echino
feci”). A fig. 7 é copiada de seu livro (p. 79) que contém também
outra imagem na p. 293. Independentemente, Poinsot redescobriu-a
e foi ele quem observou que a férmula de Euler ndo se aplicava a
ele ([1810], p. 48). O termo agora padronizado “dodecaedro estelado
pequeno” é de Cayley ([1859], p. 125). Schlafli admitia poliedrns
estelados em geral, no entanto rejeitava mnosso dodecaedro estelado
pequeno como um monstro. De acordo com ele, “pnio se trata de
auténtico poliedro, porque nio satisfaz a condigio V — A + F = 27
([1852] § 34).
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se encontrem em cada aresta, e (2) é possivel ir de cada
poligono a cada outro poligono sem jamais cruzar um
vértice do poliedro”.

pELTA: Mas entdo vocé nem mesmo sabe 0 que vem a ser
um poligono! Poligono é um sistema de arestas dispostas
de modo que (1) duas arestas se encontrem exatamente
em cada vértice, e (2) as arestas ndo tém absolutamente
pontos em cOmMUm, exceto os vértices.

Fig. 7 Fig. 8

Poliedro estelado de Kepler em
que cada face é sombreada de
modo diferente a fim de mostrar
guais os tridngulos que pertencem

a mesma face pentagonal.

PROFESSOR: Chamemos a isto de Def. 4.

cama: N&o vejo por que vocé inclui a segunda clausula.
A definicdo correta de poligono deve conter apenas a pri-
meira clausula.

PROFESSOR: Def. 4.

cama: A segunda cldusula nada tem a ver com a essén-
cia de um poligono. Veja bem: se eu levanto qualquer
aresta um pouco, o pentagono estelado é ja& um poligono
mesmo no sentido que vocé lhe da. Vocé imagina o poli-
gono desenhado a giz no quadro-negro, mas vocé deve
imagina-lo como uma estrutura em madeira: entio fica
claro que aquilo que vocé pensa ser um ponto em comum
nio é realmente um ponto, mas dois pontos diferentes,
um acima do outro. Vocé estd iludido por encaixar o poli-




34 A L6GICA DO DESCOBRIMENTO MATEMATICO

gono num plano — vocé deve esticar os membros dele no
espago! 7

DELTA: Vocé se importa em me dizer qual é a drea de
um pentigono estelado? Ou vocé diria que alguns poli-
gonos ndo tém éarea?

gaMa: Nio foi vocé mesmo quem disse que um poliedro
nada tem a ver com a idéia de solidez? Por que agora
sugere que a idéia de poligono deva estar ligada a idéia
de area? Concordamos em que o poliedro é uma superficie
fechada com arestas e vértices — entdo por que nfo
concordar em que o poligono é simplesmente uma curva
fechada com vértices? Mas se vocé insiste na sua idéia,
estou disposto a definir a Area de um poligono estelado. 1®

17 A disputa quanto a se o poligono deve ser definido de modo a
incluir poligonos estelados ou ndo (Def. 4 ou Def. 4’) é muito antiga.
O argumento exposto em nosso didlogo — que os poligonos estelados
se tornam comuns quando metidos num espago de mais elevadas
dimensdes — é um argumento topolégico moderno, mas muitos outros
podem ser expostos. Assim é que Poinsgt, ao defender os poligonos
estelados argumentava com razdes tiradas da geometria analitica:
“. .. todas essas distingbes (entre poligonos estelados e poligonos
comuns) sio mais aparentes do que reais, e desaparecem completa-
mente no tratamento analitico, no qual as diversas espécies de poli-
gonos sdo perfeitamente insepardveis. A aresta de um poligono re-
gular corresponde uma equacdo com raizes reais, que simultaneamente
produz as arestas de todos os poligonos regulares da mesma ordem.
Assim, no é possivel obter as arestas de um heptigono regular
inserito, sem, ao mesmo tempo, achar arestas de heptidgonos da se-
gunda e terceira espécies. Inversamente, dada a aresta de um hep-
tagono regular, pode-se determinar o raio do circulo no qual ele pode
ser inscrito, mas ao fazé-lo, encontraremos trés diferentes circulos
correspondentes 45 trés espécies de heptigonos que podem ser cons-
truidos em dada aresta; igualmente para outros poligonos. Assim,
temos razio em dar o nome de °‘poligono’ a essas novas figuras
esteladas” ([1810], p. 26). Schroder emprega o argmannt};\hanﬂke-
liano: “A extensdio a fragdes racionais do conceito £5t&al origmaria-
mente associado apenas com ntimeros inteiros foi muite fecunda em
4lgebra; isso sugere que tentemos fazer a mesma coisa em geometria
sempre que a oportunidade se apresente...” ([1862], p. 56). Em
seguida mostra que podemos achar uma interpretacio geométrica
para o conceito de poligonos de p/q lados mos poligonos estelados.
18 A alegacio de Gama de que pode definir a Area de poligonos
estelados nio é engodo. Alguns dos que defenderam o conceito mais
amplo de poligono resolveram o problema expondo um conceito mais
amplo de Area poligonal. H4 um modo bastante ébvio de fazer
isso no caso de poligonos estelados. Podemos tomar a &rea de am
poligono como a soma das 4reas dos trifingulos isbsceles que unem
o centro do circulo inscrito ou circunserito aos lados. Nesse caso,
é claro, algumas “porcdes” do poligono estelado serdo contadas mais
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PROFESSOR: Deixemos essa discussdo por um momento,
e continuemos como antes. Consideremos as duas tultimas
definicdes juntas — Def. 4 e Def. 4’. Alguém podera dar
contra-exemplo para & nossa conjectura, que satisfaca
o ambas as definicdes de poligonos?
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Fig. 9

ALFA: Tenho um. Consideremos uma  estrutura-imagem
como esta (fig. 9). Trata-se de um poliedro de acordo com
quaisquer das defini¢des até aqui propostas. Néo obstante,
vocés descobrirdo, ao contar os vértices, arestas e faces,
que V- A4+ F = 0.

PROFESSOR: Conira-exemplo 4.°

arFa.  Isso significa que é o fim de nossa conjectura.
£ realmente uma pena, porque ela satisfazia a tantos
casos. Mas parece que perdemos nosso tempo.

aLFa: Delta, estou espantado. Vocé ndo diz nada? Vocé
nio pode definir este novo contra-exemplo fora da exis-
téncia? Eu pensava que ndo havia hipétese alguma no
mundo que vocé nio pudesse livrar de falseamento com

de uma vez. No caso de poligonos irregulares em que ndo obtivemns
um ponto distinto, podemos ainda tomar qualquer ponto como origem
e tratar triangulos negativamente orientados como tendo areas ne-
gativas (Meister [1771], p. 179). Surge — e isso pode certamente
ser esperado como uma “drea’” -— que a Area assim definida nao
dependera da escolha da origem (Mobius [1827], p. 218). B claro
que estd em aberto a questdo com os que pensam ter-se razido em cha-
mar o nimero produzido por esse cdlculo uma “drea”; embora os de-
fensores da definigio Meister-Mdbius a chamassem “A defini¢do
certa”, “Gnica cientificamente fundamentada” (R. Haussner [1906],
pp. 114-15). O essencialismo tem sido um aspecto permanente das
disputas definicionais.

18 Encontramos o contra-exemplo 4 também no classico de Lhulier
[1812-13a}, & p. 185 — e Gergonne também acrescentou que o co-
nhecia. Mas Grunert nio o conhecia catorze anos mais tarde ([1827},
nem Poinset ¢ conhecia quarenta e cinco anos depois ([1858], p. 67)-
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um apropriado truque lingiiistico. Rende-se agora? Con-
corda, finalmente, em que D4 existem poliedros néo-
-eulerianos? ¥ incrivel! .
DELTA: Vocé deve realmente achar um nome mais apro-
priado para as suas pragas nao-eulerianas e nfo nos
enganar a todos chamando-os de ‘“poliedros”. Mas estou,
205 poucos, perdendo interesse em seus monstros. Estou
desgostando de seus lament4veis “poliedros”, para os quais
0 belo teorema de Euler ndo se aplica.2* Eu procuro
ordem e harmonia na matematica, mas vocé apenas pro-
paga anarquia e caos.*' Nossas atitudes s@o irreconci-
liaveis.

aLFa: O que voceé &€, é um7tori fora de moda! Vocé culpa
a maldicdo dos anarquistas por prejudicar sua “ordem” e
“harmonia”, e ‘“resolve” as dificuldades mediante reco-
mendagbes verbais.

PROFESSOR: Oucamos a mais recente definicdo salvadora.
arrFa: O senhor quer dizer o mais recente truque lingiiis-
tico, a mais recente reducido do conceito de ‘“poliedro”!
Delta dissolve problemas reais em vez de soluciona-los.
pELTA: Eu nao reduzo conceitos. Vocé é que os amplia.
Por exemplo, essa estrutura-imagem nao é absolutamente
um poliedro auténtico.

arra: Por qué?

pELTA: Tome um ponto arbitrario no “tunel” — espaco
determinado pela estrutura. Estenda um plano através
desse ponto. Vocé verd que qualquer plano desses tem
sempre dois diferentes cortes transversais, o que determina
na estrutura-imagem dois poligonos distintos, completa-
mente desligados um do outro! (fig. 10).

ALFa: E daf?

20 Trata-se de parifrase de uma carta do escrito de Hermite a
Stieltjes: “Afasto-me com um frémito de horror dessa lastimével
praga de funcies que nio tém derivadas” ([1893]).

21 “Pegquisas que lidam com... fungdes violando leis que se es-
peravam universais, foram consideradas quase como a propagagio da
anarquia e caos onde gerac¢bes passadas procuraram ordem e har-
monia” (Saks [1933], Preficio). Saks menciona aqui as batalhas
febris entre antimonstros (como Hermite!) e refutacionistas que
caracterizaram nas ultimas décadas do século XIX (e de fato prin-
eipios do séeulo XX) o desenvolvimento da moderna teoria da funcio
real, “o ramo da matematica que trata dos contra-exemplos” (Munroe
[1953], Preficio). A batalha igualmente feroz que grassou entre os
oponentes e protagonistas da légica mateméatica moderna e teoria dos
conjuntos foi uma continuacdo direta disso. Vejam-se também notas
24 e 25.
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Fig. 10

DELTA: No caso de um poliedro auténlico, alravés de
qualquer ponto arbitrdrio no espago haverd pelo menos
um plano cujo corte transversal com o poliedro consis-
tird de um udnico poligono. No caso dos poliedros conve-
xos, todos os planos satisfarfo essa exigéncia, onde quer
que tomemos o ponto. No caso dos poliedros cdncavos
comuns, alguns planos terfo mais intersecoes, mas sempre
haverd alguns que tenham apenas uma (fig. 11, (@)
e (b)). No caso dessa estrutura-imagem, se tomarmos o
ponto no tunel, todos os planos terdo dois cortes trans-
versais. Como, ent@o, vocé pode chamar isto de um
poliedro?

Fig. 11
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PROFESSOR: Esta parece outra definicdo, desta vez defini-
¢ao implicita. Chamemo-la de Def. 5.22

ALFA; Uma série de contra-exemplos, uma série de defi-
nicdes conflitantes, defini¢cdes que nio pretendem conter
coisa alguma de novo, mas ser apenas novas revelacoes
da riqueza de um antigo conceito, que parece ter tautas
cldusulas “ocultas” quantos contra-exemplos hi. Para
todos os poliedros V. — A 4 F = 2 parece inabalavel, uma
antiga verdade ‘“eterna”. E curioso pensar que certa vez
existiu uma hipétese maravilhosa, cheia de desafio e emo-
¢do. Agora, devido as magicas mudancas de sentido que
vocés estio fazendo, ela se converteu numa convencido
pobre, uma espécie de dogma desprezivel. (Deiza a sala
de aula).

DELTA: N&o posso compreender como um jovem compe-
tente como Alfa pode desperdicar seu talento apenas com
apartes fora de propodsito. Ele parece gravido na gestagéo
de monstruosidades. Mas as monstruosidades nunca vio
a frente, nem no mundo natural nem no mundo do pensa-
mento. A evolucdo sempre segue um padrdo harmonioso
e ordenado.

caMa: Os geneticistas podem facilmente refutar o que
vocé disse. Vocé ndo ouviu dizer que as mutagbes que
produzem monstruosidades desempenham papel conside-
ravel na macroevolugdo? Eles chamam esses monstros
mutantes de “monstros esperancosos”. Parece-me que os
contra-exemplos de Alfa, embora monstros, sdo “monstros
esperan¢osos”. 3

22 A Definigio 5 foi exposta pelo incansivel antimonstro E. de
Jonguiéres para excluir o poliedro com um tanel de Lhulier (cstru-
tura-imagem) : “Nem esse complexo poliedral é um verdadziro poliedro
no sentido comum da palavra, porque se tomamos qualquer plano
através de um ponto arbitrario dentro de um dos tdneis que passam
diretamente através do sélido, o corte transversal resultante seri com-
posto de dois poligonos distintos completamente desligados um do
outro; isso pode ocorrer com poliedros comuns para certas posigdes
do plano de intersegéio, isto é, no caso de alguns poliedros concavos,
mas nio para todos eles” ({1890b]1, pp. 170-1). Fica-se imaginando
se Jonquiéres observou que essa sua Definigdo 5 exclui também alguns
poliedros esferéides cdncavos.

23 Néo devemos esquecer que aquilo que hoje aparece como um
monstro serd amanhd a origem de uma linha de adaptagdo espe-
cial... Realeei ainda mais a importdncia de mutagdes raras, mas
extremamente plenas de conseqiiéncias afetando indices de processos
embridnicos decisivos que poderiam ensejar o que se pode denominar
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pELTA: Seja como for, Alfa abandonou a luta. Nao tere-
mos monstros agora.

caMA: Eu tenho um novo monstro. Ele satisfaz a todas
as restricdes nas Def. 1, 2,3,4e5 masV — A + F =1
Este Contra-exemplo 5 € um simples cilindro. Ele tem
trés faces (o topo, O fundo e o rolo), 2 arestas (dois
circulos) e nenhum vertice. E um poliedro de acordo com
a sua definico: (1) exatamente dois poligonos em cada
aresta e (2) é possivel ir de dentro de qualquer poligono
ao interior de qualquer outro poligono por uma via que
jamais cruza uma aresta num vértice. E vocé tem que
aceitar as faces como poligonos auténticos, visto que satis-
fazem as suas exigéncias: (1) exatamente duas arestas
encontram-se em cada vértice e (2) as arestas nao tém
quaisquer pontos em comum, exceto os vértices.

pELTA: Alfa esticava conceitos, mas vocé os rasga! Suas
“arestas” ndo sio arestas! Uma aresta tem dois vértices!
PROFESSOR: Def. 6?

GaMA: Mas por que negar status de “aresta” a arestas
com um ou possivelmente nenhum vértice? Vocé costu-
mava contrair conceitos, mas agora vocé os mutila a tal
ponto que quase nada sobral

DELTA: Mas vocé ndo percebe a futilidade dessas chama-
das refutacdes? “Até agora, quando um novo poliedro era
inventado, era para algum fim pratico; hoje, eles sdo
inventados expressamente para descobrir falhas nos ra-
ciocinios de nossos antepassados, e nada se obtera deles
mais do que isso. Nosso assunto virou um museu de
horrores onde um poliedro normal comum pode ficar feliz
se Ihes destinarem um cantinho obscuro.” 2

monstros esperangosos, monstros que dariam jnicio a uma nova linha
evolucionaria se adaptados em algum nicho ambiental vazio”. (Golds-
chmidt [1933], pp. 544 e 547). Minha atengio foi chamada para
esse ensaio por Karl Popper.
24 Parafrase de Poincaré ([1908], pp. 131-2). O texto original, por
inteiro, é este: “A Logica as vezes produz monstros. H4 meio século
temos visto surgir uma multiddo de fungdes bizarras que tentam
assemelhar-se o menos possivel as fungbes normais que servem a
algum fim. N&o hi mais continuidade, ou talvez continuidade, mas
ndo derivadas ete. Além do mais, desse ponto de vista légico, essas
estranhas fungdes é que sdo as mais gerais, e aquelas que se espera
encontrar sem procurar ndo mais aparecem a nio ser como caso
especial. Resta para elas um cantinho.

Até hoje, quando uma nova funcio era inventada, o era para
algum fim pratico; hoje, sdo inventadas expressamente para mostrar
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cama: Acho que, se quisermos aprender alguma coisa
realmente a fundo, temos que estuda-la ndo em sua forma
“normal, regular, usual, mas em estado critico, na febre,
na paixdo. Se quiserem conhecer o corpo saudavel, normal,
estudem-no quando anormal, quando estiver doente.. Se
quiserem conhecer as funcoes, estudem suas singularida-
des. Se quiserem conhecer os poliedros comuns, estudem
seu aspecto louco. Assim & que se pode levar a analise
matematica até o &mago da questfo.?® Mas, mesmo que
basicamente vocé tivesse razdo, nfo percebe a futilidade
do seu método ad hoc? Se vocé quiser tracar uma linha
limite entre contra-exemplos e monstros, vocé ndo pode
fazé-lo aos arrancos.

PROFESSOR: Acho que devemos recusar a estratégia de
Delta para tratamento dos contra-exemplos globais, em-
bora devamos congratular-nos com ele por sua habil exe-
cucdo. Poderiamos, com propriedade, rotular seu mé-
todo de método do antimonstro. Empregando-o, podemos
eliminar qualquer contra-exemplo para a conjectura origi-
nal por, as vezes, habeis redefini¢Ges do poliedro, mas
sempre ad hoc, de seus termos definidores, ou dos termos
definidores de seus termos definidores. Devemos, porém,
tratar os contra-exemplos com mais respeito, e néo
exorciza-los obstinadamente, alcunhando-os de monstros.
O principal engano de Delta é talvez seu preconceito
dogmatico na interpretagio da prova matemdtica: ele
acha que uma prova necessariamente comprova o que
se quer provar. Minha interpretacdo de prova permitird
que seja “provada” uma falsa conjectura, isto é, que seja
decomposta em subconjecturas. Se a conjectura for falsa,
espero certamente que pelo menos uma das subconjecturas
seja falsa. Mas a decomposicdo pode ser ainda interes-
sante! Néo me perturbo se encontrar um contra-exemplo
para uma conjectura “provada’”; estou até mesmo dis-
posto a “provar” uma falsa conjectura!

erros no raciocinio de nossos antepassados, e nada mais se obters delas
além disso.

Se a légica fosse o guia exclusivo do professor, serd mnecessirio
comegar com as fungbes mais gerais, isto é, com as mais bizarras.
O iniciante é que teria de se haver com esse museu teratolégico...”
(G. B. Halsted, Trad. autorizada, pp. 435-6). Poincaré discute o
problema com respeito & situacio mna teoria das fungBes reais —
mas isso nfo faz qualquer diferenca.

26 Parafrase de Denjoy ([1919], p. 21).
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tera: Nio acompanho vocé.
kara: Ele segue precisamente o Novo Testamento: “Jut=
i-todas as coisas; retende o que é bom” (I Tessaloni-

censes, 5:21).

(c) Aperfeicoamento da conjectura pelos métodos de
antiexcecdo. Exclusdes por partes. Retirada estralé-
gica ou acgdo cautelosa.

BETA: Suponho, professor, que o senhor vai explicar as
suas enigmaticas observacoes. Mas, pedindo desculpas por
minha impaciéncia, devo fazer um desabafo.

PROFESSOR: Prossiga.

(Alfa volta & sala de aula))

BETA: Acho tolos alguns aspectos dos argumentos de
Delta, mas chego a crer que hd um ntcleo sensato neles.
Parece-me, agora, que nenhuma conjectura é valida de
um modo geral, mas valida apenas em certo dominio res-
trito que exclui as ercecdes. Sou contra apelidd-las de
“monstros” ou “casos patologicos”. Isto equivaleria & de-
cisio metodolégica de nfo considerar esses interessantes
erxemplos no devido lugar, dignos de um estudo especial.
Mas também sou contra o termo “contra-exemplo”; é de
se admiti-los como exemplos em igualdade de condicdes
com os exemplos de apoio, mas de certo modo os pin-
tam com cores sombrias, de modo que, como Gama,
entra-se em pénico ao enfrenta-los, e se é tentado a desis-
tir de todas as provas belas e habilidosas. N&o. Eles sio
apenas excecoes. _

sieMa: Eu também sou dessa opinido. O termo “contra-
-exemplo” tem certo qué agressivo e ofende a quem inven-
tou as provas. “Excecdo” é o termo correto. “H4 trés
espécies de proposi¢cdes matematicas:

1. Aquelas que sfo sempre verdadeiras e as quais
nio ha restricdes nem excecdes. Por exemplo, a soma dos
angulos de todos os tridngulos planos é sempre igual a
dois angulos retos.

2. Aquelas que repousam em algum principio falso,
e portanto nfo podem ser admitidas de modo algum.

3. Aquelas que, embora girem em torno de prinei-
pios verdadeiros, admitem restrigOes ou excecdes em certos
casos...”

EPSILON: Qué?
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sicma:  “...Ndo se deve confundir falsos teoremas com

teoremas sujeitos a certa restricdo.”?® Diz o provérbio®
A excecdo confirma a regra.

fpstoN (dirigindo-se a KapA): Quem ¢ esse maluco? Ele
devia aprender um pouco de ldgica.

KAPA (a FpsiLoN): E sobre tridngulos planos néo-eucli-
dianos.

peLTA: Acho embaracoso ter que prever que nesta dis-
cussio Alfa e eu deveremos provavelmente estar do mesmo
lado. Ambos argumentamos com base na verdade ou falsi-
dade de uma proposi¢do e discordamos apenas quanto
a se o teorema de Euler, em particular, é verdadeiro ou
falso. Mas Sigma quer que admitamos uma terceira cate-
goria de proposices que sejam ‘“‘em principio” verdadei-
ras, mas “admitam excecOes em certos casos’. Concordar
com uma coexisténcia pacifica de teoremas e exceges
significa lancar confusio e caos em matematica.

ALFA: D’accord.

era: Eu ndo pretendia interferir na brilhante argumen-
tacdo de Delta, mas acho agora que seria proveitoso se eu
resumidamente explicasse a histéria do meu desenvolvi-
mento intelectual. Em meus tempos escolares, tornei-me
—_ como vocé diria — um antimonstro, ndo como defesa
contra tipos Alfa, mas como defesa contra tipos Sigma.
Lembro-me de ter lido num periédico sobre o teorema de
Euler: “Brilhantes matematicos apresentaram provas da
validade geral do teorema. Contudo, ele padece de exce-
¢bes... é necessario chamar a atencgo para essas exce-
cOes, visto que até mesmo autores modernos nem sempre
reconhecem essas excecoes explicitamente.” 2? Esse ensaio
nio era um exercicio isolado de diplomacia. “Embora em
manuais de geometria e em conferéncias sempre se assi-
nale que o belo teorema de Euler V + F = A 4 2 seja
sujeito a ‘restricdo’, em alguns cascs, ou ‘ndo pareca va-

26 Bérard [1818-19], p. 347 e p. 349.

27 Hessel [1832], p. 13. Hessel redescobriu as excecoes de Lhulier
em 1832. Logo depois de submeter seu manuserito ele se encontron
80 acaso com Lhulier [1812-13a]. Decidiu, porém, nfio retirar o ensaio,
& maioria de cujos resultados ja tinha sido publicada, pois ele
pensava que a questdo havia sido tratada por “recentes autores” que
ignoravam aquelas excegbes. Por acaso, alids, um dos autores vinha
a ser o Redator do jornal ao qual Hessel submetera o ensaio: A. L.
Crelle. Em seu manual [1826-7] ele “provava” que o teorema de
Euler era verdadeiro para todes os poliedros (vol. 2, pp. 668-71).
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lido’, ndo se aprende a verdadeira razo dessas excegdes.” 2
Ora, examinei as “exce¢des” muito cuidadosamente e che-
guei & conclusio de que elas ndo satisfazem a verdadeira
definicio das entidades em questdo. De modo que a prova
e o teorema podem ser restabelecidos, e a caodtica coexis-
téncia dos teoremas e excegdes desaparece.

ALFA: A cadtica posicdo de Sigma pode servir como expli-
cacdo para a sua atitude antimonstro, mas néo como uma
escusa, quanto mais uma justificativa. Por que nao elimi-
nar o caos, aceitando as credenciais do contra-exemplo
e rejeitando o “teorema’” e a “prova”?

ETA: Por que devo rejeitar a prova? Nada vejo de errado
nela. Vocé vé? Minha posicdo antimonstro parece-me mais
racional do que sua recusa da prova.

PROFESSOR: Este debate mostrou que o ser antimonstro
pode obter audiéncia mais soliddria quando procede do
dilema de Eta. Mas voltemos a Beta e Sigma. Foi Beta
quem batizou as exce¢bes com o nome de contra-exemplos.
Sigma concordou com Beta. ..

BETA: Estou satisfeito com que Sigma tenha concordado
comigo, mas receio néo possa concordar com ele. Ha, certa-
mente, trés tipos de proposicbes: verdadeiras, irremediavel-
mente falsas e remediavelmente falsas. Este ultimo tipo
pode ser aperfeicoado para converter-se em proposi¢oes
verdadeiras, acrescentando-se uma clausula restritiva que
declare as excecoes. Eu jamais “atribuo a férmulas um
dominio indeterminado de validade. Na realidade, as féormu-
las, em sua maioria, s6 sdo verdadeiras se satisfeitas certas
condicbes. Determinando essas condicbes e, naturalmente,
fixando rigorosamente o significado dos termos que empre-
go, faco com que desapareca toda a incerteza.” * Assim,
como vocés percebem, ndo defendo qualquer especie de
coexisténcia pacifica entre férmulas n@o confirmadas e €x-
cecoes. Eu comprovq minhas formulas e converto-as em
formulas perfeitas, como aquelas da primeira classe de
Sigma. Isto significa que aceito o método antimonstro na
medida em que sirva para encontrar o dominio de validade

28 Matthiessen ([18563], p. 449). Matthiessen refere-se aqui a Heis
e Eschweiler, autores de Lehrbuch der Geometrie e ao Lehrbuch der
Sterecmetrie de Grumert. Entretanto, Matthiessen nao resolve o pro-
blema — como Eta -—— como antimonstro, mas — como Ro — por
ajustamento do monstro (Cf. nota 48).

20 Da introdu¢io de Cauchy ao seu célebre [1821].
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da conjectura original; rejeito-o, na medida em que fun-
cione como truque lingiiistico para salvar “belos” teoremas
mediante conceitos restritivos. Essas duas funcdes do mé-
todo de Delta devem ser mantidas separadas. Gostaria de
batizar meu método, que é caracterizado pela primeira
dessas funcdes apenas, como “método antimonstro”. Vou
empregi-lo para determinar rigorosamente o dominio em
que a conjectura de Euler prevalece,

PROFESSOR: Que vem a ser o “dominio rigorosamente de-
terminado” dos poliedros eulerianos que vocé prometeu?
Que é a sua “férmula perfeita”?

BETA: Para todos os poliedros que ndo tém cavidades
(como o par de cubos encaizados) e tineis (como a estru-
lura imagem), V — A + F = 2.

PROFESSOR: Tem certeza?

BETA: Sim, tenho certeza.

PROFESSOR: Que dizer dos tetraedros gémeos?

BETA: Desculpe. Para todos os poliedros que ndo tém cavi-
dades, tineis ou “estrutura multipla’, V — A + F = 2.3
PROFESSOR: Percebo. Concordo com sua pratica de melho-
rar a conjectura em vez de imediatamente admiti-la ou
abandoni-la. Prefiro-a ao método antimonstro e ao de ren-
dicdo. Ndo obstante, tenho duas objecdes. Primeiro, afirmo
que é insustentavel sua alegacdo de que o seu método nio
apenas aperfeicoa, mas “torna perfeita” a conjectura, que
a ‘“faz rigorosamente correta”, que “faz desaparecerem
todas as incertezas”.

BETA: De fato?

80  Lhulier e Gergonne parecem ter estado seguros de que a lista de
Lhulier enumerava todas as excegbes. Lemos na introdug¢o a essa
parte do ensaio: “Facilmente nos convq‘:eremos de que o Teorema
de Euler é verdadeiro em geral, para todos os poliedros, sejam eles
convexos ou nfo, exceto naqueles casos que serdo especificados...”
(Lhulier [1812-13a], p. 177). Depois lemos de novo mno comentario
de Gergonne: “... as excegdes especificadas que parece serem as
Unicas que podem ocorrer...” (Ibid., p. 188). Mas de fato Lhulier
omitiu o tetraedro gémeo, que s6 foi observado vinte anos depois por
Hessel ([1832]). E digno de nota que alguns notiveis matemiticos,
inclusive matemdticos com vivo interesse em metodologia como Ger-
gonne, pudessem acreditar que era idéneo o método de antiexcegio.
A crenca é semelhante 3 do “método de divisdo” em légica indutiva,
de acordo com a qual pode haver completa enumeragio de explicagdes
possiveis de um fendmeno, e, portanto, se pudermos eliminar todas
menos uma pelo método do experimentum erucis, entio a wultima é
comprovada. 5 '
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PROFESSOR: Vocé deve admitir que cada nova versdo de
sua conjectura é apenas uma eliminacdo ad hoc de um
contra-exemplo que acabou de surgir. Quando depara com
cubos encaixados, vocé exclui poliedros com cavidades. Se
acontece de vocé observar uma estrutura-imagem, vocé
exclui poliedros com {Zuneis. Aprecio sua mente aberta
e observadora; notar essas exce¢bes é muito bom, mas
acho que valeria a pena injetar algum método no seu
tateio cego de “excegbes”. E bom admitir que “todos os
poliedros sio eulerianos” € apenas uma conjectura. Mas
por que dar stafus de teorema que também nio seja con-
jectural a “todos os poliedros sem cavidades, tuneis e que
nio sejam eulerianos”? Como vocé pode estar certo de ter
enumerado lodas as excecOes?

BeTA: O senhor pode mencionar uma que eu ndo tenha
levado em conta?

ALFA: Que é que vocé diz do meu ouricocacheiro?

gaMa: E o meu cilindro?

PROFESSOR: N&o preciso nem mesmo de nova “excecdo”
concreta para meu argumento. Meu argumento era para
a possibilidade de outras excegoes,

BETA: Talvez o senhor tenha razdo. Nao se deve mudar
de posicao toda vez que surge um contra-exemplo. Néo se
deve dizer: “Se ndo ocorrer excegcdo do fendmeno, a con-
clusdo deve ser declarada de modo geral. Mas se acontecer
depois que apareca qualquer excecfo, a conclusdo deve
ser declarada & medida que ocorra.” 3! Vejamos. Primeiro
admitimos que para fodos os poliedros V — A + F = 2,
porque verificamos valer para cubos, octaedros, pirdmides
e prismas. Certamente nfo podemos aceitar “este misera-
vel modo de inferir do particular para o geral”.32 Nao
admira que surjam excegles; o surpreendente é que néo
as descobrissemos muito antes. A meu ver isto se deve
a que nos ocupavamos excessivamente de poliedros con-
vexos. Logo que outros poliedros surgiram, nossas genera-
lizacGes ndo mais prevaleceram. 3 Assim, em vez de excluir
excecOes uma a uma, devemos tracar a linha limitrofe de
maneira discreta, mas seguramente: Todos os poliedros
convexos sdo eulerianos. 3 E espero que o senhor admita

31 I, Newton [1717], p. 380.

32 Abel [1826a]. Sua critica parece dirigir-se contra o indutivismo
euleriano.

33  Jsso também & parafraseado da citada carta, na qual Abel estava
ocupado em eliminar as excecdes aos “teoremas” gerais sobre fungdes
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que nada ha de conjectural quanto a isto: trata-se de am
teorema.

GaMA: E o meu cilindro? Ele é convexo!

BETA: E uma piada!

PROFESSOR: Esquecamos o cilindro por um momento.
Podemos fazer alguma critica mesmo sem o cilindro. Nesta
nova versdo modificada do método de exclusido de excegoes,
que Beta vislumbrou tdo agilmente em resposta & minha
critica, a retirada uma a uma foi substituida por uma
retirada estratégica para um dominio que se esperava se-
guro para a conjectura. Vocé estd agindo com prudéncia.
Mas estara tdo a salvo quanto pensa? Vocé ainda nio
tem garantia de que ndo haveri excecdes no interior de
sua fortaleza. Além do mais, existe o perigo oposto. Vocé
néo teria excluido demasiado radicalmente, deixando nu-
merosos poliedros eulerianos fora dos muros? Nossa con-
jectura original podia ter sido um exagero, mas sua tese
“aperfeicoada” parece-me muito mais uma subestimativa;
no entanto, vocé nio pode estar seguro de que também
ndo seja um exagero.

Mas gostaria de expor também minha segunda obje-
¢do: o seu argumento esquece a prova; ao supor o dominio
de validade da conjectura, parece que vocé ndo precisa de
prova alguma. Sem duvida, vocé néo acredita que as provas
sejam redundantes?

BETA: Nunca disse isso.

e com isso estabelecer rigor absoluto. O trecho original (inclusive
a citacio anterior) é este: “Em Anilise Superior, pouquissimas pro-
posigbes sdo comprovadas com rigor definitivo. Acha-se¢ em toda parte
0 miserdvel modo de inferir do particular ao geral, e é milagre que
tal processo leve s6 raramente ao que sdo chamados paradoxos. E real-
mente muito interessante procurar a razdo. A meu ver a razdo deve
encontrar-se no fato de que o8 analistas tém-se ocupado sobretudo com
Fungbes que podem ser expressas como progressées geométricas. Logo
que aparegam outrag fungies — o que, com certeza, é raramente o caso
— mdo mais se prossegue e até que se comega a tirar falsas conclusoes,
segue-se uma multiddo infinita de erros, todos amparando uns aos
outros...” (itdlicos meus). Poinsot deseobriu que generalizacdes
indutivas “em geral” causam transtornos na teoria dos poliedros
assim como na teoria dos nimeros: “As propriedades, em maioria,
sdo individuais e nfo obedecem a qualquer lei geral” ([1810], § 45).
A curiosa caracteristica dessa cautela quanto & indugio é que ela
diminui seu eventual transtorno ante o fato de que o universo (de
fatos, nimeros, poliedros) realmente contém milagrosas excegoes.
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pROFESSOR: Certo, vocé néo disse. Mas vocé descobriu que
nossa prova ndo confirmava nossa conjectura original.
Confirmara sua conjectura aperfeicoada? Responda-me.
BETA: Bem...®*

era: Muito obrigado, professor, por esse argumento.
O embaraco de Beta mostra claramente a superioridade
do difamado método antimonstro. Porque dizemos que
a prova confirma o que pretendemos provar e nossa res-
posta é inequivoca. N&o permitimos que contra-exemplos
impertinentes destruam respeitaveis provas a vontade,
mesmo que estejam disfargados como humildes “‘excegoes”.
peTA: NAo acho de modo algum embaracoso ter que
elaborar, melhorar e — o senhor ha de me desculpar —
tornar perfeita minha metodologia sob o estimulo da
critica. Minha resposta é esta. Rejeito a conjectura origi-
nal como falsa porque h4 excecdes a ela. Rejeito também
a prova porque as mesmas excegdes sdo excegoes pelo
menos para um dos lemas. (Em sua terminologia isto
equivaleria: um contra-exemplo global é necessariamente
também um contra-exemplo local.) Alfa se deteria neste
ponto, visto que a refutacdo parece satisfazer completa-
mente suas necessidades intelectuais. Mas eu prossigo. Ao
restringir adequadamente tanto a conjectura como a prova
ao dominio préprio, eu torno perfeita a conjectura que
agora sera verdadeira, e torno perfeita a prova basica-
mente sadia que agora serd rigorosa e obviamente néo
mais conterid lemas falsos. Vimos, por exemplo, que nem
todos os poliedros podem ser estendidos num planc depois
de se lhes retirar uma face. Mas todos os poliedros conve-
zos o podem. Com razdo, posso chamar de teorema a mi-
nha conjectura aperfeicoada e rigorosamente comprovada.
Reafirmo: “Todos os poliedros convexos sio eulerianos”. %

34 TIsso também tem muito a ver com o método de Abel. Do mesmo
modo, Abel restringia o dominio de teoremas suspeitos sobre fungdes
a progressdes geométricas. Na histéria da conjectura de Euler, essa res-
trigio a poliedros convexos era muito comum. Legendre, por exemplo,
apés dar a sua defini¢do geral de poliedro (Cf. nota 11), apresenta uma
prova que, por um lado, certamente nio se aplica a todos os seus
poliedros gerais, mas, por outro, aplica-se a mais que poliedros con-
vexos. Contudo, em nota adicional, em tipos middos (reflexdo pos-
terior apés tropecar com exce¢des nunca vistas?), ele restringe,
modesta, mas seguramente, a poliedros convexos ([1809], pp. 161,
164, 228).

36  Muitos matemiticos operosos ficam intrigados sobre o valoy Qa
prova, ji que elas ndo provam. Por um lado, sabem pela experiéncia
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Para os poliedros convexos, todos os lemas serdo manifes-
tamente verdadeiros € a prova, que nio era rigorosa em
sua falsa generalidade, sera rigorosa para o dominio res-
trito de poliedros convexos. Deste modo, professor, respondi
a sua questdo.

PROFESSOR: Ent@o os lemas, que pareciam manifestamen-
te verdadeiros antes do aparecimento da excecdo, pare-
cerdo de novo manifestamente verdadeiros... até o des-
cobrimento da préxima excecho. Vocé admite que “todos
os poliedros sfo eulerianos” era uma suposicio; vocé acaba
de admitir que “todos os poliedros sem cavidades e tineis
sfo eulerianos” era também suposicdo; por que nio admi-
tir que “todos os poliedros convexos sio eulerianos” €
mais uma suposi¢ao?!

BETA: Agora nfo se trata de “suposicdo”, mas de vis-
lumbre!

PROFESSOR: N&o me agrada o seu pretencioso “vislum-
bre”. Respeito a suposicio consciente, porque ela decorre
das melhores qualidades humanas: coragem e modéstia.
eETA: Eu propus um teorema: “Todos os poliedros con-
vexos sao eulerianos.” O senhor oferece apenas um sermio
contra ele. Ndo pode apresentar um contra-exemplo?
PROFESSOR: Vocé nfo pode saber se tenho um contra-
-exemplo. Vocé melhorou a conjectura original, mas néo

que as provas sdo faliveis, mas, por outro, sabem por sua endou-
trinacdo dogmaitica que provas auténticas devem ser infaliveis. Mate-
maticos aplicados em geral resolvem esse dilema mediante uma crenga,
envergonhada, mas firme, de que as provas dos matemiticos puros
s80 “completas” e assim realmente provam. Os mateméiticos puros,
porém, sabem melhor — eles tém respeito apenas pelas “provas com-
pletas” dos légicos. Se lhes perguntarem, porém, a utilidade, a fungéo,
de suas “provas incompletas”, quase todos ficam perdidos. Por
exemplo, G. H, Hardy tem grande respeito pela exigéncia dos 1égicos
de provas formais, mas quando quis caracterizar prova matemitica
“com a qual ndés os matemaiticos estamos familiarizados”, fé-lo do
seguinte modo: “Falando rigorosamente, nio existe o que se chama
de prova mateméatica; em 1iltima anilise, podemos, no maximo ques-
tionar...; ...provas sio o que Littlewood e eu chamamos de tolice
enfeites retéricos para efeitos psicolégicos, imagens & margem de uma
conferéncia, artificios para estimular a imaginacio dos alunos”
([1928], p. 18). R. L. Wilder acha que prova é “apenas um pro-
cesso de teste que aplicamos a sugestdes de nossa intuigdo” ([1944],
p. 318). G. Pélya observa que provas, mesmo incompletas, estabe-
lecem conexdes entre fatos matematicos e isto nos ajuda a manté-los
na meméria: as provas proporcionam um sistema mnemotécnico
([1945], pp. 190-191).
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pode alegar que a tornou perfeita e que atingiu perfeito
rigor em sua prova.

pETA: O senhor pode?

PROFESSOR: Nem eu posso. Mas acho que meu método
de melhorar conjecturas sera um aperfeicoamento do seu,
porque estabelecerei uma unidade, uma verdadeira inte-
racdo entre provas € contra-exemplos.

pETA: Estou pronto a aprender.

(@) O método de ajuste do monstro

po: Professor, o senhor me permitiria umas palavras em
aparte?

pROFESSOR: Perfeitamente.

ro: Concordo em que devamos rejeitar o antimonstro de
Delta como enfoque metodoldgico geral, porque ele real-
mente ndo toma os “monstros” a sério. Beta também néao
toma suas ‘“excecbes” a sério, porque simplesmente as
arrola e retira-se para um dominio seguro. Assim, ambos
esses métodos estdo interessados apenas num campo limi-
tado e privilegiado. Meu método nio pratica discrimi-
nacdo. Posso mostrar que, “num exame mais apurado, as
excecdes vém a tornar-se apenas aparentes e que o teore-
ma de Euler continua valido mesmo para as pretensas
excegoes”. 8¢

PROFESSOR: De fato?

aLFa: Como pode meu contra-exemplo 3, o “ouricocachei-
ro” (fig. 5), ser um poliedro euleriano comum? Ele tem
12 faces pentagonais estreladas...

ro: Eu ndo vejo “pentagonos estrelados”. Vocé nio per-
cebe que, na realidade concreta, esse poliedro tem faces
triangulares normais? Ha 60 delas. Ele tem também 90
arestas e 32 vértices, Sua “caracteristica euleriana” é 2. %7
Os “pentagonos estrelados” 12, suas 30 “grestas” e 12
“yértices”, produzindo a «caracteristica” —6, sdo apenas

38 Matthiessen [1863].
37 O argumento de que o “ourigocacheiro” é “realmente” um poliedro

euleriano comum, vulgar, com 60 faces triangulares, 90 arestas e
82 vértices — “un hexacontaédre sans épithéte” — foi exposto pelo
fiel defensor da infalibilidade do teorema de Euler, E. de Jonquiéres
([1890a], p. 115). A idéia de interpretar os poliedros estelados nio
eulerianos como poliedros triangulares eulerianos, porém, nio decorre
de Jonquiéres, mas tem uma histéria dramética (Cf. nota 39).
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sua fantasia. Ndo existem monstros, mas apenas inter-
pretagdes monstruosas. Temos que expurgar nossas men-
tes de ilusdes enganadoras; temos que aprender a ver
e a definir corretamente o que vemos. Meu método é tera-
péutico: onde vocé “v&” — erroneamente — um contra-
-exemplo, ensino a reconhecer — corretamente — um
exemplo. Eu ajusto sua visdo monstruosa... 38

ALFA: Professor, por favor, explique o seu método, antes
que Ro nos fagca uma lavagem cerebral. 3°

PROFESSOR: Deixemo-lo prosseguir.

Ro: Esse é o meu ponto de vista.

gaMma: Vocé poderia ampliar sua critica ao método de
Delta? Vocés dois exorcizaram ‘“‘monstros”. ..

38 Nada é mais caracteristico de uma epistemologia dogméatica do
que sua teoria do erro. Porque, se algumas verdades sdo patentes,
deve-se explicar como alguém se pode enganar sobre elas; em outras
palavras, por que as verdades n&o sfo manifestas a todos. De acordo
com sua teoria particular de erro, cada epistemologia dogmética
oferece sua terapéutica particular para purgar as mentes do erro.
Cf. Popper {1963a], Introducdo.

3% Poinsot deve ter passado por algum distirbio mental certa época,
entre 1809 e 1858. Foi ele quem redescobriu os poliedros estelados.
Primeiro, analisou-os do ponto de vista da eulerianidade e declarou
que alguns deles, como o nosso pequeno dodecaedro estelado, nfo sa-
tisfazem a férmula de Euler ([1810]). Ora, esse mesmo Poinsot
declara categoricamente em seu [1858] que a férmula de FEuler
([1810]) “é verdadeira nfo sé6 para poliedros €ONnvexos, mas para
qualquer poliedro, inclusive poliedros estelados” (p. 67 — Poinsot
emprega o termo polyédres d’espéce supérieure para poliedros es-
telados). A contradicio é 6bvia. Qual a explicacio? Que aconteceu
com os contra-exemplos poliedrais estelados? A chave é a primeira
sentenca do ensaio: “Pode-se reduzir toda a teoria dos poliedros &
teoria dos poliedros com faces triangulares.” Isto &, Poinsot-Alfa
estava confuso e virou Poinsot-Ro: agora ele s6 vé tridingulos onde
anteriormente via poligonos estelados; agora sé vé exemplos onde an-
teriormente s6 via contra-exemplos. A autocritica tinha que ser
sub-repticia, oculta, porque na tradicio cientifica nio ha padrdes
disponiveis para articulacio de tais meias-voltas. Fica-se imaginando
que se um dia ele deparasse com faces circundantes seri que as
reinterpretaria com sua visfo triangular?

A mudanga de visio nem sempre opera no mesmo sentido. Por
exemplo, J. C. Becker em seu [1869a] — fascinado pecla nova es-
trutura conceptual de dominios simplesmente e multiplamente ligados
(Riemann, [1851]) — admitia poligonos com faces circundantes, mas
permaneceu cego a poligonos estelados (p. 66). Cinco anos depois
desse livro — em que alega ter dado solugfo definitiva do problema
— ele ampliava sua visdo e reconhecia padres poligonais e poliedrais

estelados onde antes ele via apenas trifingulos e poliedros triangulares
([1874]).
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ro: Delta ficou impressionado com as alucinacGes que
vocé engendrou. Ele concordou que o seu “ouricocachei-
ro” tem 12 faces, 30 arestas e 12 vértices e que é nio-
-euleriano. A tese dele é de que nem mesmo se trata de
um poliedro. Mas errou numa coisa e outra. O seu “ourico-
cacheiro” é um poliedro e ¢ euleriano. Mas sua interpre-
tacdo poliedral estelada era equivocada. Se vocé nio se
importa, nio é a impressio de um ourico numa mente
pura e saudavel, mas sua impressdo destorcida numa
mente enferma, contorcendo-se de dor. %

gapa: Mas como é que vocé pode distinguir mentes
sadias de mentes enfermas, interpretagdes racionais de
interpretacdes monstruosas? +1

ro: O que me intriga é como vocé pode confundir uma
com outra!

siGMA: Ro, vocé realmente pensa que Alfa nunca obser-
vou que seu “ourico” podia ser interpretade como um
poliedro triangular? E claro que podia. Mas um exame
mais apurado revela que “esses tridngulos sempre se
grupam em cinco no mesmo plano e rodeiam um penta-
gono regular ocultando-se — como seu nuicleo — por
detrdas de um Angulo so6lido. Ora, os cinco tridngulos
regulares juntamente com seu ntcleo central — o penta-
gono regular — constituem o que se chama ‘pentagrama’
que, de acordo com Teofrasto Paracelso, era o signo da
saude...” 4

40 Isto & parte da teoria estéica do erro, atribuida a Crisipo
(ef. Aécio [c.150], IV. 12.4; também Sexto Empirico [e.190},
1.249).

De acordo com os estdicos, o “ourigocacheiro” seria parte da rea-
lidade externa, que produz uma impressio na alma: a phantasia ou
viswm. Um sabio nAo d4 assentimento acritico ( synkatathests ou
cdsensus) a uma phantasic a menos que ela amadureca em idéia
clara e distinta (phantasio katalepiike ou comprehensio), 0 que no
pode acontecer s¢ for falsa. O sistema de idéias claras e distintas
constitui a ciéneia (epistems). Em nosso caso, a impresséo do “ourico”
na mente de Alfa seria a do dodecaedro estelado pequeno, enquanto
na mente de Ro seria a do hexacontaedro triangular. Ro alegaria
que a visdo poliedral estelada de Alfa talvez nao possa amadurecer
em idéia clara e distinta, obviamente visto que ela desmentiria a
férmula “comprovada” de Euler. Assim, a interpretacio poliedral
estelada falharia e a “Gnica” alternativa para ela, isto é, a interpre-
tagdo triangular, se tornaria clara e distinta.

41 Trata-se de uma critica padrdo cética da alegagio dos estéicos de
que eles podem distinguir phantasia de phantasia kataleptike (p. ex.,
Sexto Empirico [e.190], L. 405).

42 Kepler [1619], Lib. II. Propositio XXVI.
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RrRO: Supersticdo!

SIGMA: E assim, para a mente sd, o segredo do ourico
serd revelado: ele € um corpo novo, regular, até hoje
inimaginado, com faces regulares e dngulos s6lidos iguais,
cuja bela simetria poderia nos revelar os segredos da har-
monia universal... 43 :

ALFA: Muito obrigado, Sigma, por sua defesa que nova-
mente me convence de que os adversarios sAo menos em-
baracantes que os aliados. E claro que minha figura polie-
dral pode ser interpretada tanto como poliedro triangular
como poliedro estelado. Estou disposto a admitir ambas
as interpretacoes em igualdade de condigoes...

KaPA: Estd mesmo?

pELTA: Mas, certamente, uma delas é a interpretacio
verdadeira!

aLrFAa: Estou disposto a admitir ambas as interpretaces
igualmente, mas uma delas serd certamente contra-exem-
plo global para a conjectura de Euler. Por que admitir
apenas a interpretagdo que é “bem ajustada” as idéias
preconcebidas de Ro? A propdsito, mestre, o senhor néo
nos vai explicar o seu método?

(e) Aperfeicoamento da conjectura pelo método da in-
corporacdo do lema. Teorema gerado da prova contra
conjectura ingénua.

PROFESSOR: Voltemos & estrutura imagem. Quanto a mim,
reconheco tratar-se de contra-exemplo global auténtico
4 conjectura de Euler, assim como verdadeiro contra-
-exemplo local ao primeiro lema de minha prova.
caMa: Desculpe-me, professor, mas como a estrutura-
imagem refuta o primeiro lema?
PROFESSOR: Primeiro, retire uma face e depois tente pla-
nifica-la no quadro-negro. Vocé néo o conseguira.
ALFA: Para auxiliar sua imaginagdo, direi que aqueles,
e apenas aqueles poliedros que o senhor pode inflar até
ficarem esféricos tém a propriedade de poderem ser pla-
nificados na parte restante depois de retirada uma face.
E o6bvio que esse poliedro “esférico” é esticavel num
plano depois que a face foi cortada; e vice-versa é igual-
mente 6bvio que, se um poliedro menos uma face é es-

43 Trata-se de 6tima exposicdo do ponto de vista de Kepler.
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ticavel num plano, entdo é possivel arredonda-lo como
um vaso que podemos tampar com a face faltante, obtendo
assim um poliedro esférico. Mas a sua estrutura-imagem
jamais podera ser inflada até tornar-se uma esfera; apenas
um rolo.

PROFESSOR: Bom. Agora, diferentemente de Delta, aceito
a estrutura-imagem como uma critica da conjectura
Portanto, considero a conjectura original como falsa e des-
faco-me dela, mas imediatamente exponho uma verséo
restrita, modificada, como segue: a conjectura Descartes-
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Fig. 12

-Euler vale para poliedros “simples”, isto é, para aqueles
que, apos retirada uma face, podem ser planificados.
Recuperamos assim um pouco da hipdtese original. Temos:
a caracteristica euleriana de um poliedro simples & 2.
Esta tese ndo serda falseada pelo cubo encaixado, pelos
tetraedros gémeos, nem pelos poliedros estelados, porque
nenhum desses é “simples”.

Assim, ao passo que o método de antiexcecdo restrin-
gia tanto o dominio da conjectura principal como o do
lema condenado a um dominio comum de seguranca, por
conseguinte aceitando o contra-exemplo como critica da
conjectura principal e da prova, meu método de incorpo-
racdo do lema sustenta a prova mas reduz o dominio da
conjectura principal ao proprio dominio do lema conde-
nado. Ou, enquanto um contra-exemplo que é tanto global
como local fez com que o antiexcecdo revisse os lemas
e a conjectura original, ele me obriga a revisar a con-
jectura original, mas néo os lemas. Vocés compreenderam?
ALFA: Sim, acho que sim. Para mostrar que compreendo,
vou refuti-lo.

PROFESSOR: Meu método ou a minha conjectura aperfei-
coada?
ALFA: Sua conjectura aperfeicoada.
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PROFESSOR: Pode ser que vocé ainda nfo tenha compreen-
dido meu método. Mas vamos ver o seu contra-exemplo.
aLra: Consideremos um cubo com um cubo menor em
cima dele (fig. 12). Isto satisfaz todas as nossas defi-
nicées — Def. 1, 2, 3, P, 4, 4, 5 — e, portanto, &€ um
poliedro auténtico. E é “simples” no sentido de que pode
ser planificado. Assim, de acordo com a sua conjectura
modificada, sua caracteristica”’Euler deve ser 2. Todavia,
ele tem 16 vértices, 24 arestas e 11 faces e sua caracteris-
tica euleriana é 18 — 24 + 11 = 3. £ um contra-exemplo
global para a sua conjectura aperfeicoada e, a proposito,
também para o primeiro teorema “antiexcecfo” de Beta.
Esse poliedro, a despeito de ndo ter cavidades, tuneis ou
“estrutura multipla”, ndo €& euleriano.

pELTA: Chamemos a esse cubo empenachado de Conira-
exemplo 6.4

PROFESSOR: Vocé falseou minha conjectura aperfeicoada,
mas nfo destruiu meu método de aperfeicoamento. Reexa-
minarei a prova, e veremos por que ela fracassou quanto
ao seu poliedro. Deve haver outro lema falso na prova.
BETA: Naturalmente que ha. Sempre suspeitei do segun-
do lema. Ele pressupde que no processo de triangulacéo,
desenhando uma nova aresta diagonal, o senhor sempre

44 O contra-exemplo 6 foi observado por Lhulier ([1812-13a], pa-
gina 186); Gergonne por uma vez admite a novidade de sua desco-
berta! Mas quase cingilenta anos depois Poinsot nio tinha ouvido
falar dela ([1858]), enquanto Matthiesen ([1863]) e, oitenta anos
mais tarde, Jonquiéres ([1890b]) tratava-o como monstro. (Cf. notas
39 e 48). Os primeiros antiexegdes do século XIX arrolavam-no
como curiosidade junto com outras excecgdes: “Como exemplo, & cos-
tume mostrar-nos o caso da piréimide trilateral ligada a uma face
do tetraedro de modo gue nenhuma das arestas da primeira coincida
com uma aresta do ultimo. ‘Bastante curioso esse caso em que temos
V — A + F = 3 conforme anotaciio de meu colega. E isso encer-
vava o assunto” (Matthiessen [1863], p. 449). Os mateméaticos mo-
dernos tendem a esquecer as faces circundantes, que podem ser irre-
levantes para a classifica¢do de miltiplos, mas pode tornar-se rele-
vante em outros contextos. H. Steinhaus diz em seu [1960]:
«“Dividamos o globo em F paises (consideraremos mares e oceanocs
como terra). Teremos entdo V + F = A + 2, seja qual for a si-
tuacdo politica” (p. 273). Mas fica-se imaginando se Steinhaus des-
truiria Berlim Ocidental ou San Marino simplesmente porque sua
existéncia refuta o teorema de Euler. (Embora, naturalmente, ele
possa evitar mares como o Baikal de cair inteiramente num pais
a0 defini-los como lagos, visto ter declarado gque apenas mares e
oceanos devem ser considerados como terra).
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aumenta de um o numero de arestas e de faces. Isso
nachado, encontraremos uma face circundada (fig. 13 a)
é falso. Se olharmos a rede plana do nosso poliedro empe-
ro de faces (fig. 13 b): precisamos de um aumento de
Nesse caso, nenhuma aresta diagonal aumentara o nume-
duas arestas para aumentar o numero de faces para mais

um (fig. 13 (c).

(&) ©

Fig. 13

(a)

PROFESSOR: Meus parabéns. Sem duvida, devo restringir
ainda mais nossa conjectura...

BETA: Sei o que o senhor vai fazer. O senhor dira que
“Poliedros simples com faces triangulares sio eulerianos”.
Admitirda a triangulacio sem discussdo; voltard a ter
o lema de novo como condicio.

PROFESSOR: N&o, vocé estd enganado. Antes de observar
o seu equivoco concretamente, permita-me ampliar meu
comentario sobre o seu método antiexce¢do, Quando vocé
restringe sua conjectura a um dominio “seguro”, vocé
nio examina a prova adequadamente, e, de fato, nio
precisa fazé-lo para os seus objetivos. A declaracdo de
que no seu dominio restrito todos os lemas ser@o verda-
deiros, sejam quais forem, basta para os seus fins. Mas
nio basta para os meus. Eu elaboro o mesmissimo lema
que foi refutado pelo contra-exemplo dentro da conjectura,
de modo que tenho de depura-lo e formulé-lo o mais rigo-
rosamente possivel, com base em cuidadosa anéilise da
prova. Desse modo, os lemas refutados serdo incorporados
4 minha conjectura methorada. O seu método nio o obri-
ga a fazer uma esmerada elaboracgdo da prova, visto que
a prova nfio aparece em sua conjectura melhorada, tal
como aparece na minha. Agora volto & sua presente suges-
tdo. O lema que foi falseado pela face circundante néo
era — como parece que vocé pensa — que “fodas as
jaces sio triangulares”, mas que “qualquer face cortada
por uma aresta diagonal adquire a forma de duas pecas”.
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Este lema é que converto em condicéo. Chamando de
“simplesmente lgadas” as faces que o satisfazem, posso
oferecer um segundo aperfeicoamento & minha conjectu-
ra original: “Para um poliedro simples, com todas as suas
faces simplesmente ligadas, V. — A 4+ F = 2 A razio
para o seu equivoco estava no seu método que néo lhe
ensinou cuidadosa andlise da prova. A anilise da prova
& 3s vezes trivial, mas as vezes é realmente muito dificil.
peETA: Entendo o que o senhor quer dizer. Eu também
acrescentaria uma observacdo autocritica ao seu comen-
tario, visto que ele me parece revelar todo um continuo
de atitudes antiexcecio. A pior simplesmente barra algu-
mas excecoes sem considerar absolutamente a prova. Daf
as mistificacbes quando temos a prova numa mao e as
excegdes na outra. Ao ver desses primitivos barradores
de excecies, a prova e as excegfes existem em dois com-
partimentos completamente estanques. Outros podem ago-
ra observar que a prova sO atuard em dominio restrito,
e alegardo com isso dissipar o mistério. Mas suas “condi-
¢Bes” serdo estranhas & idéia de prova. 45 Melhores bar-
radores de excecdes olhardo rapidamente para a prova
e ganhardo alguma inspiracéo, como tive agora, para de-
clarar as condicdes que determinam um dominio seguro.
Os melhores barradores de excecdo fazem uma cuidadosa
andlise da prova e, nesta base, dio uma delineacdo muito
sutil da area proibida. De fato, o seu método é, quanto
a isto, um caso limitador do método de barrar ex-
cecoes. ..

oTA: ...e exibe a unidade dialética fundamental de
prova e refutacdes.

PROFESSOR: Espero que agora 10aos vocés percebam que
as provas, muito embora possam ndo comprovar, certa-

45 ¢ g meméria de Lhulier consiste de duas partes muito dis-
tintas. Na primeira, o autor oferece uma prova original do teorema
de Euler. Na segunda, seu objetivo é apontar as excecbes a que
esti sujeito o teorema” (comentario editorial de Gergonne sobre ©
ensaio de Lhulier em [1812-18¢] de Lhulier, p. 172, grifos meus).

M. Zacharias, em seu [1915-81], faz uma exposi¢io nfo critica
mas fidedigna dessa compartimentalizagio: “No século XIX, gedmetras,
além de encontrar novas provas do teorema de Euler, empenharam-se
em estabelecer as excecdes de que ele padece em certas condigdes.
Tais excecbes foram declaradas, por exemplo, por Poinsot, S. Lhulier,
e F. Ch. Hessel tentou classificar as excegdes...” (p. 1052).
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mente ajudam a melhorar nossa conjectura. ¢ Os barrado-
res de excecoes melhoraram-na muito, mas melhorar era
independente de comprovar. Nosso método melhora com-
provando. Essa unidade intrinseca entre a “légica do des-
cobrimento” e a “logica da justificacdo” € o aspecto mais
importante do método de incorporacdo do lema.

sETa: E naturalmente compreendo agora suas enigmati-
cas observacoes anteriores sobre néo se perturbar por uma
conjectura ser ao mesmo tempo “comprovada” e refutada
e sobre sua disposi¢do de “comprovar” inclusive uma falsa
conjectura.

KaPa (@ parte): Mas por que chamar de “prova” o que
de fato é uma “desprova”?

PROFESSOR: Pensem bem, poucas pessoas estar@o dispos-
tas a partilhar desta atitude. Os mateméticos, em maio-
ria, devido a dogmas heuristicos enraizados, sao incapazes
de dispor-se a0 mesmo tempo a comprovar e refutar uma
conjectura. Eles a comprovam ou a refutam. Além do
mais, sdo especialmente incapazes de melhorar conjectu-
ras pela refutacdo, quando acontece de serem as suas
conjecturas. Eles querem. melhorar suas conjecturas sem
refutacoes; numce pela reducdo da falsidade, mas pelo
mondtono gqeréscimo de verdade; assim, purgam eles o pro-
gresse do conhecimento do horror dos contra-exemplos.
Este é talvez o pano de fundo do enfoque dos melhores
barradores de excecbes: eles comecam “agindo com cau-
tela” ao vistlumbrar uma prova para o dominio “seguro”,
e continuam submetendo-a a uma investigac@o inteira-
mente critica, testando se utilizaram cada uma das con-
dicGes impostas. Do contririo, eles “agucam” ou “gene-
ralizam” a primeira versdo modesta do seu teorema, isto &,
especificam os lemas nos quais repousa a prova, € 08
incorporam. Por exemplo, apés um ou dois contra-exem-
plos, eles podem formular o feorema provisério barrador
de excecdo: “Todos os poliedros convexos sdo eulerianos”,
adiando o caso dos nio-convexos para uma cura posterior;
em seguida, eles deparam com a prova de Cauchy e entao,
descobrindo que a convexidade ndo foi realmente “utili-
zada” na prova, eles elaboram o teorema da incorporacéo

46 Hardy, Littlewood, Wilder e Pélya parece terem omitido essa
questio (veja-se nota 35).
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do lema! ¥ Nada h&a de heuristicamente improprio nesse
processo que combina barragem de excecdo provisoria com
sucessiva andlise de prova e incorporagdo de lema.

C | L |

(@) ) )

Fig. 14. Trés verstes da face circundante: (a) Jonquiéres, (b) Mat-
thiessen, (¢) o “olho destreinado”.

BETA: £ claro que esse processo nido abole a critica; ele
apenas a impele para o pano de fundo: em vez de cri-
ticar diretamente um exagero, eles criticam uma subes-
timativa.

PROFESSOR: Estou encantado, Beta, de o ter persuadido.
Ro e Delta, que é que vocés dizem disso?

ro: Quanto a mim, acho, evidentemente, que o caso das
“faces circundantes” é um falso problema. Decorre de uma
monstruosa interpretacdo do que constituem as faces
e arestas dessa soldagem de dois cubos em um — que 0
senhor chamou de “cubo empenachado”.

PROFESsSOrR. Explique.

ro: O “cubo empenachado” é um poliedro que consiste
de dois cubos soldados um ao outro. De acordo?
PROFESSOR: Digamos que sim.

go: Ora, o senhor interpretou mal a “soldagem”. A “sol-
dagem” consiste de arestas ligando os vértices do qua-
drado inferior do cubo pequeno aos vértices correspon-
dentes do quadrado superior do cubo grande. Assim, néo
ha, absolutamente, “face circundante”.

BETA: A face circundante esta 1a! As arestas separadoras
de que vocé fala é que ndo existeml!

47 Esse padrio é essencialmente o mesmo exposto no classico de
Polya e Szegd [1927], p. vii: “Deve-se inspecionar cada prova para
ver se de fato utilizamos todas as suposigdes; deve-se tentar obter
a mesma conseqiiéncia de menos suposigbes... e nio se deve ficar
satisfeito até que contra-exemplos mostrem que se chegou ao limitz
das possibilidades.”
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ro: O que elas estdo é ocultas aos seus olhos destrei-
nados. 4

BETA: Vocé espera que tomemos seu argumento a sério?
O que vejo é supersti¢do, mas as suds arestas “ocultas”
cerdo realidade?

ro: Olhe para este cristal de sal. Vocé diria que isto
é um cubo?

BETA: Certamente.

Ro: Um cubo tem 12 vértices; este aqui, tem?

BETA: Sim, tem,

®O: Mas neste cubo nfio ha arestas absolutamente. Elas
estio ocultas. Elas s6 aparecem na sua reconstrucéo ra-
cional.

sETA: Pensarei no assunto. Uma coisa é clara. O profes-
sor criticou minha vaidosa opinido de que meu método
leva & certeza, e também por ter esquecido a prova. Essa
critica aplica-se do mesmo modo ao seu “ajuste do mons-
tro” como 3 minha “antiexce¢io”.

A

PROFESSOR: Delta, que é que vocé diz? Como vocé exorci-
zaria a face circundante?

48 A “soldagem” de dois poliedros pelas arestas ocultas é argumentada
por Jonquidres ([1890b] pp. 171-2), que emprega antimonstros contra
cavidades e tiineis mas ajustamento de monstros contra cubos empe-
nachados e poliedros estelados. O primeiro a propor o emprego de
ajustagem de monstro em defesa do teorema de Euler foi Matthiessen
[1863]. Ele adota o ajustamento de monstros consistentemente: tem
&xito em expor arestas e faces ocultas para esclarecer tudo o que é
nao-euleriano, inclusive poliedros com tineis e cavidades. Enguanto
a soldagem de Jonquidres & uma triangulaciio completa da face cir-
cundante, Matthiessen solda com economia, tracando apenas o minimo
nimero de arestas que dividem a face em subfaces simplesmente
ligadas (fig. 14).

Matthiessen é notavelmente confiante em seu método de tornar
contra-exemplos revoluciondrios em exemplos eulerianos burgueses bem
ajustados. Diz ele que “qualquer poliedro pode ser decomposto de modo
a que corrobore o teorema de Euler...” Enumera as pretensas ex-
cecdes notadas por observador superficial e entdo declara: “Em cada
um desses casos, podemos mostrar que o poliedro tem faces e arestas
ocultas que, se contadas, deixam o teorema V — A + F = 2 imaculado
mesmo para 08 €asos aparentemente mais resistentes.”

A idéia de que, desenhando arestas e faces adicionais, alguns
poliedros ndo-eulerianos podem ser transformados em eulerafpos, vem
nio de Matthiessen, mas de Hessel. Hessel ilustra essa questdo com
trés exemplos e empregando belas figuras ({18321, pp. 14-15). Mas
ele nio utilizou esse método para “ajustar”; pelo contrario, para
“elucidar as excegdes”’ ao mostrar “poliedros um tanto semelhantes
para os quais é vilida a lei de Euler”.
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pELTA: Eu nfo o faria. O senhor converteu-me ao seu
método. 84 fico imaginando por que o senhor nio confirma
e também incorpora o terceiro lema? Proponho uma quar-
ta e, espero, final formulag¢do: “Sao eulerianos todos os
poliedros que sejam (a) simples, (b) tenham cada face
simplesmente ligads e (c¢) sejam tais que os tridngulos na
rede triangular plana, resultante da planificacao e triangu-
lacéo, possam ser de tal modo numerados que, ao retiri-los
na ordem certa, V. — A 4 F nfo se altere até que atin-
jamos o ultimo tridngulo.”*® Admira-me que o senhor
néo tivesse proposto isso imediatamente. Se o senhor
tomava o seu méfodo realmente a sério, devia ter posto
todos os lemas em condig¢oes imediatamente. Por que essa
“engenharia por partes”? 50

arFa: Téri que virou revolucionario! Sua sugestdo me
choca como um tanto utdpica. Porque ndo ha apenas trés
lemas. Por que nao acrescentar, com muitas outras, con-
dicoes como “(4) se 1 + 1 = 27, e “(5) se todos os tridn-
gulos tiverem trés vértices e trés arestas”, ji que certa-
mente empregamos esses lemas? Proponho que cuidemos
apenas daqueles lemas nas condi¢cbes para as quais en-
controu-se um contra-exemplo.

GAMA: Isto me parece demasiado acidental para ser acei-
to como norma metodolégica. Vamos trabalhar com todos
aqueles lemas contra os quais podemos esperar contra-
exemplos, isto é, os que nio sdo obviamente, indubitavel-
mente verdadeiros.

DELTA: Bem, o nosso terceiro lema choca alguém como
6bvio? Vamos transformé-lo numa terceira condicéo.
GAMA: Que acontece se as operacoes expressas pelos lemas
de nossa prova ndo forem todas independentes? Se algu-
ma das operagdes puder ser efetuada, pode ser que o res-
tante deva necessariamente ser capaz de ser executado.
Quanto a mim, suspeito que se um poliedro for simples,
entdo haverd sempre uma ordem de extingdo de tridngu-
los na rede plana resultante tal que V — A + F ndo se
altere. Se assim for, entdo a incorporacio do primeiro

4% Esse tltimo lema é desnecessariamente forte. Seria suficiente
para fins da prova substitui-lo pelo lema de que “para a estrutura
triangular plana resultante da planifica¢fio e triangulacio V — A +
+ F = 1”7, Cauchy parece nio ter notado a diferenca.

50 Os alunos estio obviamente muito atualizados quanto & recente

filofsszi;ia social. O termo foi cunhado por K. R. Popper ([1957],
P. 5
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lema em nossa conjectura nos isentaria de incorporar
o terceiro.

DELTA: Vocé alega que a primeira condi¢io implica a ter-
ceira. Pode comprovar isto?

EpsiLoN: Posso. 5

ALFA: A prova concreta, embora interessante, ndo nos
ajudard a solucionar o problema: até que ponto melho-
raremos nossa conjectura? Posso admitir que vocé tenha
a prova que afirma ter — mas isso apenas ira decompor o
terceiro lema em alguns novos sublemas. Devemos trans-
forma-los em condicoes? Onde irfamos parar?

KAPA: HA um retrocesso infinito em provas; portanto,
provas nao comprovam. Vocé deve compreender que provar.
é um jogo, a ser jogado enquanto vocé tem prazer e cessar
quando vocé estiver cansado dele.

fpsmon: N#o, isso nfo é diversio, mas assunto sério.
O retrocesso infinito pode ser detido por lemas trivial-
mente verdadeiros, que ndo precisam converter-se em con-
dicoes.

cama: Era exatamente isto o que eu queria dizer. Nio
transformamos em condicées aqueles lemas que podem
ser comprovados a partir de principios trivialmente ver-
dadeiros. Nem incorporamos aqueles lemas que podem ser

comprovados — possivelmente gracas a tais principios
trivialmente verdadeiros — a partir de lemas anterior-

mente especificados.

aLFa: Concordo. Podemos, entdo, melhorar nossa conjec-
tura depois de termos convertido os dois lemas ndo triviais
em condicBes. De fato, penso realmente que esse método
de aperfeicoamento, pela incorporagido de lemas, € infa-
livel. Parece-me que ele ndo apenas aperfeicoa como
também torna perfeita a conjectura. E dele aprendi algo
de importante: é errdneo afirmar que “o objetivo de um
‘problema a comprovar’ € mostrar conclusivamente que
certa afirmacdo claramente asseverada ¢ verdadeira, ou
entfo mostrar que é falsa”. 52 O verdadeiro objetivo de um
“problema a comprovar”’ deve ser aperfeicoar — de fato,
tornar perfeita — a conjectura “ingénua” original em
auténtico “teorema’.

51 De fato, essa prova foi proposta pela primeira vez por H. Rei-
chardt ([1941], p. 23). Cf. também B. L. van der Waerden [1941].
Hilbert e Cohn-Vossen ficariam satisfeitos com que a verdade da
assercio de Gama é “facil de perceber” ([1932], trad. inglesa, p. 292).
52 Pélya ([1945], p. 142).
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Nossa conjectura ingénua era: “Todos os poliedros sdo
eulerianos.”

O método de barragem de monstros defende essa con-
jectura ingénua pela reinterpretacio de seus termos de
um modo que no fim temos um teorema que barra mons-
tros: “Todos os poliedros sio eulerianos.” Mas a identi-
dade das expressbes linglisticas da conjectura ingénua
com o teorema barrador de monstros oculta, por tras das
mudancas sub-repticias no significado dos termos, um
aperfeicoamento essencial.

O método de barrar excecbes introduziu um elemento
que é realmente extrinseco ao argumento: a convexidade.
O teorema barrador de excecdes era: “Todos 0S8 poliedros
convexos sdo eulerianos.”

O método de incorporar o lema baseava-se no argu-
mento — isto & na prova — e em nada mais. Ele vir-
tualmente resumia @ prova mo leorema de incorporag@o
do lema: “Todos os poliedros simples com faces simples-
mente ligadas sdo eulerianos.”

Isso mostra que (e agora empregamos O termo
“provar” no sentido tradicional) ndo comprovamos o que
pretendemos comprovar. Portanto, nenhuma prova deve
concluir com as palavras: “Quod erat demonstrandum.” %
pETA: Dizem alguns que os teoremas precedem as provas
na ordem do descobrimento: “Tem-se que supor um teo-
rema matematico antes de comprova-lo.” Outros negam
isso, e alegam que 2 descoberta decorre da dedugdo de
conclusées a partir de uma série de premissas e obser-
vacio das premissas interessantes — se tivermos sorte
bastante para achar alguma. Ou, para empregar uma
deliciosa metafora de um amigo meu, alguns dizem que
a heuristica ziper numa estrutura dedutiva vai de baixo
5 conclusio — ao topo — as premissas, 54 outros
dizem que ela vai do topo a4 parte inferior. Qual é a sua
posicdo?

ALFA: Que a sua metafora é inaplicavel & heuristica.
O descobrimento ndc vai para cima ou para baixo, mas
segue um caminho em ziguezague: aguilhoado por contra-

53 Essa Gltima frase é do interessante estudo de Alice Ambrose
([1959] p. 438).

54 Cf. Nota 7. A metafora do “fecho-éclair” foi inventada por
R. B. Braithwaite; porém ele fala apenas de “fechos-éclair” 16gicos
e epistemolégicos, mas ndo “heuristicos” ([1958], especialmente pi-
gina 352).
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exemplos, ele transita da conjectura ingénua as premis-
sas e depois volta de novo para desfazer a conjectura
ingénua e substitui-la pelo teorema. Conjectura ingénua e
contra-exemplos ndo aparecem na estrutura dedutiva ple-
namente amadurecida: o ziguezague da descoberta nio
pode ser discernido no produto final.

PROFESSOR: Muito bem. Acrescentemos uma observagio
de cautela. O teorema nem sempre difere da conjectura
ingénua. Ndo melhoramos necessariamente ao comprovar.
As provas aperfeicoam quando a idéia de prova descobre
aspectos inesperados da conjectura ingénua que entio
aparecem no teorema. Mas em teorias maduras pode néo
acontecer isso. £ o caso, certamente, em teorias jovens,
em crescimento. Essa interligacdo de descoberta e justi-
ficacdo, de aperfeicoamento e comprovagdo, € sobretudo
caracteristica das utimas.

xara (@ parte): Teorias maduras podem ser rejuvenes-
cidas. A descoberta sempre supera a justificacéo.

sicma: Essa classificacdo corresponde a4 minhal Meu
primeiro tipo de proposi¢des era do tipo maduro, o ter-
ceiro era do tipo em crescimento...

GAMA (interrompendo-0): O teorema é falso! Descobri
um contra-exemplo para ele.

5. Critica da Andlise da Prova por Contra-Exzemplos Que
Sdo Globais, Mas Ndo Locais, O Problema do Rigor.

(@) Antimonstro em defesa do teorema

gama: Acabei de descobrir que meu Contra-exemplo 5,
o cilindro, refuta ndo apenas a conjectura ingénua como
também o teorema. Embora ele satisfaca a ambos os
lemas, ndo é euleriano.

ALFA: Meu caro Gama, nao se torne excéntrico. O cilin~
dro era uma brincadeira, e ndo um contra-exemplo. Ne-
nhum matematico sério tomari o cilindro por um poliedro.
eaMA: Por que vocé nio protestou contra o meu Contra-
ecxemplo 3, o ourigocacheiro? Era menos “excéntrico” que
meu cilindro? 5 Entdo, naturalmente, vocé estava criti-
cando a conjectura ingénua e admitiu refutacdes! Agora

55 O ourico e o cilindro ja4 foram estudados anteriormente.
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vocé estd defendendo o teorema e desgostando das refuta-
cOes! Na ocasido, quando o contra-exemplo surgiu, sua
questio era: que ha de errado com a conjectura? Agora
sua questdo é: que ha de errado com o contra-exemplo?
pELTA: Alfa, vocé virou barrador de monstro! Vocé nao
-esta embaracado? ¢

(b) Lemas ocultos

aLFa: Estou. Devo ter sido um pouco precipitado. Dei-
xe-me pensar. HA trés tipos possiveis de contra-exemplos.
J4 discutimos o primeiro, que & local mas néo global, que
certamente nédo refutaria um teorema.® O segundo, que
tanto é global como local néo exige acdo: longe de refutar
.0 teorema, confirma-o. Pode haver um terceiro tipo, global,
mas ndo local. Este ultimo refutaria o teorema. Eu ndo
achava que isso fosse possivel. Agora, Gama alega que
o cilindro € um. Se ndo quisermos rejeitd-lo como um

‘monstro, temos que admiti-lo como contra-exemplo global:

V — A + F = 1. Mas nfo é do segundo tipo inofensivo?

Aposto que ele ndo satisfaz pelo menos um dos lemas.
.GAMA: Vamos conferir. Ele certamente satisfaz o pri-

meiro lema: se eu retirar a face inferior, posso facilmente

‘planificar o restante no quadro-negro.
ALFA: Mas, se vocé retirar a parte curva, ele se transfor-
‘ma em duas pecas!

GaMA: E dai? O primeiro lema exigia que o poliedro
fasse “simples”, isto é, “depois de retirada uma face, ele

pode ser planificado”. O cilindro satisfaz essa exigéncia,

~

mesmo que vocé comece retirando o rolo. O que vocé esta
.exigindo é que o cilindro satisfaca um lema adicional, isto
é, que a rede plana resultante também estejatigada. Mas
.quem, alguma vez, declarou esse lema?

58 O antimonstro em defesa do teorema é padrdo importante em
matematica nio formal: “Qual o erro nos exemplos em que falha
a formula de Euler? Que condicBes geométricas, tornando mais preciso
.0 significado de F, V e A garantiriam a validade da férmula de
Euler?’ (Pélya [1954], I, Exercicio 29). O cilindro é dado no exer-
cicio 24. A resposta é: “... uma aresta... deve terminar em
cantos...” (p. 225). Pélya formula isso de modo geral: “A si-
tuacdo, fregilente em pesquisa matemitica, é esta: ja foi formulado
um teorema, porém temos que dar significado mais preciso aos termos
.em que ele foi formulado para torni-lo estritamente correto” (p. 55).
57 Contra-exemplos locais, mas nio globais ji foram discutidos antes.
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arFA: Todo mundo interpretou “estendido” como ‘“esten-
dido por inteiro”, “estendido sem rasgar”... Decidimos
ndo incorporar o terceiro lema por causa da prova de
Epsilon de que ele se seguia do primeiro.*® Mas observe
bem essa prova: ela se ap6ia na suposicdo de que o re-
sultado do esticamento é uma rede Hgada! Alids, para
a rede triangulada V — A + F nfo seria 1.

cama: Por que, entdo, vocé ndo insistiu em declarar isso
explicitamente?

ALFA: Porque todos achamos que estava declarado impli-

-citamente.

GAMA: Mas vocd, com certeza, nfo. Porque vocé propds
que “simples” significasse “enchivel como uma bola”. .
O cilindro pode ser enchido como uma bola — assim, de
acordo com a sua interpretacio ele ndo satisfaz o primeiro
lema.

ALFA: Bem... Mas vocé hia de concordar que ele nio
satisfaz o segundo lema, isto é, que “qualquer face cor-
tada por uma diagonal divide em duas pecas”. Como vocé
iria triangular o circulo ou o rolo? Essas faces serdo sim-
plesmente ligadas?

camMma: E claro que sao,

ALFA: Mas no cilindro nao se pode tracgar diagonais, abso-
lutamente! Diagonal é uma aresta que liga dois vértices
ndo adjacentes. Mas o seu cilindro ndo tem vértices!
caMmA: Nio se gborreca. Se vocé quiser mostrar que o cir-
culo nio sstéd<simplesmente lgado, trace uma diagonal
que mdo crie nova face.

ALFA: Deixe de brincadeira; vocé sabe muito bem que
isso eu ndo posso.

GaMA: Entio vocé hd de admitir que “hd uma diagonal
do circulo que ndo cria nova face” € uma declaracdo
falsa?

ALFA: Sim. Admito. Que é que vocé pretende agora?
GaAMA: Entdo vocé estd pronto a admitir que sua nega-
cdo é verdadeira, quer dizer, que “todas as diagonais do
circulo criam uma nova face”, ou, que “o circulo é sim-
plesmente ligade”.

ALFA: Vocé nfo pode dar um exemplo do seu lema de
que “todas as diagonais do circulo criam uma nova face”

58 Veja-se p. 61.
59 Veja-se p. b2.
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— portanto, ndo é verdadeiro, mas sem sentido. Sua con-
‘cepcdo de verdade é falsa.
KAPA (@ parte): Primeiro eles discutiam sobre o que é
poliedro, agora discutem sobre o que é verdade! %
caMa: Mas vocé ja admitiu que a negagdo do lema era
falsa! Ou serd possivel que uma proposicdo A seja sem
sentido enquanto Ndo-A seja significativa e falsa? Sua
concepcdo de significado néo faz sentidol

Pense bem, percebo a sua dificuldade; mas néo pode-
mos superd-la por uma ligeira reformulacéio. Chamemos
de face simplesmente ligada se “para todo r, se x for
uma diagonal, entdo x corta a face em duas”. Nem o cir-
culo nem o rolo do cilindro tém diagonais, de modo que,
em seu caso, seja qual for z, o antecedente serd sempre
falso. Portanto, a condicional ser4d exemplificada por qual-
quer objeto, e serd tanto significativa quanto verdadeira.
Ou, o circulo e o rolo sdo simplesmente Hgados — o cilin-
dro satisfaz o segundo lema.
ALFA: N#o! Vocé nio pode tracar diagonais e, por conse-
guinte, nio pode triangular as faces. Vocé nunca chega
a uma rede plana triangular e nunca terd condicdes de
concluir a prova. Como pode, entdo, dizer que o cilindro
satisfaz o segundo lema? N&o percebe que deve haver uma
cldusula existencial no lema? A correta interpretacio de
simples Hgeefie de uma face deve ser: “para todo X, se X
for uma diagonal, ent@o x corta a face em duas; e hd
pelo menos um X que seja diagonal”. Nossa formulacio
original pode nfio ter sido declarada, mas 14 estava como
uma “suposicdo oculta” ¢! inconscientemente feita. Nenhu-
ma das faces do cilindro corresponde a ela; portanto,
‘0 cilindro é um contra-exemplo que é tanto global como
local, e ndo refuta o teorema.
GAMA: Primeiro, vocé modificou o lema do esticamento
introduzindo “ligaciio”, agora o lema da triangulacdo in-
troduzindo a sua cliusula existencial! E toda essa con-
versa obscura sobre “suposi¢do oculta” ou “tacita” apenas

60 As declaracbes vaziamente verdadeiras de Gama foram a prin-
cipal inovagio do século XIX. O estofo do seu problema ainda néo
foi desdobrado. .
81 «Ryclides... emprega um axioma do qual estd inteiramente in-
consciente” (Russell [1903], p. 407). “Fazer [sic] uma suposigdo
implicita” é frase comum entre matematicos e cientistas. Veja-se
também a discussdo de Gamow da prova de Cauchy ([1953], p. 56)
ou Eves e Newson sobre Euclides ([1958], p. 84).
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esconde o fato de que o meu cilindro fez vocé inventar
essas modificacoes. '

ALFA: Que conversa obscura? J4 concordamos em omitir,
isto 6, “esconder”, lemas trivialmente verdadeiros.® Por
que, entdo, devemos declarar e incorporar lemas trivial-
mente falsos, se sdo téo triviais quanto chatos! Tenha-os
em mente (en thyme), mas ndo os declare. Um lema
tacito nio é erro: é sinal perspicaz apontando para o nosso
Senso comum,

gapPA (4 parte): Senso comum € quando Supomos que
sabemos tudo mas de fato nada sabemos. %

GaMA: Se vocé tivesse feito suposicOes conscientes, elas
seriam que (@) retirar uma face sempre deixa uma rede
ligada e (b) qualquer face néo-triangular pode ser cor-
tada em tridngulos por diagonais. Embora elas estivessem
em seu subconmsciente, foram arroladas como Irivialmente
verdadeiras — e trivialmente falsas. Antes de serem con-
frontados com o cilindro, vocé nem mesmo poderia conce-
ber que os dois lemas fossem falsos. Se vocé agora dissesse

62 Vejam-se pp. 60 a 62.

63 Bons manuais de matemitica ndo-formal em geral especificam
suas férmulas, isto & aqueles lemas, verdadeiros ou falsos, que con-
sideram tdo triviais que nio vale a pena mencionar. A expressio
padrdo para isso & ‘“admitimos familiaridade com lemas do tipo «”.
A quantidade de familiaridade presumida decresce 4 medida que a
critica torna o senso comum em conhecimento. Gauchy, p. ex., nem mes-
mo observou que seu célebre [1821] pressupunha “familiaridade” com a
teoria dos mimeros reais. Ele teria rejeitado como monstro qualquer
contra-exemplo que tornasse explicitos lemas sobre a natureza dos
niimeros irracionais. Isso ndo acontece com Weierstrass e sua escola:
manuais de matematica ndo-formal agora contém um novo capitulo
sobre a teoria dos numeros reais em que esses lemas sfo reunidos.
Mas em suas introducbes é em geral presumida a “familiaridade”
com a teoria dos nfimeros racionais. (Veja-se, p.e., Matemdtica Puya
de Hardy da segunda edigio [1914] em diante — a primeira edicdo
ainda relegava a teoria dos nameros reais ao conhecimento habitual;
ou Rudin [1953]). Manuais mais rigorosos estreitam esse conhecimento
ainda mais: Landau, na introducio de seu famoso [1930], presume
familiaridade apenas com “raciocinio légico e lingua alemi”, ¥ irdnico
gue no mesmissimo tempo Tarski mostrasse que os lemas absoluta-
mente triviais assim omitidos podem ndo s6 ser falsos como inconsis-
tentes — sendo o alemio uma lingua semanticamente fechada. Ima-
gina-se se “o autor confessa ignoridncia sobre o campo z” substituird o
autoritirio eufemismo “o autor presume familiaridade com o campo il
certamente apenas quando se reconhecer que o conhecimento nio tem
fundamento.
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que sim, estaria reescrevendo a histéria para expurga-la
de erro. ¢

TETA: Ainda hi pouco, Alfa, vocé punha em ridiculo as
clé}lsulas “ocultas” que surgiram nas definicées de Delta
apés cada refutacdo. Agora & vocé que faz clausulas
“ocultas” nos lemas ap6s cada refutacio; vocé estd mu-
dando de base e procurando oculti-lo para evitar o ridi-
culo. Que me diz disso, heim?

kaPa: Nada me diverte mais do que um dogmatico em
apuros. Depois de vestir a capa de cético militante para
demolir uma ponta de dogmatismo, Alfa torna-se frenético
quando por sua vez é encurralado pela mesma espécie de
argumentos céticos. Ele agora age sem consideracdo com
os demais: tentando rechacar o contrafxemplo de Gama
primeiro com o mecanismo de defesa que ele mesmo de-
nunciou e interditou (barragdo de monstro), e depois
contrabandeando uma reserva de “lemas ocultos” na
prova e correspondentes “condicbes ocultas” no teorema.
Qual é a diferenca?

PROFESSOR: O-problema de Alfa era, sem duvida, a ten-
déncia dogméatica de sua interpretacio da incorporacao
de lema. Ele achava que uma cuidadosa inspeccdo da
prova produziria uma perfeita andlise de prova contendo

3

64 Quando descoberto pela primeira vez, o lema oculto é considerado
erro. Quando J. C. Becker observou pela primeira vez uma pressu-
posicio “oculta” (stillschweigend) na prova de Cauchy (ele citon a
prova em segunda mio tirada de Baltzer [1862]), considerou-a um
“erro” ([1869a] pp. 67-8). Chamou atenc¢io para o fato de Cauchy
pensar que todos os poliedros eram simples: seu lema era nio apenas
oculto, mas também falso. Contudo, os historiadores nio podem ima-
ginar que grandes mateméticos cometam tais erros. Um verdadeiro
programa de como falsear a histéria pode encontrar-se em Poincaré
[1908]: “Uma demonstracio que nio seja rigorosa é nada. Penso
que ninguém contestard essa verdade. Mas se fosse tomada literal-
mente, seriamos levados a concluir que antes de 1820, por exemplo,
nio havia matemética: isto seria evidentemente um exagero; os ged-
metras daquela época compreendiam de bom grado o que nos explicamos
por prolixo discurso. Isso néo significa que eles nio o percebessem,
mas passavam por ele muito rapidamente, e para enxergi-lo bem
teriam de esforcar-se para dizé-lo.”” (p. 374). O relato de Becker
sobre o “erro” de Cauchy tinha de ser totalmente refeito. A mova
redagdo foi feita por K. Steinitz, que insistia em que “o
fato de que o teorema nio era valido em geral talvez nio pudesse
permanecer despercebido” ([1914-31], p. 20). O proprio Poincaré
aplicou seu programa ao teorema de Euler: “Sabe-se que Euler pro-
vava que V — A + F = 2 para poliedros convexos” ([1893] —
Euler naturalmente enunciou seu teorema para todos os poliedros.
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todos os falsos lemas (assim como Beta pensava que podia
enumerar todas as excegdes). Ela achava que incorporan-
do-as podia conseguir néo sé6 um teorema aperfeicoado,
mas um teorema perfeito, % sem se incomodar com contra-
exemplos. O cilindro mostrou-lhe estar errado, mas, em
vez de admitir isso, ele agora apela para uma analise
de prova completa para verificar se ela contém todos os
falsos lemas relevantes.

(c) O método de prova e refutagoes

cAMA: Proponho aceitar o cilindro como auténtico con-
tra-exemplo para o teorema. Invento um novo lema (ou
novos lemas) que serdo refutados por ele, e acrescentarei
o lema (ou os lemas) & lista original. Isso, de fato, é exata-
mente o que Alfa fez. Mas em vez de “oculta-los”, de modo
que se tornem implicitos, proclamo-os publicamente.

Entdo, o cilindro, que era um enigmatico e perigoso
contra-exemplo global, mas néo local (terceiro tipo), a res-
peito da antiga andlise de prova e do correspondente
teorema antigo, torna-se um contra-exemplo inofensivo,
global e local (segundo tipo) a respeito da nova analise
de prova e do correspondente teorema novo.

Alfa achava que sua classificacdo de contra-exemplos
era absoluta — mas de fato era relativa a sua analise
de prova. A medida que a analise de prova progride, os
contra-exemplos do terceiro tipo convertem-se em contra-
exemplos do segundo tipo.

LaMEDA: Esti certo. Uma analise de prova é “rigorosa”
ou “valida”, e o correspondente teorema matematico €
verdadeiro se, e apenas se, ndo houver contra-exemplo de
“terceiro tipo” para ele. Chamo a esse critério de Principio
de Retransmissdo de Falsidade, porque ele exige que
contra-exemplos globais sejam também locais: a falsidade
deve ser retransmitida da conjectura ingénua aos lemas,
do conseqiiente do teorema ao seu antecedente. Se um
contra-exemplo global, mas nédo local violar esse principio,
restauramo-lo pelo acréscimo de um lema apropriado a
analise da prova. O Principio de Retransmissio de Falsi-
dade é, portanto, um principio regulador para a anélise
de prova in statu mascendi, e um contra-exemplo global,

85 Veja-se p. 48.
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mas nao local é um agente fermentador no progresso da
analise de prova.

caMa: Tenha em mente que, mesmo antes de achar uma
Unica refutacdo nés selecionamos trés lemas suspeitos e
prosseguimos com a andlise de prova!

LAMBDA: K verdade. A andlise de prova pode comecar
ndo apenas sob a pressdo de contra-exemplos globais, mas
também quando ja nos pusemos em guarda contra provas
“convincentes”. ¢

No primeiro caso, todos os contra-exemplos globais
aparecem como do terceiro tipo, e todos os lemas comegam
suas carreiras como “lemas ocultos”. Eles nos levam &
paulatina elaboragdo da anélise de prova, e entdo con-
vertem-se um por um em contra-exemplos do segundo
tipo.

No sequndo caso — quando ja estamos com espirito
suspeitoso e procuramos refutacoes — podemos chegar
a uma andlise de prova avancada sem quaisquer contra-
-exemplos. H4 entdo duas possibilidades: a primeira pos-
sibilidade é que consigamos, ao refutar — mediante
contra-exemplos locais — os lemas arrolados em nossa
anilise de prova. Podemos também muito bem achar que
esses sdo contra-exemplos globais.

ALFA: Foi assim que descobri a estrutura-imagem: pro-
curando um poliedro que, depois de retirada a face, néo
pudesse ser estendido num plano.

siGMa: Assim, ndo apenas as refutagGes atuam realmente
como fermentos para a analise de prova, como estas
podem agir como agente fermentador para refutacoes!
Que alianca hereje entre aparentes inimigos!

ramepa: E certo. Se uma conjectura parece muito plau-
sivel ou mesmo evidente, deve-se comprova-la: pode-se
descobrir que ela repousa em lemas muito requintados
e duvidosos. Refutar os lemas pode levar a alguma inespe-
rada refutacdo da conjectura original.

sicMA: A refutagOes geradas por provas!

66 Nossa turma era um tanto avancada: Alfa, Beta e Gama pu-
seram em suspeicdio trés lemas quando nenhum contra-exemplo global
surgira. Na histéria real a andlise da prova veio muitas décadas
depois: por longo tempo os contra-exemplos eram ou silenciados ou
exorcizados como monstros, ou arrolados como excegdes. A heuristica
transita do contra-exemplo global para a anilise da prova. A apli-
cagio do Principio de Retransmissdo de Falsidade era virtualmente
desconhecida na matematica ndo-formal em principios do século XIX-
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gama: Entio “a virtude da prova légica reside néio em
que ela compele & cren¢a, mas que sugere duvidas”. &7
LaMBDA: Mas deixem-me voltar & segunda possibilidade:
quando ndo encontramos qualquer contra-exemplo local
para os lemas suspeitos.

stema: Isto &, quando refutacdes néo acorrem a analise
de prova! Que aconteceria, entao?

1AMBDA: Ficariamos perdidos. A prova adquiriria abso-
luta respeitabilidade e os lemas ficariam fora de suspeigao.
Nossa analise de prova logo seria esquecida. 68 Sem refuta-

67 . G. Forder [1927], p. viii. Ou: “Um dos principais méritos
das provas é que elas instilam certo ceticismo quanto ao resultado
provado” (Russell [1903], p. 360. Ele da também excelente exemplo).
88 ¥ sabido que a critica pode lancar divida e, de fato, refutar
“yerdades a priori” e assim converter provas em meras explicagdes.
B tio sabido quanto importante que a falta de critica ou de refu-
tagoes pode converter conjecturas implausiveis em “verdades a priord”’
e assim explicagdes aproximativas em provas. Os dois principais
exemplos disso sdo a ascensdo e queda de Euclides e Newton. A his-
téria de sua queda é bem conhecida, mas a histéria de sua ascensido
em geral é mal contada.

A geometria de Euclides parece ter sido proposta como uma
teoria cosmolégica (cf. Popper [1952], pp. 187-9). Seus “postulados”
e “axiomas” (ou “nogdes comuns”) foram propostos como proposigdes
vazias e provocativas, em desafio a Parménides e Zeno, cujas dou-
trinas acarretavam nio sé a falsidade, mas inclusive falsidade légica,
o absurdo desses postulados. S6é mais tarde os “postulados” foram
tomados como indubitavelmente verdadeiros e os “axiomas” corajosos
antiparmenidianos (tais como “y todo & sempre maior que uma das
partes”) tornaram-se téo triviais que eram omitidos nas posteriores
analises de provas, convertendo-se em “lemas implicitos”. Esse pro-
cesso comegou com Aristételes: ele tachou Zeno de bulhento excéntrico
e a seus argumentos de “sofismas”. Essa histéria foi contada recente-
mente em pormenores por Arpid Szabd ([1960], pp. 65-84). Szabd
mostrou que no tempo de Euclides a palavra “axioma” — como
“postulado” — significava uma proposicio no didlogo eritico (dialé-
tica) exposta para ser testada quanto &s conseqiiéncias sem ser admi-
tida como verdadeira pelo interlocutor. ¥ ironia da histéria que seu
significado se tenha virado do avegso. O apogeu da autoridade de
Euclides foi no Iluminismo. Claijut conclama seus colegas a nio
“obscurecer as provas e desgostar os leitores” declarando verdades
evidentes: Euclides sé o fez para convencer “gofistas obstinados”
([1741], pp. x e xi).

Do mesmo modo, a mecinica e a teoria da gravitagio de Newton
foram expostas como suposigio audaciosa, que foi ridicularizada e
chamada de “oculta” por Leibniz e posta em guspei¢io pelo préprio
Newton. Mas poucas décadas depois — na auséncia de refutacdes —
seus axiomas passaram a ser tomados como verdade indubitavel. As
suspeitas foram esquecidas, os criticos foram tachados de “excéntricos”
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¢do nio se pode manter suspeicdo: o holofote da suspeicio
logo se desliga se um contra-exemplo ndo o reforga, diri-
gindo o foco de luz da refutacfo para um aspecto despre-
zado da prova que dificilmente teria sido notado na
meia-luz da “verdade trivial”.

Tudo isso mostra que nfdo se pode colocar prova
e refutacbes em compartimentos estanques. Esta a razado
pela qual proponho rebatizar nosso “método de incorpo-
racdo de lema” com o nome de “método de prova e refuta-
¢oes”, Permitam-me expor seus principais aspectos em
trés regras heuristicas:
Norma 1. Se tivermos uma conjectura, disponhamo-nos
a comprovd-la e a refutd-la. Inspeccionemos a prova
cuidadosamente para elaborar um rol de lemas ndo triviais
(andlise de prova); encontremos conlra-exemplos tanto
para a conjectura (conitra-exemplos globais) como para
os lemas suspeitos (contra-exemplos locais).
Norma 2. Se tivermos um contra-exemplo global, desfa-
camo-nos de nossa conjectura, acrescentemos d nossa and-
lise de prova um lema apropriado que venha a ser refutado
pelo contra-exemplo, e substituamos a conjectura despre-
zada por outlra melhorada que incorpore o lema como
uma condicdo. ®® Ndo permilamos que uma refutacdo seja
destituida como um monstro. ™ Esforcemo-nos por tornar
explicitos ™ todos os “lemas implicitos”.

quando ndo obscurantistas; algumas de suas mais duvidosas suposi-
¢goes vieram a ser consideradas tdo triviais que os manuais nem
mesmo as declaravam. O debate — de Kant a Poincaré — ja nfo
era sobre a verdade da teoria newtoniana, mas sobre a natureza de
sua certeza. (Essa inversio na apreciagio da teoria newtoniana foi
pela primeira vez notada por Karl Popper — veja-se seu [1936a],
passim).

A analogia entre ideologias politicas e teorias cientificas é ainda
de maior alecance do que ordinariamente se pensa: as ideologias po-
liticas que primeiro podem ser debatidas (e talvez aceitas somente
sob pressio) podem converter-se em indiscutivel senso comum até
mesmo no espaco de uma geragdo: os criticos sdo esquecidos (e talvez
executados) até que uma revolugiio vindique suas objegdes.

69 Tssa norma parece ter sido formulada pela primeira vez por
P. L. Seidel ([1847], p. 383). Veja-se mais adiante, p.

70 Tenho o direito de expor qualquer exemplo que satisfaga as
condigdes de seu argumento, e tenho forte suspeita de que sera cha-
mado de bizarro; exemplos inoportunos sio de fato embaragosos,
prejudiciais ao seu teorema” (G. Darboux [1874b]).

71 Estou horrorizado com a horda de lemas implicitos. Terei muito
trabalho para livrar-me deles” (G. Darboux [1883]).
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Norma 3. Se tlivermos um contra-exemplo local, confi-
ramos para verificar se ele nao é também contra-exemplo
global. Se for, podemos facilmente aplicar a Regra 2.

(d) Prova “versus” andlise de prova. O relativismo dos
conceitos de teorema e rigor em andlise de prova,

ALFA: Que vocé entende por “apropriado” em sua Regra 2?
GAMA: E completamente redundante. Qualquer lema que
seja refutado pelo contra-exemplo em questio pode ser
melhorado — porque qualquer lema desses ira restaurar
a validade da anilise de prova.

raMBpA: O qué! Entdo um lema como “Todos os polie-
dros tém no minimo 17 arestas” teria a ver com o cilindro!
E qualquer outra conjectura ad hoc aleatoria faria o mes-
mo, desde que viesse a ser refutada por um contra-exemplo.
GAMA: Por que néo?

LAMBDA: Acabamos de criticar os antimonstros e os
antiexcecdes por esquecerem as provas. ™ Agora vocé esta
fagendo o mesmo, inventando um verdadeiro monstro:
andlise de prova sem prova! A Unica diferenca entre vocé
e um antimonstro é que vocé teria feito Delta explicitar
suas definigOes arbitrarias e incorpora-las no teorema como
lemas. E ndo hd diferenca alguma entre antiexcecOes e sua
anilise de prova. A tnica defesa contra tais métodos ad hoc
é usar lemas adequados, isto é, lemas que se harmonizam
com o espirito da experiéncia mental! Ou vocé trocaria
a beleza das provas da matematica por um tolo jogo
formal?

cama: Melhor que o seu “espirito de experiéncia mental”!
Estou defendendo a objetividade da matemaéatica contra.
0 seu psicologismo,

ALFa: Obrigado, Lambda, vocé reafirmou minha questfo:
néo se pode inventar um novo lema no vazio para enfren-
tar um contra-exemplo global e nao local: em vez disso,
inspeciona-se a prova com cuidado apurado e nela se des-
cobre o lema. Logo, caro Teta, ndo “elaboro” lemas ocultos,
nem os “contrabandeio” nas provas, caro Kapa. A prova.
contém todos eles — mas um mateméatico maduro com-
preende a prova a partir de um breve resumo. Nio devemos
confundir prove infalivel com andlise de prova inexala.
Ainda ha o irrefutavel “teorema-mestre”: “Todos os po-

72 Vejam-se pp. 47 e b6.
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liedros em que se pode fazer a experiéncia mental”, ou,
em resumo, “todos os poliedros cauchyanos sdo euleria-
nos.” Minha anilise de prova aproximada tragou uma
linha diviséria da classe dos poliedros cauchyanos a 1apis
que — admito — n#o estava muito bem apontado. Agora,
contra-exemplos excéntricos nos ensinam a preparar as
pontas dos nossos lapis. Mas, em primeiro lugar: nenhum
lapis é apontado suficientemente bem (pois, se tentamos
fazé-lo, a ponta quebra); segundo, apontar lapis néo é
matemaética criativa.

caMma: Estou confuso. Qual a sua real posicdo? Primeiro
vocé era o campedo das refutacGes.

ALFA: Ah, minha cabeca! Intuigéo amadurecida liquida
controvérsias.

caMA: Sua primeira intuicdo madura levou-o a sua ana-
lise de prova perfeita. Vocé pensou que seu “lapis” estava
rigorosamente apontado.

arra:  Eu esqueci as dificuldades da comunicacdo lingiiis-
tica — especialmente com pedantes e céticos. Mas o cerne
da Matematica é a experiéncia mental — a prova. Sua
articulagio lingiiistica — a anilise da prova — €& neces-
séria para a comunicagio, mas irrelevante. Estou interes-
sado em poliedros, vocé em linguagem. Vocé nao vé a po-
breza dos seus contra-exemplos? Eles sdo lingiiisticos,
e ndo poliedrais.

caMa:; Entdo, refutar um teorema apenas trai nossa
incapacidade de apreender oS lemas nele ocultos? Entéo
um “teorema” é sentido, a menos que entendamos sua
prova?

arra: Desde que a incerteza da linguagem torna inalcan-
cavel o rigor da analise da prova, e transforma a for-
macio de teoremas um Pprocesso interminével, por que nos
importarmos com ©O teorema? Matematicos atuantes, sem
davida, ndo se importariam. Se, contudo, outro insignifi-
cante “contra-exemplo” é formulado, eles nio admitem
que seu teorema seja refutado, mas, no maximo, que seu
“dominio de validade” seja adequadamente limitado.
1AMBDA: Quer dizer que vocé néo se jnteressa nem por
contra-exemplo, anilise de prova nem incorporacéo de
lema?

ALFa: Certo. Rejeito todas as suas normas. Em vez disso,
proponho uma Unica norma: Provas rigorosamente elabo-
radas (claras como cristal).
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LAMBDA: Vocé argumenta que o rigor da analise de prova
é inatingivel. E o rigor da prova, é atingivel? Sera que
experiéncias mentais “claras como cristal” néo levaréo
a resultados paradoxais ou mesmo contraditorios?

ALFA: A linguagem é imprecisa, mas o pensamento pode
atingir rigor absoluto.

LAMBDA: Mas ndo é certo que nossos antepassados “em
cada fase de sua evolucio também pensavam té-la atin-
gido? Se eles nos decepcionaram, ndo pode acontecer
0 mesmo conosco em relacdo aos posteros?” %

ALFA: “Atualmente, o rigor absoluto estd atingido.” ™

[Murmirios na sala de aula]™

cama: Esta teoria da prova “clara como cristal” é puro
psicologismo! "¢

ALFA: Mas é melhor que a pedanteria da légica lingtis-
tica da sua andlise de proval! ?*

73  Poincaré [1905], p. 214.

74  Jbidem, p. 216. Alteragbes no critério de “rigor da prova” en-
gendram grandes revolugdes em matematica. Os pitagéricos afirma-
vam que provas rigorosas tém que ser aritméticas. Entretanto, eles
descobriram rigorosa prova de que a raiz quadrada de dois era “irra-
cional”. Quando esse escindalo tornou-se publico, o critério foi mu-
dado: a “intuic@io” aritmética foi desacreditada, e a intuigio geomeé-
trica assumiu seu lugar. Isso significou fundamental e complicada
reorganizagio do conhecimento matemético (p.e., a teoria das pro-
porgoes). No séeulo XVIII, figuras “enganadoras” puseram provas
geométricas em descrédito, e o século XIX viu a intuigdo aritmética
rdintronizada com o auxilio da incémoda teoria dos nimeros reais.
Hoje a principal disputa é em torno do que seja rigoroso e o que
nio & em teoria e provas metamateméiticas, como se demonstra pelas
discussbes muito conhecidas sobre a aceitabilidade dos experimentos
mentais de Zermelo e Gentzen.

75 Como ji observamos, a turma é muito adiantada.

78 O termo “psicologismo” foi eunbado por Husserl ([1900]). Para
uma critica anterior do psicologismo, veja-se Frege ([1893], pp. xv-
xvi). Os intuicionistas modernos (diferentemente de Alfa) aberta-
mente aceitam o psicologismo: “Um teorema matematico exprime um
fato puramente empirico, isto & o @éxito de certa construgho... a
matematica... é um estudo de certas fun¢des da mente humana”
(Heyting [1956], pp. 8 e 10). Como conciliam psicologismo com
certeza é seu segredo inviolavel.

77 Que mesmo se tivéssemos conhecimento perfeito nio poderiamos
dizé-lo com perfeicio era lugar-comum entre antigos céticos (cf.
Sexto Empirico [c. 190], I. 83-8), mas isso foi esquecido no Tlumi-
nismo. Esse modo de pensar foi redescoberto pelos intuicionistas:
elog aceitavam a filosofia da matemética de Kant, mas observavam
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LAMEDA: Sem juramento, sou também cético quanto a
sua concep¢ido de matematica como “atividade essencial-
mente sem linguagem do espirito”.”® Como pode ser falsa
ou verdadeira uma atividade? Sé pensamento articulado
pode tentar a verdade. A prova pode néo ser suficiente:
temos também que estabelecer o que a prova comprovou.
A prova é apenas um degrau no trabalho do matematico,
e tem que ser acompanhada de analise da prova e refuta-
¢oes, e concluida pelo teorema rigoroso. Temos que com-
binar o “rigor da prova” com o “rigor da andlise da
prova”.

aLFa: Vocé ainda espera chegar a uma andlise de prova
perfeitamente rigorosa? No caso, por que vocé nio come-
cou com a formulagdo do seu novo teorema “baseado” no
cilindro? Vocé apenas o mencionou. Sua persisténcia e
falta de jeito nos teriam feito gargalhar. E isso 80
apés o primeiro dos seus novos contra-exemplos! Vocé
substituiu nosso teorema original por uma seqiiéncia de
teoremas cada vez mais precisos — mas apenas em teoria,
Que dizer da pratica desse modo de relativizacdo? Contra-
exemplos cada vez mais excéntricos serfo cotejados por
temas sempre mais triviais — produzindo um “eterno
retorno” " de teoremas cada vez mais compridos e desa-
jeitados. 8 A critica foi recebida como estimuladora en-
quanto parecia conduzir & verdade. Mas é sem duvida

que “entre a perfeicio da matemdtica propriamente dita e a per-
feicdo da linguagem mateméitica ndo se percebe clara ligacdo”
(Brouwer [1952], p. 140). “A expressio pela palavra escrita ou
falada — embora necessiria para comunica¢io — nunca é adequada. ..
A tarefa da ciéncia ni3o consiste em estudar as linguas, mas criar
idéias” (Heyting [1939], pp. 74-5).

78 Brouwer [1952], p. 141.

7 A lingua inglesa tem o termo “infinite regress”, mas & apenas
um caso especial de “infinito vicioso” (schlechte Unendlichkeit), e
ndo se aplicaria aqui. Alfa evidentemente cunhou essa expressdo tendo
em mente “circulo vicioso”.

80 Via de regra, os mateméticos evitam longos teoremas pelo arti-
ficio alternativo de longas definigdes, de modo que nos teoremas apa-
regcam apenas os termos definidos (p.e. “poliedro comum’) — isto &,
mais econdmico desde que uma definicio abrevia muitos teoremas.
Mesmo assim, as defini¢des tomam enorme espago em exposi¢des
“rigorosas”, embora os monstros que levem a elas sejam raramente
mencionados. A definigio de um “poliedrd euleriano” (com as defi-
nigées de alguns dos termos definidores) toma cerca de 25 linhas
em Forder [1927] (pp. 67 e 29); a definicdo de “poliedro comum”
na edicdo de 1962 da Enciclopédia Britdnica preenche 45 linhas.
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frustrante quando destréi qualquer verdade e nos deixa
interminavelmente ao léu. Eu detenho esse eterno retorno
em pensamento — mas vocé nunca o detém em lin-
guagem.

cama: Mas eu nunca declarei que os contra-exemplos
tenham de ser infinitamente muitos. A certa altura pode-
mos atingir a verdade e o fluxo de refutacbes cessara.
Mas certamente nio saberemos quando. Sé as refutacoes
sdo conclusivas -— as provas sfo uma questdo de psico-
logia. 8t

LAMBDA: Ainda confio que a luz da certeza absoluta
iluminara quando as refutacdes forem desaparecendo aos
poucos!

KAPA: Mas terminario? Mas se Deus criou os poliedros,
entdo por que todas as regras universais sobre eles
— formuladas em linguagem humana — sf8o infinita-
mente longas? Ndo sera antropomorfismo blasfemo presu-
mir que teoremas verdadeiros (divinos) sejam de extensao
finita? Convenhamos: por alguma razao, todos vocés se
estdo aborrecendo com refutagoes e formacdo de teoremas
um a um. Por que ndo acabar logo com a discussio
e a brincadeira? Vocés ja liquidaram o “Quod erat demons-
trandum”. Por que nao liquidar também o “Quod eraf
demonstratum”? A verdade pertence somente a Deus.
TETA (@ parte): Um cético religioso é o pior inimigo
da ciéncia!

sicMA: Nao vamos cair no melodrama! Afinal de confas,
0 que estd em jogo é apenas uma estreita margem de
penumbra, de imprecisdo. Trata-se simplesmente, como de-
clarei antes, de que nem fodas as proposicées sdo verda-
deiras ou falsas. Existe uma terceira categoria que eu
chamaria agora de “mais ou menos rigorosas”.

TETA (d parte): Logica trivalente — o fim da racionali-
dade critica!

81 “A légica nos faz rejeitar certos argumentos, mas nio nos pode
fazer crer em argumento algum” (Lebesgue [1928], p. 328). Nota do
Editor: Deve-se observar que a declaragio de Lebesgue, tomada li-
teralmente, é falsa. A légica moderna dotou-nos de uma rigorosa
caracteriza¢io de validade, que, como se pode mostrar, alguns argu-
mentos satisfazem. Assim, a logica certamente pode nos levar a crer
num argumento embora ela ndo nos possa fazer acreditar na conclu-

sdo do argumento vilido — porque podemos nio acreditar em uma
ou mais das premissas.
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SIGMA: ...e afirmamos seu dominio de validade com um
rigor que é mais ou menos adequado.

ALFA: Adequado para qué?

siGMa:  Adequado para a solugdo do problema que que-
remos resolver.

TETA (4 parte): Pragmatismo! Sera que todos perderam
o interesse na verdade?

gapa: Ou adequado para o Zeitgeist! “Suficiente para
o dia é o rigor do dia.” &

TeTA: Historicismo! (Desdnimo)

ALFA: As normas de Alfa para ‘“andlise de prova rigo-
rosa” privam a matemética de sua beleza, dando-nos
a minuciosa pedanteria de teoremas longos e desajeitados
que enchem livros espessos € 0pacos, acabando por nos
levar ao eterno retorno. A escapatéria de Kapa é con-
vencdo, pragmatismo matematico a de Sigma. Qual a al-
ternativa para um racionalista?!

GAMA: Quer dizer entdo que um racionalista deve sabo-
rear as “provas rigorosas” de Alfa, a intuicio inefavel, os
“lemas implicitos”, a zombaria do Principio de Retrans-
missio de Falsidade, e eliminacio de refutacdes? A mate-
mética nio deverd manter quaisquer relacbes com a cri-
tica e a logica?

BETA: Seja como for, ja estou saturado desses subterfa-
gios verbais inconclusivos. O que pretendo é aprender
matemitica, e ndo estou interessado nas dificuldades filo-
soficas da justificacdo de suas bases. Mesmo que falhe
a razdo para tal justificaclo, meu instinto natural me
ds a certeza.®® Acho que Omega tem uma interessante
lista de provas alternativas — e preferiria ouvi-lo.

82 E. H. Moore [1902], p. 411.

83 “A natureza refuta os céticos, a razdo refuta os dogmaticos”
(Pascal [1659], pp. 1206-7). Poucos matematicos confessariam —
como Beta — que a razdo é demasiado fragil para justificar a si
mesma. A maioria deles adota algo de dogmatismo, historicismo ou
confuso pragmatismo, e permanece curiosamente cega A sua insus-
tentabilidade; por exemplo; “As verdades matemAticas sio de fato
o protétipo do completamente incontestavel ... Mas o rigor da ma-
temética ndo é absoluto; ela est4 num processo de continuo desen-
volvimento; os principios da matemética néo estio congelados de
uma vez por todas, mas tém vida prépria e podem inclusive ser
suscetiveis de disputas cientificas” (A. D. Aleksandrov [1956], p. 7).
(Essa citagdo pode nos lembrar que a dialética tenta compreender
a mudanca sem empregar critica: as verdades estdo ‘“em continuo
desenvolvimento”, mas sempre “completamente incontestdveis”.)
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OMEGA: Mas eu as exporia numa estrutura “filoséfica”!
BETA: Pouco me importa o envoltério, desde que haja
alguma coisa dentro dele.

Nota. Esforcamo-nos por mostrar, nessa se¢éo, como o
surgimento da critica matemaética tem sido a forca mo-
tora na busca dos “embasamentos” da matemética.

A distincdo que fizemos entre prova e andlise da
prova, bem como a correspondente distincdo entre rigor
da prova e rigor da andlise da prova parece decisiva. Por
volta de 1800 o rigor da prova (experimento mental ou
elaboracdo cristalinos) era contrastado com argumento
confuso e generalizagdo indutiva. Isso é o que Euler en-
tendia por rigida demonstratio, e também a idéia de Kant
de matematica infalivel tinha base nesse conceito (veja-se
seu paradigma de uma prova matematica em seu [1781],
pp. 716/7). Pensava-se também que pudéssemos provar O
gue nos propuséssemos provar. N&o ocorria a ninguém que
a articulacdo verbal de um experimento mental implica
alguma dificuldade real. A légica formal e a matematica
aristotélicas eram disciplinas totalmente distintas — sendo
a primeira considerada inteiramente sem valor pelos ma-
teméticos. Prova ou experimento mental encerravam plena
conviccio sem qualquer esquema dedutivo ou estrutura
“logica”.

Em principios do século XIX o caudal de contra-
exemplos trouxe confusio. Uma vez que as provas eram
cristalinas, as refutacdes tinham de ser monstruosidades
miraculosas, a serem completamente apartadas de provas
indubitaveis. A revolucdo do rigor, de Cauchy, repousava
na inovacio heuristica de que o matematico ndo deve
parar na prova: deve prosseguir e esclarecer aquilo que
ele provou, mediante enumeracio das excecdes, ou antes,
enunciando um dominio seguro em que a prova € valida.
Mas nem Cauchy — nem Abel — perceberam qualguer
relacdo entre os dois problemas. Nunca lhes ocorreu que,
se descobrissem uma excecdo, deveriam fazer oulra ins-
pecio da prove. (Outros praticavam o método da anti-
excecdo, ajuste de monstro ou mesmo “fechavam os olhos”
— mas todos concordavam em gque a prova era tabu e
que nada tinha a ver com as “excecoes”.)

O consércio de logica e mateméitica no século XIX
teve duas fontes principais: a geometria nfo-euclideana
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e a revolugcdo do rigor de W/ierstmss. Elas ensejaram a
integracdo da prova (experimento mental) e as refuta-
cOes, e comecaram a desenvolver a andlise da prova,
paulatinamente introduzindo esquemas dedutivos no ex-
perimento mental da prova. O que chamivamos de “mé-
todo de prova e refutacGes” era a sua inovacdo heuristica:
pela primeira vez ele unia légica e matemdtica. O rigor
weierstrassiano triunfou sobre os adversarios antimons-
tros e ocultadores de lema que com o seu reacionarismo
empregavam jargdes como “obtusidade do rigor”, “artifi-
cialidade versus beleza” etc. O rigor da andlise da prova
suplantava o rigor da prova: mas os matematicos, em
sua maioria, s0 toleravam seu pedantismo na medida
em que ela lhes prometia certeza absoluta.

A teoria dos conjuntos de Cantor — que trazia ade-
mais uma safra de inesperadas refutacdes de teoremas
“rigorosos” — converteu muitos weierstrassianos da velha
guarda em dogmaéticos, sempre prontos a combater os
“anarquistas”, impedindo os novos monstros ou referindo
“lemas ocultos” em seus teoremas que representavam
“a ultima palavra em rigor”, ao mesmo tempo em que
reprimindo o tipo mais velho de “reacionérios” por idén-
ticos pecados.

Alguns matematicos compreenderam entdo que o im-
pulso de rigor da anilise da prova no método de provas
e refutacdes leva a um circulo vicioso. Teve inicio uma
contra-revolucdo “intuicionista”: foi condenado o pedan-
tismo 1égico-lingiiistico da andlise da prova, e inventa-
ram-se novos padrdes extremistas de rigor para as provas;
mais uma vez divorciaram-se matemaética e légica.

Os logicistas tentaram salvar o casamento e naufra-
garam nos paradoxos. O rigor hilbertiano transformou
a matematica numa teia de aranha de andlises de prova,
alegando defer o infinito retorno por provas de consis-
téncia cristalina de sua metateoria intuicionista. A “ca-
mada de base”, a regido de familiaridade irrepreensivel,
passava a ser os experimentos mentais da matemaética
(Ci. Lakatos [1962], pp. 179-84).

Mediante cada “revolucio de rigor”, a anilise da prova
penetrava mais fundo nas provas até a “camada bdsica”
do ‘“conhecimento corriqueiro do senso comum” (cf. tam-
bém nota 63), em que a intuicdo cristalina, o rigor da
prova, reinava soberana e a critica era banida. Assim,
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diferentes niveis de rigor sé diferem quanto a tracarem
a linha entre o rigor da andlise da prova e o rigor da
prova, isto é, quanto a onde deve cessar a critica e come-
car a justificacGo. A “certeza é sempre inatingivel”; nunca
se acham os “embasamentos” — mas a “asticia da razio”
transforma cada aumento de rigor num aumento de con-
tedido, no Ambito da matematica. Mas esse caso vai além
do que pretendemos no presente estudo #.

8¢ Nota dos Organizadores. Essa nota histérica, acreditamos, subesti-
ma um pouco das realizacgbes dos “rigoristas” matemdticos. A tendéncia
no sentido de “rigor” em matemética era, como de fato transpirava,
no sentido de duas metas distintas, uma das quais inatingivel. Kssas
duas metas sdo, primeiro, argumentos ou provas rigorosamente coxr-
retos (nos quais a verdade é infalivelmente transmitida das premissas
4 conclusfo) e, segundo, axiomas ou primeiros principios rigorosa-
mente verdadeiros (que devem dar a injegfo original de verdade no
sistema — a verdade seria entdo transmitida a toda a matematica
via provas rigorosas). A primeira dessas metas veio a ser atingivel
(dadas, é claro, certas pressuposigbes), ao passo que a segunda mos-
trou-se inatingivel.

Frege e Russell elaboraram sistemas em que a matemética po-
deria ser traduzida (falivelmente) (Veja-se adiante p. ) e nos quais
as regras da prova sdo finitas em ndmero e especificadas de anteméo.
Resulta que se pode mostrar (e & aqui que entram as pressuposigdes
mencionadas) que qualquer sentenca que pode ser provada empre-
gando essas regras é conseqiiéneia valida dos axiomas do sistema
(isto &, que se esses axiomas sdo verdadeiros, a sentencga provada
deve também ser verdadeira). Nesses sistemas, nio ha “vazios” nas
provas, e se uma seqiiéncia de sentengas é uma prova ou nio, pode
ser conferido num nimero finito de fases. (Evidentemente, se esse
processo de conferéncia mostra que a seqiiéncia de férmulas ndo é
uma prova no sistema considerado, isto ndo estabelece que nenhuma
prova auténtica da férmula final existe dentro do sistema. Assim,
na conferéncia da prova, existe uma assimetria que opera em favor
da verificagdo e contra a falsificagdo.) Nao ha sentido sério em
que tais provas sejam faliveis. (& certo que, ao fazer essa confe-
réncia, alguém possa cometer um erro inexplicdvel, mas isso n#o
é davida grave. E certo que o [meta-] teorema nio formal de que
essas provas vilidas transmitem verdade pode ser falso — mas nao
ha séria razdo para pensar que O seja.) Mas os axiomas desses
sistemas sdo faliveis num sentido ndo trivial. A tentativa de tudo
em matemética partir de verdades “evidentes por si”, “légicas”, como
se sabe muito bem, fracassou.
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6. Volta a Critica da Prova Mediante Contra-Exemplos
Que Sdo Locais, Mas Ndo Globais, O Problema do
Conteudo.

(a) Conteudo crescente por provas mais profundas

O0MEGa: Aprecio o método de Lambda de prova e refuta-
¢Oes e compartilho sua fé em que de algum modo chega-
remos finalmente a uma rigorosa an4lise da prova, e com
isto a um teorema com certeza verdadeiro. Mas, mesmo
assim, nosso préprio método cria um novo problema:
a analise da prova, na medida em que aumentando a
certeza, diminui o contetido. Cada novo lema na anilise
da prova, cada nova condigfio correspondente no teorema,
reduz seu dominio. O aumento de rigor aplica-se a niimero
cada vez menor de poliedros. A incorporacio do lema nio
significar4 o mesmo engano de Beta na procura de maior
seguranca? N&o teriamos “retirado demasiado radical-
mente, deixando de fora dos muros numerosos poliedros
eulerianos”? % Em ambos os casos, podemos estar jogando
fora a agua do banho junto com a crianca. Devemos ter
um conlrapeso para o efeito do rigor na relacdo contedido-
~decréscimo.

J& demos varios passos nesse sentido. Permitam-me
que lembre dois casos e os reexamine.

Um deles foi quando deparamos com contra-exemplos
locais mas nfo globais. 88 Gama refutou o terceiro lema
de nossa andlise da prova (de que “ao retirar tridngu-
los da estrutura plana triangulada temos apenas duas
possibilidades: ou retiramos uma aresta ou retiramos duas
arestas e um vértice”). Ele retirou um tridngulo do meio
da rede sem refirar um tUnico vértice ou uma aresta.

Tivemos entdo duas possibilidades. 8 A primeira seria
incorporar o lema falso ao teorema. Isso teria sido um
processc perfeitamente adequado com respeito & certeza,
mas teria reduzido o dominio do teorema tdo drastica-
mente que ele se aplicaria apenas ao tetraedro. Junto com

85 Veja-se acima, p 46.

8 Para a discussfo deste primeiro caso, veja-se acima, pp. 16-18.

87 Omega parece ignorar uma. terceira possibilidade: Gama pode
perfeitamente alegar que visto contra-exemplos locais, mas néo globais,
nio exibirem qualquer viola¢do do principio de retransmissio de fal-
sidade, nada h4a a fazer.




VoLtAa A CriticaA pA Prova 83

os contra-exemplos teriamos banido todos os exemplos,
exceto um.

Foi essa a argumentac@o subjacente a4 adocéo da al-

ternativa: em vez de estreitar o dominio do teorema pela
incorporacio do lema, nés o ampliamos ao substituir
o lema falseado por outro ndo falseavel. Mas esse padréo
vital para a formagdo de teorema foi logo esquecido,
e Lambda nfo se incomodou em formuli-lo como norma
heuristica. Ela deveria ser assim:
Norma 4. Se tivermos um contra-exemplo que seja local,
mas ndo global, tentemos melhorar nossa andlise da prova
mediante substituicdo do lema refutado por outro ndo
falseado.

Contra-exemplos do primeiro tipo (locais mas n&o
globais) podem ensejar oportunidade de aumentar o con-
teido de nosso teorema que estd sendo constantemente
reduzido sob a pressdo de contra-exemplos do terceiro tipo
(globais, mas ndo locais).
caMa: A Norma 4 exibe ainda a fragilidade da “intui¢éo
da perfeita analise de prova” de Alfa, agora descartada. 8
Teriamos arrolado os lemas suspeitos, incorporando-os
imediatamente e — sem atentar para contra-exemplos —
constituido teoremas quase vazios.

PROFESSOR: Omega, vejamos o segundo exemplo que vocé
prometeu.

6MEGA: Na analise de prova de Gmegsa o segundo lema
era que “fodas as faces sdo triangulares”.5® Isso pode ser
falseado por numerosos contra-exemplos locais, mas nao
globais, como no caso do cubo ou do dodecaedro. Por
conseguinte, professor, o senhor o substituiu por um lema
que ndo é falseado por eles, isto é, que “qualquer face
cortada por uma aresta diagonal converte-se em duas
partes”. Mas, em vez de recorrer a Norma 4, o senhor
censurou Beta por “anilise de prova descuidada”. O se-
nhor convira que a Norma 4 é mais sensata do que “ser
mais cuidadoso”.

BeETA: Vocé tem razio, Gama, e me faz compreender
melhor “o método da melhor espécie dos antiexcegOes”. *®
Eles comecam com uma cautelosa andlise de prova,
“segura” e sistematicamente aplicando a Norma 4 paula-

88 (Cf. acima, p. 69.
89 Para a discussio deste segundo caso, cf. acima, pp. 56-67.
90 Veja-se acima, pp. 57-58. :
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tinamente elaboram o teorema sem incorrer em falsidade.
Afinal, é questdo de temperamento achegar-se & verdade
Sémpre por exageros ou por subestimativas.
OMEGa: Isto pode estar certo. Mas podemos interpretar
a Norma 4 de dois modos. Até agora consideramos apenas
a primeira, a interpretacdo mais fraca: “elabora-se facil-
mente e melhora-se a prova substituindo o falso lema
por outro ligeiramente modificado que o contra-exemplo
ndo refute”;** tudo o que se precisa para isso é uma
inspecio “mais cuidadosa” da prova e uma “observacio
simples”. 92 Nessa interpretacdo, a Norma 4 nio passa
de remendo local dentro da estrutura da prova original.
Também concedo quanto 3 interpretacdo radical alter-
nativa: substituir o lema — ou possivelmente todos os
lemas — ndo apenas na tentativa de espremer a Ultima
gota de conteido de determinada prova, mas talvez pela
invencéo de outra completamente diferente, mais ampla
e mais profunda.
PROFESSOR: Por exemplo?
O0MEGa: Discuti antes a conjectura Descartes-Euler com
um amigo que de pronto ofereceu uma prova assim: ima-
ginemos que o poliedro seja oco, com a superficie feita
de material duro, digamos, de cartdo. As faces devem ser
pintadas na parte de dentro. Iluminemos bem o inte-
rior e coloquemos numa das faces, num furo apropriado,
a lente de uma mAaquina fotografica de modo que ela
possa fotografar por dentro todas as arestas e vértices,
SIGMA (d parte): Maquina fotogrifica em prova mate-
matica?
OMEGA: Assim obtenho a fotografia de uma estrutura
plana, que pode ser inspecionada exatamente como a es-
trutura em sua prova. Do mesmo modo também, posso
mostrar que, se as faces estiverem simplesmente ligadas,
V — A + F = 1, e acrescentando a face que contém
a lente, e que é invisivel na foto, obtenho a férmula de
Euler. O lema principal é que existe uma face do poliedro
que, se transformada em Ilente da camara, fotografa
o interior do poliedro de modo que todas as arestas e todos
os vértices aparecam no filme. Agora, introduzo a se-
guinte férmula: em vez de “um poliedro que tenha pelo

81 Veja-se p. 17.
92  JIbidem.
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menos uma face da qual podemos fotografar fodo o in-
terior”, direi “um poliedro semiconvexo”.

BETA: Sendo assim, seu teorema serd: todos os poliedros
semiconvexos com faces simplesmente ligadas s@o eule-
rianos.

0MEGA: Por questdo de brevidade e em homenagem ao
inventor dessa idéia especial de prova, eu preferiria dizer:
“Todos os poliedros gergonnianos sdo eulerianos.”
GAMA: Mas hi muitos poliedros simples que, embora
perfeitamente eulerianos, sdo tdo mal recortados que nao
tém face da qual se possa fotografar todo o interior!
A prova de Gergonne nido é mais profunda que a de
Cauchy; pelo contrario, é a de Cauchy que é mais pro-
funda que a de Gergonne!

OMEGa: E claro! Suponho que o professor conhecia
a prova de Gergonne, considerava-a insatisfatéria por
algum contra-exemplo local, mas ndo global e substituiu
o lema 6tico, fotografico, pelo lema mais amplo, topologi-
co, da planificacio. Com isso chegou a prova mais pro-
funda de Cauchy, ndo mediante uma “cuidadosa analise
de prova” seguida de ligeira alteragio, mas mediante
inovacdo imaginativa radical.

PROFESSOR: Aceito seu exemplo — mas eu néo conhecia
a prova de Gergonne. Mas se vocé conhecia, por que nao
nos falou sobre ela?

o6MEGA: Porque imediatamente refutei-a por poliedros
nio-gergonnianos que sdo eulerianos.

caMma: Como acabei de dizer, também descobri tais polie-
dros. Mas isso serd razdo para desfazer-nos de toda a
prova?

93 A prova de Gergonne encontra-se em Lhulier [1812-13a], pa-
ginas 177-9. No original, ela ndo continha, evidentemente, artificio
fotografico. Diz ela: “Tome-se um poliedro, uma de cujas faces seja
transparente; e imagine-se que o olho se aproxime dessa face do
lado de fora, tio de perto que possa perceber o interior de todas as
demais faces...”. Gergonne observa, com modéstia, que a prova de
Cauchy é mais profunda, que “tem a valiosa vantagem de que nio
presume absolutamente a convexidade”. (N@o lhe ocorre, porém, o que
ela de fato presume). Jacob Steiner mais tarde redescobriu a mesma
prova ([1826]). Sua atencfo foi atraida entfo para a prioridade de
Gergonne, de modo que ele leu o trabalho de Lhulier com a lista
de excegdes, mas isso ndo o impedin de concluir sua prova com o
“teorema”; “Todos os poliedros sfo eulerianos”. (Foi o trabalho de

Steiner que fez Hessel — o Lhulier dos alemfes — escrever o
seu [1833].)
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OMmEGAa: Acho que sim.

PROFESSOR: Vocé€ ja ouviu falar da prova de Legendre?
Vocé também se descartaria dela?

OMEGA: Certamente que sim. E ainda menos satisfatéria:
seu conteudo é ainda mais pobre que o da prova de Ger-
gonne. Sua hipétese comecava com o mapeamento do
poliedro com uma projecdo central numa esfera contendo
0 poliedro. Tomou 1 como raio da esfera. Escolheu o cen-
tro de projecdo de modo que a esfera fosse abrangida
completamente, desde que, e apenas desde que por uma
rede de poligonos esféricos. Assim, seu primeiro lema era
de que tal ponto existe. Seu segundo lema era de que,
para a rede poliedral na esfera, V — A + F = 2, mas
conseguiu isso ao decompor em lemas trivialmente verda-
deiros os lemas da trigonometria esférica. Mas um ponto
do qual tal projecio cenfral seja possivel s6 existe em
poliedros convexos e uns poucos poliedros convenientes
“semiconvexos”. Mas esse teorema: “Todos os poliedros
legendrianos sdo eulerianos” *¢ difere completamente do
de Cauchy, mas apenas para pior. E “infelizmente incom-
pleto”.® E um “esforco baldado que pressupoe condicoes
de que o teorema de Euler ndo depende absolutamente.

94 A prova de Legendre encontra-se em seu [1803], mas nio o
teorema gerado pela prova, de vez que a andlise de prova e formacéo
de teorema eram virtualmente desconhecidos no século XVIIL. Le-
gendre primeiro define poliedros como sélidos cuja superficie consiste
de faces poligonais (fig. 16). Depois prova que V. — A4 + F = 2
em geral (p. 228). Mas hi uma emenda antiexcegio numa nota de
rodapé & p. 164, dizendo que sé se devem considerar poliedros con-
vexos. Ele ignorava a franja quase convexa. Poinsot foi o primeiro,
em seu [1809], a observar ou comentar a prova de Legendre,
que a férmula de Euler “é vilida nfo apenas para os sélidos con-
vexos comuns, isto é, para aqueles ecuja superficie é cortada por
uma linha reta em n#o mais que dois pontos: vale também para
poliedros com Angulos reentrantes, desde que se possa achar um ponto
no interior do sélido que sirva como centro de uma esfera ma qual
se possam projetar as faces do poliedro mediante linhas partindo
do centro, de modo que as faces projetadas nio sobreponham. Isso
aplica-se a uma infinidade de poliedros com &ngulos reentrantes.
De fato, a prova de Legendre se aplica, tal como o afirma, a todos
esses poliedros adicionais” (p. 46).

96 . de Jonquiéres prossegue, levantando um argumento a partir
do [1858] de Poinsot: “Ao invocar Legendre, e como altas autori-
dades, nada mais se faz que estimular um difundido preconceito
de que s@o vitimas até mesmo alguns dos melhores espiritos: que o
dominio de validade do teorema de Euler consiste apenas de poliedros
convexos” ([1890a], p. 111).
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Tem que ser descartado e tem-se que procurar principios
mais gerais.” ¢

BETA: Omega tem razdo. “A convexidade €, até certo
ponto, casual para a caracteristica euleriana. Um poliedro
convexo podia ser transformado, por exemplo, por uma
saliéneia ou estendendo um ou mais dos vértices, num
poliedro ndo convexo com 0s mesmos numeros configura-
cionais. A relacdo de Euler corresponde a algo mais fun-
damental que a convexidade.”? E vocé jamais captara
isso por seus ‘‘quase” ou “semipregueamentos”.

omMEGA: Pensei que o professor a tivesse apreendido nos
principios topolégicos da prova de Cauchy em que todos
os lemas da prova de Legendre sfo substituidos por outros
completamente novos. Mas deparei entdo com um poliedro
que refutava até mesmo essa prova que €, sem duvida,
a mais profunda até agora.

PROFESSOR: Vamos ver isso.

dmEca: Todos vocés se lembram do ourico” (fig. m
de Gama. E claro que nio era euleriano. Mas nem todos os
poliedros estelados sdo nao-eulerianos! Vejamos por exem-
plo o “grande dodecaedro estelado” (fig. 15). Ele consiste,
como o “dodecaedro estelado pequeno” de pentagramas,
mas diferentemente dispostos. Tem 12 faces, 30 arestas
e 20 vértices, de modo que V — 4 + F = 2.98

96 Isto é de Poinsot ({18581, p. 70).

97 D. M. Y. Sommerville ([1929], pp. 143-4).

98 Trata-se do “grande dodecaedro estelado” ji divisado por Kepler

—
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PROFESSOR: Vocé entdo rejeita nossa prova?

OMEGA: Sim. A prova satisfatoria tem que explicar a
eulerianidade também do “grande dodecaedro estelado”,
RO: Por que ndo admitir que o seu “grande dodecaedro
estelado” é triangular? Suas dificuldades sdo imagin4rias.
DELTA: Concordo. Mas sio imaginirias por uma razio
diferente. Habituei-me agora com os poliedros estelados:
eles sdo fascinantes. Mas temo que sejam essencialmente
diferentes dos poliedros comuns: logo, nio se pode con-
ceber uma prova que explique a caracteristica euleriana
do cubo, por exemplo, e do “grande dodecaedro estelado”
mediante uma Unica idéia.

OMEGA: Por que ndo? Vocé nio tem imaginacio alguma.
Vocé teria insistido, depois da prova de Cauchy, que polie-
dros cOncavos e convexos sdo essencialmente diferentes:
logo, ndo se pode talvez conceber uma prova que explique
o carater euleriano de poliedros convexos e concavos por
uma mesma idéia? Permita-me que cite um trecho dos
Didlogos de Galileu.

SAGREDO: Entdo, como vocé vé, todos os planetas e saté-
lites — chamemo-los todos de “planetas” — movem-se em
elipses. =

SALVIATI: Temo que haja planetas movimentando-se em
paribolas. Olhe esta pedra. Eu a arremesso: ela descreve
uma pardbola.

SIMPLiCI0: Mas essa pedra nfio é um planeta! Trata-se
de dois fendmenos perfeitamente distintos!

SALVIATI: E claro que esta pedra é um planeta, apenas
lancado por mio menos poderosa que aquela que arremes-
sou a Lua.

SIMPLiCI0: Tolice! Como vocé ousa juntar sob igual ru-
brica fendémenos celestes e terrestres! Um nada tem a
ver com o outro! E claro que ambos podem ser explicados
mediante provas, mas tenho certeza de que as duas explica-
¢bes serdo totalmente diferentes! Nio posso imaginar uma
prova que explique o curso de um planeta no céu e um
projétil na terra mediante uma tvinica idéia!

SALVIATI: Vocé ndo pode imagini-la, mas eu posso vis-
lumbra-la... 99

({1619]. p. 53). e depois independentemente, por Poinsot ([18107, que
primeiro o testou quanto & eulerianidade. A fig. 156 é uma cépia do
que se encontra no livro de Kepler.

99 Foi-me impossivel encontrar a fonte dessa citagdo.
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PROFESSOR: Esqueca projéteis e planetas, Omega, vocé
por acaso teve éxito em achar uma prova que abranja
tanto poliedros eulerianos comuns como poliedros estela-
dos eulerianos?

omEcAa: N&o. Mas acharei. 19

1LAMBDA: Digamos que sim; mas que dizer da prova de
Cauchy? Vocé tem de explicar por que rejeita uma prova
atras da outra,

(b) Tendéncias a provas finais e correspondentes condi-
¢bes necessdrias e suficientes.

oMmEeGAa: Vocé criticou andlises de prova pelo fracasso da
retransmissdo de falsidade mediante contra-exemplos do
terceiro tipo. 10! Agora eu as critico pelo fracasso da trans-
missdo de falsidade (ou, o que vem a dar no mesmo, re-
transmiss@o de verdade) mediante contra-exemplos do
segundo tipo.1°2 Uma prova deve explicar o fenémeno de
eulerianidade em toda a sua extensfo.

. Minha procura é nio s6 de certeza como também de fina-
lidade. O teorema tem que ser certo — ndo devem existir
contra-exemplos dentro de seu dominio; mas ele tem tam-
bém que ser final: ndo deve haver quaisquer exemplos
fora de seu dominio. Quero tracar uma linha diviséria
entre exemplos e contra-exemplos, e ndo entre um dominio
seguro de uns poucos exemplos e uma confusdo de exem-
plos e contra-exemplos.

LAMBDA: Quer dizer, vocé quer que as condicbes do teo-
rema sejam ndo apenas suficientes, mas também neces-
sarias!

KaPA: Imaginemos entfo, para fins de argumentar, que
vocé tenha descoberto tal teorema-mestre como: “Todos
03 poliedros-mestre s@o eulerianos”. Vocé compreende
que esse teorema s6 seria “final” se o teorema Inverso:
“Todos os poliedros eulerianos sd@o poliedros-mestres” fosse
certo?

6MEGa: E claro.

KAPA: Quer dizer, se a certeza se perde no circulo vicio-
s0, 0 mesmo acontecerd com a finalidade? Vocé encontrard

100 Cf, Nota 104.
101 Contra-exemplos globais, mas nfo locais.
102 Contra-exemplos que sfio ao mesmo tempo globais e locais.
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pelo menos um poliedro euleriano fora do dominio de cada
uma de suas provas cada vez mais profundas.

OMEGA: E claro que sei que ndo posso resolver o problema
da finalidade sem resolver o problema da certeza. Estou
certo de que resolverei ambos. Acabaremos com a infinda-
vel seqiiéncia de contra-exemplos do primeiro e do terceiro
tipos.

PROFESSOR: Sua procura de contetdo.crescente é muito
importante. Mas por que nio aceitar seu segundo critério
de satisfacdo — a finalidade — como uma doacdo volunta-
ria e ndo obrigatéria? Por que rejeitar provas interessan-
tes que ndo contém condicdes suficientes e necessarias?
Por que considera-las refutadas?

6MEGA: Bem.. .1

LAMBDA: Seja como for, Omega certamente convenceu-
me de que uma Unica prova nio pode ser o bastante para
o aperfeicoamento critico de uma conjectura ingénua.
Nosso método deve incluir a versdo radical de sua Norma
4, e deve entdo ser chamado de método de “provas e refu-
tacoes” em vez de “prove e refutacgoes”.

MI: Desculpem a intromissdo. Acabo de traduzir os re-
sultados da discussdo em termos semiftopolégicos: o mé-
todo de incorporacdo do lema ensejou uma seqiiéncia es-
treitante de dominios de sucessivos teoremas melhorados,
devidamente encaixados; esses dominios ruiram sob o con-
tinuado ataque de contra-exemplos globais durante o apa-
recimento de lemas implicitos e convergiram para um limi-
te: chamemos esse limite de “dominio da andlise da prova”.
Se aplicarmos a versdo mais fragil da Norma 4, esse domi-
nio pode ser ampliado sob a continuada pressio de con-
tra exemplos locais. Essa seqiiéncia em expansio, de novo,

103 A resposta estd na célebre heuristica pappiana da antiguidade,
que se aplicava apenas & descoberta de “verdades finais”, “ultimas”,
isto é, a teoremas que continham tanto condi¢bes necessarias como
suficientes. Para “problemas a provar” a principal norma dessa heu-
ristica era: “Se temos uma conjectura, tiremos as conseqiiéncias dela.
Se chegarmos a uma conseqiiéncia sabidamente falsa, a conjectura
serd falsa. Se chegarmos a uma conseqiiéncia sabidamente verdadeira,
entao ela era verdadeira” (Cf. Heath [1925], I, pp. 138-9). O prin-
cipio causa aequat effectu e a procura de teoremas com condigtes
necessarias e suficientes pertenciam a essa tradicio. Foi sé6 no sé-
culo XVII — quando fracassaram todos os empenhos de aplica¢@o
da heuristica pappiana & ciéncia moderna — que a procura de certeza
veio a prevalecer sobre a busca de finalidade.
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tera um limite: chama-lo-ei de “dominio da prova”. A dis-
cussdo mostrou, entfo, que mesmo esse dominio limite
pode ser demasiado estreito (talvez até vazio). Pode ser
que tenhamos que encontrar provas mais profundas cujos
dominios constituam uma seqiiéncia em expansio, incluin-
do cada vez mais poliedros eulerianos recalcitrantes que
eram contra-exemplos locais para provas anteriores. Esses
dominios, por sua vez dominios limites, convergirdo para
o duplo limite do “dominio da conjectura ingénua” —
que ¢&, afinal de contas, o objetivo do estudo.

A topologia desse espaco heuristico ser4 problema
para a filosofia da matematica: as seqiiéncias sero infi-
nitas? Convergirdo? Atingirfio o limite? Serd que o limite
¢ uma seqiiéncia vazia?
£pSILON: Achei uma prova mais profunda que a de
Cauchy, que explica também a eulerianidade do “grande
dodecaedro estelado” de Omega!

[Passa uma anotacdo ao Professor.]

OMEGA: A prova final! A verdadeira esséncia da euleria-
nidade sera agora reveladal!

PROFESSOR: Sinto muito, o tempo estd passando depres-
sa: teremos que discutir em outra ocasifio a prova muito
complicada de Epsilon. ! Tudo o que realmente percebo
é que ndo serd prova final no sentido que lhe da Omega.
De acordo, Beta?

(¢) Provas diferentes produzem teoremas diferentes

BETA: A quest@o mais interessante que aprendi dessa dis-
cussio é que diferentes provas da mesma conjectura in-
génua levam a teoremas totalmente diferentes. 4 conjec-
tura ingénua Descartes-Euler ¢é aperfeicoada mediante
cada prova num teorema diferente. Nossa prova original
deu: “Todos os poliedros de Cauchy sdo eulerianos”. Ago-
ra aprendemos sobre dois teoremas completamente dife-
rentes: “Todos os poliedros gfrgoneanos sdo eulerianos” e
“Todos os poliedros legendrianos sdo eulerianos”. Trés
provas, trés teoremas com um antepassado comum.'® A

104 Note dos Organizadores. Os conteidos da nota de Epsilon sédo
revelados a seguir, no Capitulo 2.

105 Existem muitas outras provas da conjectura de Euler. Para
uma discussdo pormenorizada das provas de Euler, Jordan e Poincaré,
veja-se Lakatos [1961].
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costumeira expressdo “diferentes provas do teorema de
Euler” é, pois, confundidora, porque oculta o papel vital
das provas na formacdo do teorema. 1%

pI: A diferenca entre provas distintas vai muito mais
além. S6 a conjectura ingénua é sobre poliedros. Os teo-
remas sdo sobre objetos de Cauchy, objetos gergonnianos,
objetos legendrianos, respectivamente, mas de modo al-
gum sobre poliedros.

106 Poinsot, Lhulier, Cauchy, Steiner e Crelle, todos eles pensavam
que provas diferentes provam o mesmo teorema: o Teorema de Euler.
Frase caracteristica de um manual diz: “O teorema vem de Euler,
a primeira prova vem de Legendre, a segunda, de Cauchy” (Crelle
[1827], 2, p. 671).

Poinsot chegou muito perto de observar a diferenga quando
observou que a prova de Legendre aplicava-se a mais que os poliedros
convexos comuns. (Veja-se Nota 94.) Mas quando comparou a prova
de Legendre com a de Euler (que se baseava em retirar cantos pira-
midais do poliedro e chegar a um tetraedro final sem alterar a
caracteristica euleriana) deu preferéncia & de Legendre, por motivo
de “simplicidade” [1858]. “Simplicidade” equivale, no caso, 4 idéia
de rigor no século XVIII: clareza no experimento mental. Nio lhe
ocorreu comparar as duas provas quanto ao contetido: a prova de
Euler se teria mostrado superior. (De fato, nada hi de errado na
prova de Euler. Legendre aplicava o padrido subjetivo contemporineo
de rigor e desprezava o padrio objetivo de conteido.)

Lhulier numa ecritica velada dessa passagem (ele ndo menciona
Poinsot) assinala que a simplicidade de Legendre é apenas aparente,
porque ela presume considerivel familiaridade com a trigonometria
esférica ([1812:13a], p. 171). Mas Lhulier também acredita que
Legendre “provou o mesmo teorema’” como Euler (ibid., p. 170).

Jacob Steiner junta-se a ele na apreciagido da prova de Legendre
e ao presumir que todas as provas comprovam o mesmo teorema
([1826]). A tnica diferenca é que enquanto de acordo com Steiner
todas as diferentes provas provam que “todos os poliedros sio eule-
rianos”, para Lhulier todas as diferentes provas provam que “todos
os poliedros que ndo tenham tuneis, cavidades e faces circundantes
sdo eulerianos”.

Cauchy escreveu seu [1813] sobre poliedros quando ainda muito
jovem, mal saido dos vinte anos, muito tempo antes da revolucdo
do rigor, e nio se pode condeni-lo por repetir a comparacio das provas
de Poinsot, de Euler e Legendre na introdugio da segunda parte
de seu tratado.

Ele, como a majoria de seus contemporaneos, ndo apreendeu a
diferenca em profundidade de diferentes provas e assim nio pdde
apreciar a real forca de sua prépria prova. Achava ele que havia
dado outra prova do mesmissimo teorema — mas mostrou-se preo-

?~ em acentuar que chegou a uma generaliza¢io mais ou menos

la férmula de Euler para certos agregados de poliedros.
‘gonne foi o primiero a apreciar a profundidade sem igual da
le Cauchy (Lhulier [1812-13q], p. 179).
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BETA: Vocé estd querendo fazer graca? _
p1. N&o. Explicarei meu ponto de vista. Mag o farei em
contexto mais amplo. Quero discutir a formacdo de con-
ceito em geral.

zeTA: Deviamos primeiro discutir conteudo. Achei a
Norma 4 de Omega muito fraca, mesmo em sua interpre-
tacdo radical. %7

PROFESSOR: Muito bem. Vamos primeiro ouvir o enfoque
de Zeta do problema de conteuido, e entdo travaremos o
debate ao discutir a formacio do conceito.

7. O Problema do Conteudo Reinspeccionado
(a) A ingenuidade da conjectura ingénua

ZETA: Estou com Omega em deplorar o fato de que os
antimonstros, os antiexcecoes e os incorporadores de le-
mas, todos, lutam em procura de certa verdade em detri-
mento do contetido. Mas sua Norma 4,1% exigindo provas
mais profundas da mesma conjectura ingénua, nado basta.
Por que nossa procura de contetido deve ser limitada pela
primeira conjectura ingénua com que depararmos? Por
que o objetivo de nosso estudo deve ser o “dominio da
conjectura ingénua’?

6MEGa: N&o acompanho vocé. Sem duvida, nosso pro-
blema era descobrir o dominio da verdade de V — 4 + F
= [

ZETA: N&o! Nosso problema era encontrar a relagio
entre V, 4 e F para qualquer poliedro. Foi puro acaso que
primeiro tivéssemos adquirido familiaridade com poliedros

107  Veja-se acima, p. 88.
108 Veja-se p. 88.
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bara os quais V — 4 4+ F = 2. Mas um estudo critico
desses poliedros “eulerianos” mostrou-nos que hia muito
mais poliedros nio-eulerianos do que eulerianos. Por que
néo procurar o dominiode V. — 4 + F — -6, V—-A4F
=280uV — A 4+ F = O? Por acaso esses problemas nao
sdo também interessantes?

SIGMA: Vocé tem razdo. Prestamos muita atencdo a
V. — 4 + F = 2 s6 porque antes pensidvamos que isso
era verdadeiro. Sabemos agora que nio, e temos que en-
contrar uma nova conjectura ingénua mais profunda . . .
ZETA! ... que seja menos ingénua...

SIGMA: ... que seja uma relacdo entre V, 4 e F para
qualquer poliedro.

OMEGA: Por que tanta pressa? Vamos primeiro resolver
0 problema mais modesto que nos dispunhamos a solucio-
nar, isto €, explicar por que alguns poliedros sfo euleria-
nos. Até agora chegamos apenas a explicages parciais.
Por exemplo, nenhuma das provas encontradas explicou
por que uma estrutura-imagem com faces circundantes
tanto na frente como atris é euleriana (fig. 16). Ela tem
16 vertices, 24 arestas e 10 faces...

zeTA: Certamente, ndo se trata de um poliedro cauchya-
no: tem um tunel, tem faces circundantes. ..

BETA: E, no entanto, é euleriano! Como é irracional! Po-
liedro acusado de uma tnica falta — um ttinel com faces
circundantes (fig. 9) — a ser jogado entre os cabritos,
embora um que ofenda de tantos outros modos — tendo
também faces circundantes (fig. 16) — admitido entre
08 cordeiros? 109

OMEGA: Vocé percebe, Zeta? J4 temos muitos enigmas
com os poliedros eulerianocs. Vamos resolvé-los primeiro
antes de prosseguir com o problema mais geral.

zETA: N&o, Omega. “Mais questdes podem ser mais f4-
ceis de responder do que apenas uma. Um problema
novo e mais ambicioso pode ser mais facil de se solucionar
do que o problema, original.” 11* E de fato, vou mostrar que
0 seu problema limitado e casual s6 pode ser solucionado
pela resolucéo de problema essencial mais amplo.

102 O problema foi observado por Lhulier ([1812-13¢], p. 189) e,
independentemente, por Hessel [1832]. No trabalho de Hessel, as fi-
guras das duas estruturas-imagens aparecem prdéximas uma das outras.
Cf. também nota 128. ’

110 Pélya chama isso de “paradoxo do inventor” ([1946], p. 110).
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OMEGA: Mas eu quero descobrir o segredo da euleriani-
dade!

zETA: Compreendo sua resisténcia. Vocé caiu de amores
pelo problema de descobrir onde Deus tragou a linha divi-
séria entre poliedros eulerianos e nao-eulerianos. Mas néo
hi razio para acreditar que o termo “euleriano” tenha
ocorrido na planta divina do universo. Que sera se a eu-
lerianidade for tfo-somente propriedade casual de certos
poliedros? Nesse caso, seria desinteressante ou até mesmo
impossivel descobrir os ziguezagues ao acaso da linha de-
marcatéria entre poliedros eulerianos e n3o-eulerianos.
Tal admissdo, porém, deixaria racionalismo puro, porque
a eulerianidade néo é entdo parte do designio racional do
universo. Assim sendo, esquecamo-la. Uma das principais
questoes sobre o racionalismo critico é que se estd sempre
preparado para abandonar o problema original cuja so-
lucdo estd em curso e substitui-lo por outro.

(b) Inducdo como base do método de provas e refutacdes

sicMma: Zeta tem razdo. Que calamidade!

zETA: Calamidade?

SIGMA: Sim. Vocé pretende agora uma nova “conjectura
ingénua’” sobre a relacdo entre V, A e F, para qualquer
poliedro, ndo é? E impossivel! Considere a vasta multidao
de contra-exemplos. Poliedros com cavidades, poliedros
com faces circundantes, com tineis, misturados com
arestas, vértices... V — A + F pode aquirir qualquer va-
lor! Dificilmente vocé podera reconhecer qualquer ordem:
nesse caos! Deixamos a terra firme dos poliedros euleria-
nos para entrar num pantanal! Perdemos irremediavel-
mente a conjectura ingénua, e ndo temos esperanca algu-
ma de encontrar outra!

ZETA: Mas...

BETA: Por que nio? Lembre-se do caos aparentemente
desesperador de nossa tabela de nimero de vértices, ares-
tas e faces até dos poliedros convexos mais comuns. 1*
Fracassamos muitas vezes em ajustd-los numa férmula.
No entanto, de repente a real regularidade que os governa
nos surpreendeu: Vv — 4 + F = 2,

111 Nota dos Organizadores. Essa tabela foi discutida antes de en-
trarmos na sala de aula.
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KAPA (& parte): “Regularidade real”? Expressio engra-
cada para uma completa falsidade.

BETA: Tudo o que temos de fazer agora é completar nossa
tabela com os dados para poliedros nédo-eulerianos e pro-
curar uma nova férmula: com observacdo paciente e ope-
rosa, € um pouco de sorte, atinaremos com a férmula
certa; depois poderemos aperfeicod-la de novo, mediante
aplicacdo do método de provas e refutacdes!

zeTa: Observagdo paciente e operosa? Experimentar uma
formula apés outra? Talvez vocé invente uma méaquina
de fazer suposi¢cOes que produza férmulas ao acaso e as
compare com a sua tabela? E assim que vocé pensa que
a ciéncia progride?

BETA: N&o compreendo sua chacota. Certamente vocé ha
de convir que nosso primeiro conhecimento, nossas conjec-
turas ingénuas, s6 podem advir de operosa observacio e
stibito vislumbre, embora muito de nosso método critico
de “provas e refutacGes” prepondere uma vez descoberta
a conjectura ingénua! Qualquer método dedutivo tem que
comecar por uma base indutiva!

siGMA: Seu método indutivo jamais terd éxito. S6 che-
gamos aV — A + F = 2 porque aconteceu de ndo haver
estrutura imagem ou ourigocacheiro em nossas tabelas
originais. Agora que esse acaso histérico...

KAPA (4 parte): ... ou benevolente orientacio de Deus. ..
SIGMA: ...ndo malis existe, vocé jamais “induzird” ordem
a partir do caos. Comecamos com laboriosa observacdo e
vislumbre de sorte — e fracassamos. Agora vocé propoe
comecarmos de novo com laboriosa observagio e vislum-

112 Veja-se nota 117. A tabela foi tomada a Pélya [1954], vol. I,
P. 36 e é a seguinte:

Poliedro F 1 %4 A

I Cubo 6 8 12

II Prisma triangular 5 6 9
111 Prisma pentagonal 7 10 15
v Pirdmide quadrada 5 5 8
A% Pirdmide triangular 4 4 6
VI Pirdmide pentagonal 6 6 10
VII Octaedro 8 6 12
VIII “Torre” 9 9 16
IX “Cubo truncado” 7 10 16
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bre mais feliz. Mesmo que chegassemos a uma nova con-
jectura ingénua — o que duvido — acabariamos na mesma
situacéo.

BETA: Talvez devamos renunciar a toda pesquisa? Temos
que comecar de novo — primeiro com uma nova conjectu-
ra ingénua e depois prosseguir com o meétodo de provas e
refutacoes,

zeTA: N3#o, Beta. Concordo com Sigma — em conseqiién-
cia, ndo comecarei de novo com outra conjectura ingénua.
BETA: Entfo, de onde pretende comecar senio com uma
generalizagdo indutiva de baixo nivel como conjectura in-
génua? Ou vocé terd um método alternativo por onde
comecar?

(c) Suposicdo dedutiva “versus” suposicdo ingénua

zETA: Comecar? Por que devo comecar? Minha mente
néo estd vazia quando descubro (ou invento) um pro-
blema.

PROFESSOR: N&o implique com Beta. O problema é este:
“Haverd uma relacdo entre o nimero de vértices, arestas
e faces dos poliedros, andloga & relacdo trivial entre o
niumero de vértices e arestas de poligonos, isto é, que
V = A?”11 Como é que vocé comecgaria?

zETA: Em primeiro lugar, nio disponho de verbas do
governo para empreender uma pesquisa extensa de polie-
dros, nenhum exército de assistentes de pesquisa para
contar os numeros de seus vértices, arestas e faces, e ela-
borar tabelas a partir desses dados. Mas mesmo que eu
tivesse, ndo teria paciéncia, nem interesse, em experimen-
tar uma férmula apés outra para verificar se ela presta.
peTA: E entdo, vocé vai ficar parado, fechando os olhos
e esquecendo os dados?

zETA: Precisamente. Preciso de uma idéia com que co-
mecar, mas nfo preciso de dado algum.

BETA: E de onde vocé tira a sua idéia?

zETa: Ela j4 estd em nossas mentes quando formulamos
o problema: de fato, estd na prépria formulacio do pro-
blema.

BETA: Que idéia?

zera: A de que, para um poligono, V = A.

BETA: E dai?

113 Veja-se acima, Nota 7.
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ZETA: Um problema nunca surge do vazio. Est4 sempre
relacionado com o nosso senso comum. Sabemos que
para poligonos V = 4. Ora, o poligono é um sistema
de poligonos que consiste de um unico poligono. O polie-
dro é um sistema de poligonos que consiste de mais de um
poligono. Mas para poliedros, V=£ 4, a que ponto a re-
lagdo V = A cessa na transicdo de sistemas monopoligonais
para sistemas polipoligonais? Em vez de recolher dados,
investigo como o problema surgiu do nosso senso comum;
ou, qual era a expectativa cuja refutacdo apresentou o
problema?

siema: Certo. Sigamos sua recomendac¢do. Para qual-
quer poligono 4 — V = 0 (fig. 17 (a) ). Que acontece
se ajusto outro poligono a ele (ndo necessariamente no
mesmo plano)? O poligono adicional tem 7, arestas e n,
vértices; ajustando-o agora ao original ao longo de uma
cadeia de n’; arestas e n’; + 1 vértices aumentaremos o
numero de arestas em n; — 7’; e o niimero de vértices em
n, — (77 4 1), isto €, no novo sistema bipoligonal ha-
vera um excesso no numero de arestas sobre o ntmero
de vértices: 4 — V = 1 (fig. 17 (b); para uma ajusta-
gem pouco comum mas perfeitamente adequada, veja-se

@ 6

©

Fig. 17

figura 17 (c). “Ajustar” nova face ao sistema sempre
aumentars esse excesso em um, ou, para um sistema
F-poligonal elaborado desse modo, 4 — V = F — 1.
ZETA: Ou,V — A + F = 1,

LAMBDA: Mas isso é falso para a maioria dos sistemas
poligonais. Veja-se o cubo...
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stcMa: Mas minha construgio sé pode levar a sistemas
poligonais “abertos” — limitados por um circuito de ares-
tas! Posso, facilmente, estender meu experimento mental
a sistemas poligonais “fechados”, sem nenhum desses li-
mites. Esse fechamento pode ser conseguido cobrindo-se
um sistema poligonal aberto, do tipo vaso, com um poli-
gono como tampa: ajustando esse poligono tampa aumen-
tamos F de um, sem mudar V ou 4...

zETA; Ou, para um sistema poligonal fechado — ou po-
liedro fechado — construido desse modo, V — A+ F =2
conjectura que vocé obteve agora sem “gbservar” o nume-
ro de vértices, arestas e faces de um unico poliedro!
1AMEDA: E agora vocé pode aplicar o método de provas
e refutacdes sem um “ponto de partida indutivo”.

gETa: Com a diferenca de que vocé ndo precisa desco-
prir uma prova — a prova ja estd 14! Vocé pode prosse-
guir imediatamente com refutagcdes, analises de prova e
formacdo de teorema.

LAMBDA: Entdo em seu método — em vez da observa-
¢do — a prova precede a conjectura ingénua! 114

zETA: Bem, eu nido chamaria de conjectura ingénua
aquela que saisse de uma prova. Em meu método, nao ha
lugar absolutamente para ingenuidades indutivas.

BETA: Protesto! Vocé apenas pods para tras a partida in-
dutiva “ingénua”: vocé comec¢a com “V = 4 para poligo-
nos”. Vocé nio baseia isso em observacdes?

T -

(9

(a).

Fig. 18

zETa: Do mesmo modo que a maioria dos matematicos,
nfo sei contar. HA pouco tentei contar as arestas e verti-
ces de um heptagono: encontrei primeiro 7 arestas e 8 vér-
tives, e depois 8 arestas e 7 vertices...

pETA: Deixando de lado o gracejo, como vocé conseguiu
V = A?

114 Trata-se de jmportante excecio ¥ Nota 7.

4
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ZeTA: Fiquei profundamente chocado quando primeiro
compreendi que para o tridngulo V — A = O. E claro que
€u sabia muito bem que numa aresta V — 4 = 1 (tig. 18
(a@)). Também sabia que, ajustando novas arestas, isso
resultard sempre num aumento de um, tanto no ntmero
de vértices como de arestas (figs. 18 (b) e 18 (¢) ). Por
que, no sistema de aresta poligonal, dA V — 4 = 0? Entéo,
compreendi que isto se deve & transicio de um sistema
aberto de arestas (que & limitado por dois vértices) a um
sistema fechado de arestas (que nio tem tal limite) :
porque “tampamos” o sistema aberto ajustando uma
aresta sem acrescentar um novo vértice. Assim provei, nao
observei, que V — A = 0/poligonos.

BETA: Sua habilidade néo lhe sera util. Vocé apenas pos
atras o ponto de partida indutivo, recuando-o ainda mais:
agora declarando que V — 4 = 1 para qualquer aresta.
Vocé provou ou observou isso?

ZETA: Provei-o. E claro que eu sabia que para um unico
vértice V = 1 (fig. 19). Meu problema era construir uma,
relacdo andloga...

BETA (furioso): Vocé ndo observou que para um ponto
V = 1?

ZETA: Vocé observou? [a parte, a Pi]: Devo dizer a ele que
meu “ponto de partida indutivo” era espago vazio? Que
eu comecei por “observar” nada?

LAMBDA: Seja como for, surgiram duas questdes. Primei-
ro, Sigma disse que s6 por acaso histérico pode-se
chegar a conjecturas indutivas ingénuas: quandc nos
defrontamos com um caos real de fatos, dificilmente po-
demos ajustd-los numa férmula correta. Depois, Zeta mos-
trou que para a légica de provas e refutacies ndo preci-
samos de conjectura ingénua e absolutamente ndo preci-
samos de ponto de partida indutivista.

BETA: Protesto! Que dizer das famosas conjecturas que
néo foram precedidas (nem seguidas) de provas, como a
conjectura das quatro cores que afirma bastarem quatro
cores para colorir qualquer mapa, ou a conjectura /Gold-
bach? S6 por acasos histéricos as provas podem preceder
teoremas e que pode ocorrer a “suposicdo dedutiva” de
Zeta: do contrario, vém em primeiro lugar conjecturas
indutivas ingénuas.

PROFESSOR: Certamente, devemos aprender ambos os pa-

4

droes heuristicos: a suposicdo dedutiva é melhor, mas a
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suposicdo ingénua é melhor que nenhuma suposicdo. Mas
suposicdo ingénua ndo é inducdo: ndo eriste isso de con-
jecturas indutivas!

BETA: Mas nds achamos a conjectura ingénua por in-
ducdo! “Isto é, ela foi sugerida pela observacdo, indicada
por casos especiais... E entre os casos especiais que exa-
minamos pudemos distinguir dois grupos: aqueles que
precedem a formulacdo da conjectura e aqueles que vém
depois. Os primeiros sugeriram a conjectura, os ultimos
apoiaram-na. Ambos os tipos de casos deram uma espécie
de contato entre a conjectura e “os ‘fatos’...” ™% Esse
duplo contato é o nucleo da inducfo: o primeiro faz a
heuristica indutiva, o segundo faz a justificacio indutiva,
ou légica indutiva.

prOFESSOR; Nao! Fatos ndo sugerem conjecturas, nem
as amparam!

peTA: Entdo que foi que sugeriu V — 4 + F = 2 a mim,
a ndo ser os fatos arrolados em minha tabela?
pROFESSOR: Eu lhe direi. Foi vocé mesmo quem declarou
ter fracassado muitas vezes em ajustd-los numa férmu-
la. 116 Ora, o que aconteceu foi isso: vocé tinha trés ou
quatro conjecturas que alternadamente foram refutadas.
Sua tabela foi elaborada no processo de testagem e refu-
tacdo dessas conjecturas. Essas conjecturas mortas e agora
esquecidas sugeriram os fatos, e ndo os fatos as conjec-
turas. Conjecturas ingénuas mndo sd@o conjecturas induti-
vas: chegamos a elas por tentativa e erro, mediante conjec-
turas e refutacoes. 1’ Mas se vocé acredita — equivocada
mente — que chegou a elas indutivamente, a partir de
suas tabelas, se vocé acredita que quanto mais longa a ta-
bela mais conjecturas ela sugerird, e apoio posterior, vocé
estara perdendo tempo compilando dados desnecessarios.
Além disso, estando persuadido de que o caminho da des-
coberta vai dos fatos & conjectura, e da conjectura a prova
(mito da inducfo), vocé pode esquecer completamente a
alternativa heuristica: a suposicio dedutiva. s

115 Pélya [1954], vol. I, pp. b e 7 (itdlicos meus).

118  Veja-se p. 96.

117 Egssas tentativas e erros sio belamente reconstruidos por Pélya.
A primeira conjectura é que F aumenta com V. Sendo refutado isso,
seguem-se duas outras conjecturas: A aumenta com F; A aumenta
com V. A suposicio vencedora é a quarta: F' + V aumenta com 4
([19547, vol. 1, pp. 33-7).

118 Por outro lado, aqueles que, devido & apresentagio dedativa cos-
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A heuristica matemdlica é muito parecida com a heu-
irstica cientijica — ndo devido a que ambas sejam induti-
vas, mas devido a que ambas se caraclerizam por comjee-
turas, provas e refutacoes. A diferenca - importante —
reside na natureza das respectivas conjecturas, provas
(ou, na ciéncia, explica¢Ges), e contra-exemplos, 119
BETA: Percebo. Entdo nossa conjectura ingénua nio foi
a primeira conjectura ja ‘“sugerida” por fatos brutos,
ndo-conjecturais: foi precedida por muitas conjecturas
e refutacdes “pré-ingénuas”. A logica de conjecturas. e
refutacdes nao tem ponto de partida — mas a légica das
provas e refutacdes tem: ela comega com a primeira
conjectura ingénua a ser seguida de um experimento
mental.

Arra: Talvez, Mas nesse caso nao deveremos chamé-la
“ingénua’! 120

KAPA (@ parte): Mesmo em heuristica, néo existe coisa
como perfeita ingenuidade!

BETA: O principal é sair do periodo de tentativa e erro
0 mas breve possivel, ir rapidamente a experimentos men-
tais sem ter demasiado respeito “indutivo” por “fatos”
Esse respeito pode prejudicar o progresso do conheci-
mento. Imagine que vocé chegue por tentativa e erro
a conjectura: V — A + F = 2, e que seja imediatamente
refutado pela observacdo de que V — A + F = 0 no caso
da estrutura-imagem. Se vocé tiver muito respeito pelos
fatos, especialmente quando eles refutam sua conjectura,
vocé continuard com tentativa e erro pré-ingénuos em

tumeira da matemaitica, chegam a acreditar que o caminho do desco-
brimento vai dos axiomas e/ou defini¢des as provas e teoremas, podem
esquecer completamente a possibilidade e importincia da suposiedo
ingénua. De fato, na heuristica matemética é o dedutivismo que res
presenta o maior perigo;-enquanto em heuristica cientifica é o indu=
tivismo

119 Devemos a Pélya o renascimento da heuristica matemitica neste
século. Sua énfase nas semelhan¢as entre a heuristica cientifica e
matematica é um dos principais aspectos de sua obra admiravel. O
que pode ser considerado sua (nica fragilidade relaciona-se com sua
for¢a: ele jamais questionou que a ciéncia é indutiva, e devido & sua
correta visio da profunda analogia entre heuristica cientifica e ma-
temitica foi levado a pensar que a matematica é também indutiva.
O mesmo aconteceu antes a Poincaré ([1902], Introducdo), e também
a Fréchet (veja-se seu [1938]).

120 Veja-se acima, p. 61.
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busca de outra conjectura, Mas se vocé tiver heuristica
melhor, pelo menos tentara ignorar o teste observacional
adverso, e ird experimentar um teste por experimento
mental: como a prova de Cauchy.

stemA:  Que confusio! Por que chamar de teste a prova
de Cauchy?

gETA: Por que chamar de prova o teste de Cauchy? Era
teste! Oucam. Vocés comegaram com uma conjectura in-
génua: V — 4 + F = 2 para todos os poliedros. Daf
vocds tiraram conseqiiéncias: “se a conjectura ingénua
estiver certa, depois de retirar uma face, para a restante
redeV — A + F = 17; “se essa conseqiiéncia estiver certa,
V — A + F = 1 mesmo depois da triangulacdo”; “se essa
dltima consegiiéncia estiver certa, V. — 4 + F = 1 seri
valido enquanto os tridngulos forem retirados um a um”;
“se isso estiver certo, V. — 4 4+ F = 1 para um Unico
tridngulo”, e assim por diante...

Ora, é sabido que essa Ultima conclusdo é verdadeira.
Mas que aconteceria se tivéssemos concluido que para um
Gnico tridngulo V. — A + F = 0? Teriamos imediata-
mente rejeitado, como falsa, a conjectura original. Tudo
que fizemos foi testar nossa conjectura: tirar conseqiién-
cias dela. O teste parecia corroborar a conjectura. Mas
corroboracdo néo € prova.
sicMA: Nesse caso, nossa prova provou ainda menos do
que esperavamos que provasse! Temos, entdo, que inverter
o processo e tentar construir um experimento mental que
leve ao sentido contrario: do tridngulo ao poliedro!
pera: Isso mesmo. SO Zeta observou que em vez de re-
solver nosso problema mediante primeiro descobrir uma
conjectura ingénua através de tentativa e erro, testando-a,
invertendo o teste em prova, podemos comegar diretamen-
te com a prova real. Se tivéssemos compreendido a possi-
pilidade de suposicio dedutiva, poderiamos ter evitado
todas essas hesitacoes pseudo-indutivas!
xAPA (4 parte): Que dramética seqiiéncia de vira-casa-
cas! O critico Alfa vira dogmatico, o dogméatico Delta vira
refutacionista e o indutivista Beta agora vira dedutivistal
sicma: Mas espere. Se o teste erperimento mental. ..
BETA: A que chamarei de andlise. ..
siGMA: ...pode ser acompanhado por uma prova expe-
rimento mental. ..

I
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BETA: A que chamarei de sintese... 12t ’
SIGMA. ...ser4 o “teorema analitico” necessariamente
idéntico ao “teorema sintético”? Indo no sentido oposto,
podemos utilizar lemas diferentes! 12

BETA: Se eles sdo diferentes, entdo o teorema sintético
deve suplantar o analitico — afinal de contas, a analise
apenas testa, enquanto a sintese prova.

PROFESSOR: Sua descoberta de que nossa “prova” era de
fato um teste parece ter chocado a turma e distraiu sua
atencdo de seu principal argumento: de que, se tivermos
uma conjectura que ja foi refutada por um contra-exem-
plo, devemos por a refutacio de lado e tentar testar a con-
Jectura por uma experiéncia mental: desse modo, pode-
riamos deparar com a prova, deixar a fase da tentativa
€ €Iro, ¢ passar para o método de provas e refutacdes.
Mas foi exatamente isto que me fez dizer que “estou dis-
posto a ‘provar’ uma conjectura falsa”! 122 E Lambda tam-
bém exigia em sua Norma I: “Se tivermos uma conjec-
tura, disponhamo-nos a provi-la e refuta-la.”

zeTA: Certo. Mas permitam-me suplementar as normas
de Lambda e a Norma 4 de Omega pela

Norma 5. Se tivermos contra-exemplos de qualquer tipo,
experimentemos encontrar, por suposicio dedutiva, um
teorema mais profundo ao qual eles ndo mais sejam
contra~eremplos.

OMEGA: Agora vocé estende meu conceito de “profundi-
dade” — e pode ser que esteja certo. Mas que dizer da
aplicacdo real de sua nova norma? Até agora ela s6 nos
deu resultados que j&4 conheciamos. £ facil ser sabio depois
do acontecido. Sua “suposicio dedutiva” é exatamente
a sintese correspondente & andlise original do Professor.
Mas agora, por uma questdo de honestidade, vocé deve
empregar o seu método para encontrar uma conjectura
sobre a qual vocé nada saiba, com o prometido aumento
de conteudo.

121 De acordo:comua- heuristica pappiana, a° descoberta matemética
toniega com uma ‘conjectura que é seguida de.ansliseere entds, desde
que a“andlise nio. falseie” g conjectura, & seguida ‘de sinteser (Cf,
também, Notas 7 e 103). Mas, enguanto nossa versio de analise-
sintese melhora a conjectura, a versio pappiana apenas aprova-a ou
desaprova-a.

122 Cf. Robinson [1936], p. 471,

128 Veja-se acima, p. 40.
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zeTA: Certo. Come¢o com o teorema gerado por meu
experimento mental: “Todos os poliedros normais fechados
sdo eulerianos”.

6MEGa: Normais?

zeTa: N&o quero perder tempo indo pelo método de prova
e refutacbes. Chamo de “normais” exatamente a todos os
poliedros que podem ser construidos a partir de um poli-
gono ‘“perfeito” pela ajustagem dele (a) primeiro F — 2
faces sem alterar V — 4 4+ F (esses sdo poliedros normais
abertos) e (b) entido uma ultima face para fechi-lo que
aumente V. — A 4 F de 1 (e transforma o poliedro aberto
em poliedro fechado).

6mEGa:  “Poligono perfeito”?

zETA: Por poligono “perfeito” entendo aquele que pode
ser construido a partir de um tnico vértice pela ajusta-
gem a ele primeiro de n — 1 arestas sem alterar Vv — 4,
e entdo uma ultima aresta fechadora que diminua
V — 4 de 1.

OMmEGA: O seu poliedro normal fechado coincidird com
o0 nosso poliedro de Cauchy?

ZETA: N3&o desejo prosseguir com isso agora.

(d) Conteudo aumentado por suposicdo dedutiva

PROFESSOR: Basta de preliminares, Vamos a sua dedugio.
ZETA: Perfeitamente, senhor. Tomo dois poliedros nor-
mais fechados (fig. 20 (a) ) e colo-os ao longo de um
circuito poligonal de modo que as duas faces que se
encontram desaparecam (fig. 20 (b) ). Uma vez que para
os dois poliedros V — 4 + F = 4, o desaparecimento das
duas faces no poliedro unido ird precisamente restaurar
a férmula de Euler — nenhuma surpresa depois da prova
de Cauchy, visto que o novo poliedro pode também
facilmente ser enchido como uma bola. 12¢ Desse modo,
a férmula prevalece também para esse teste de colagem.

12¢  Nota dos Organizadores. Essa inferéncia é falaciosa, embora a
concluséo esteja correta. A colagem implica de fato a perda de 8 vérti-
ces, 6 arestas e 6 faces. A caracteristica euleriana é reduzida, portanto,
de dois (A exata coincidéncia presumida das duas faces sombreadas
na fig. 20 (b) implica inverter a chanfradura em uma das meijas-
estruturas de modo que as arestas mais larga e mais estreita sejam
intercambiadas. Visto que essa opera¢fio ndo altera V nem A nem F,
o argumento, de fato, ainda prevalece).
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Mas tentemos agora um teste de dupla colagem: “cole-
mos” os dois poliedros ao longo de dois circuitos poligo-
hais (fig. 20 (¢) ). Agora 4 faces desaparecerdo e para
o novo poliedro V — 4 + F = O

GAMA: Mas esse é o Conira-exemplo 4 de Alfa, a estru-
tura-imagem!

ZzETA: Agora, se eu ‘“colo de novo” essa estrutura-imagem
(fig. 20 (c) ) ainda outro poliedro normal (fig. 21 (a)),
V — A 4 F sera —2 (fig. 21 (b))...

T

~ '"| :I
emmmn || h:._ _——

M e

(6)

Fig. 21

SIGMA: Para um poliedro monoesferdide V. — A + F = 2;
para um poliedro diesferdide, V —- A + F = 0, para um

triesferdide V. — A + F = —2, para um poliedro n-esfe-
ide V- A+ F =2 -2 (@n-—-D...
ZETA: ...que é sua nova conjectura de contetido sem

precedentes, completa, com prova, sem ter compilado uma
Unica tabela. 125

125 Isso foi feito por Raschig [1891].
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sieMmA: Isto é realmente encantador. Ndo sé vocé expli-
cou a obstinada estrutura-imagem como também produ-
ziu uma variedade infinita de novos contra-exemplos...
zeTa: Completos, com explicacao.

ro: Também cheguei ao mesmo resultado de maneira
diferente. Zeta comeg¢ou com dois exemplos eulerianos
e converteu-os em contra-exemplo numa experiéncia con-
trolada. Eu comeco com um conira-exemplo e converto-o
em exemplo. Fiz a seguinte experiéncia com uma estru-
tura imagem: “Seja o poliedro de algum material facil de
cortar como argila macia; passemos um corddo pelo tunel
e depois através da argila. Ele ndo se dividir4...” 12¢ Mas
tornou-se um poliedro esferéide conhecido, simples! E cer-
to, aumentamos o numero de faces em 2, e 0 nimero de
arestas e vértices em m; mas desde que sabemos que
a caracteristica euleriana de um poliedro simples é 2, o
original deve ter tido a caracteristica 0. Ora, se preci-
sarmos mais, digamos n, desses cortes para reduzir o polie-
dro a simples poliedro, sua caracteristica serda 2 — 2n.
sicMa: Isso é interessante. Zeta ja nos mostrou que po-
demos nédo precisar de uma conjectura a fim de comegar
provando, que podemos imediatamente vislumbrar uma
sintese, isto é, uma experiéncia mental prova a partir de
uma proposicdo relacionada que seja conhecida como
verdadeira. Agora Ro nos mostra que ndo precisamos de
uma conjectura nem para comecgar a lestagem, mas que
podemos comecar — fazendo crer que o resultado ja la
estd — para achar uma andlise, isto é, uma experiéncia
mental.}??

OoMEGA: Mas, seja o que for que vocé escolha, ainda dei-
xard hordas de poliedros inexplicados! De acordo com o
seu novo teorema, para todos os poliedros V. — A 4+ F é um
numero uniforme, menor que 2. Mas vimos uns tantos
poliedros com exdticas caracteristicas eulerianas. Veja o
cubo empenachado (fig. 12) com V — A + F = 1.

126 Hoppe [1879], p. 102.

127 Trata-se de parte da heuristica pappiana. Ele chama de “tedrica”
uma anilise que comece com uma conjectura, e de “problematica” a
que comece sem nenhuma conjectura (Heath [1925]), vol. I, p. 138).
A primeira refere-se a problemas a provar, a segunda a problemas
a solucionar (ou problemas a encontrar). Cf. também Pélya [1945],
Pp. 129-36 (“Pappus”) e 197-204.
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ZETA: Eu nunca disse que meu teorema se aplica a todos
0s poliedros. Ele se aplica apenas a todos os poliedros
n-esferdides construidos de acordo com a minha elabo-
ragdo. Minha elaboracdo, tal como prevalece, nio leva
a faces circundantes.

O0MEcGA: Entdo?

SiGma:  Seil Pode-se também estendé-lo a poliedros com
faces circundantes: pode-se construir um poligono com fa-
ces circundantes pela supressdo de uma aresta sem reduzir
0 nuimero de faces num apropriado sistema de poligonos
gerados pela prova (figs. 22 (a) e 22 (b) ). Imagino que
talvez haja também sistemas “normais” de poligonos,
construidos de acordo com nossa prova, nos quais pode-
mos suprimir até mais de uma aresta sem reduzir o nu-
mero de faces...

gama: Certo. Considere esse sistema poligonal “normal”
(fig. 23 (a) ). Vocé suprime duas arestas sem reduzir
o numero de faces (fig. 23 (b) ).

oo 0O O

(a) (b) (a) (b)

Fig. 22 Fig. 23

BIGMA: Muito bom! Entdo, generalizando, temos

r
V—A+F=2_2(n_1)+zek

k=1
para poliedros n-esferéides — ou ligados — com e, arestas
suprimidas sem reducdo do numero de faces.
BETA: Esta férmula explica meu cubo empenachado
(fig. 12), um poliedro monoesferdide (n = 1) com
uma face circundante: e; sdo zero, exceto para eg

F
que € 1, ou Se;, conseqiientemente V. — 4 + F — 3,
k=1

siGMA:  Explica também sua fantasia euleriana “irracio-
nal”: o cubo com duas faces circundantes e um tunel

o
(fig. 16). E um poliedro disferdide (n = 2) com e, = 2.
k=1

Por conseguinte, sua caracteristica é Vv — A + F =2 —
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— 2 4+ 2 = 2. A ordem moral volta a reinar no mundo
dos poliedros! 128

oMEGA: E quanto aos poliedros com cavidades?

sieMA: Seil Para eles temos que acrescentar as caracte-
risticas eulerianas de cada superficie desligada:

K r
V—A+F = z 2:""2(”j—1)+ kzlekj .
i=1 =

128 A “ordem” foi restaurada por Lhulier com aproximadamente a
mesma férmula ([1812-13a], p. 189); e por Hessel com férmulas
desajeitadas ad hoc sobre diferentes modos de ajustar diferentes po-
liedros eulerianos ([1832], pp. 19-20). Cf. nota 109.

Do ponto de vista histérico, Lhulier — em seu ([1812-13a]

cuidou de generalizar a férmula de Euler pela suposi¢io ingénua
e chegou a seguinte férmula: V — A + F = 2 [(C — T + 1)
+ (P + P, + ...)], em que C é o nimero de cavidades, T o
nimero de tineis e P; o nimero de poligonos internos na inésima
face. Também provou-a quanto a “poligonos internos”, mas os tineis
a0 que parece o venceram. KEle elaborou a férmula na tentativa de
dar conta de suas trés espécies de excecbes; mas sua lista de
excegdes estava incompleta (Cf. Nota 30). Além do mais, o fato
de rm#e estar incompleta néo era a Gnica razio para a falsidade da
conjectura ingénua: porque ele nio observou a possibilidade de que
cavidades pudessem estar multiplamente ligadas; que n&o se pode
determinar inequivocamente o niimero de tineis em poliedros com um
gistema de tGneis ramificantes; e que nfo é o “nimero de poligonos
internos”, mas o numero de faces circundantes o que é relevante
(sua féormula falha quanto a poligonos internos adjacentes, com uma
face em comum). Para uma ecritica da “generalizagio indutiva” de
Lhulier, veja-se Listing [1861], pp. 98-9. Cf. também Nota 152.
120 Alguns matematicos do século XIX ficaram confusos com esse
aumento trivial de conteiido, e realmente nio souberam como lidar
com ele. Alguns — como Mobiugs — empregaram defini¢gbes anti-
monstro (veja-se p. ); outros — como Hoppe — empregaram o ajusta-
mento do monstro. O trabalho [1879] de Hoppe é sobremodo reve-
lador. Por um lado, como muito de seus contemporineos, estava certo
de ter uma “férmula euleriana generalizada” perfeitamente completa
que abrangesse tudo. Por outro, abalou-se com complexidades triviais.
Assim, embora alegasse que sua férmula era “completa, tude abran-
gendo”, acrescentava confusamente que “casos especiais podem tornar
a enumeracio (dos constituintes) dubitivel” (p. 103). Isto é, se um
poliedro desajzitado anula a sua férmula, entdo seus constituintes
estavam erradamente contados, e o monstro devia ser ajustado pela
visdo correta: p. ex., os vértices e arestas comuns de poliedros gémeos
devem ser vistos e contados duas vezes e cada gémeo reconhecido
como poliedro distinto (ibidem). Para mais exemplos cf. p. Nota 158.
130  Veja-se antes, pp. 72-T.
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BETA: E os tetraedros gémeos?

SIGMA: Sei!.,.

GaMma: De que vale todo esse rigor? Pare com esse caudal
de trivialidades pretensiosas! 129

ALFA: Por que devera parar? Ou se trata de monstros
tetraedros gémeos e ndo auténticos poliedros? Um tetrae-
dro gémeo por acaso ndo € tdo valido quanto o seu
cilindro? Era vocé quem gostava de rigor Lngiiistico. 1%
Por que agora faz pouco do nosso rigor? Temos que fazer
com que o teorema abranja todos os poliedros — tornan-
do-o rigoroso estamos aumentando o seu contetido, e nio
diminuindo. Agora o rigor é virtude!

KAPA: Virtudes macantes sdo t@o ruins quanto vicios
macantes! Além disso, vocés jamais conseguirio rigor
completo. Devemos parar quando deixar de ser interessan-
te prosseguir.

ALFA: Tenho uma opinido diferente. Comegamos a par-
tir de

(1) Um vértice é um vértice.

Deduzimos disso

(2) V = A para todos os poligonos perfeitos.
Deduzimos disso

3) V — A + F = 1 para todos os sistemas poligonais
abertos normais,

Disso deduzimos que

(4) V- 4 + F = 2 para todos os sistemas poligonais
fechados normais, isto &, poliedros.

Ainda disso, deduzimos, alternadamente

® V — A4 + F =2 —~ 2 (»n — 1) para poliedros
n-esferdides normais.

F .
6) V-4 4+ F =22 (n — 1) + 3¢ para polie-
k=1
dros n-esferéides normais com faces multiligadas.
K

(7 V- A4+ F :_21{2 —2n. -1 +;2F61k' para
i = =

poliedros n-esferéides normais com faces multiligadas e
com cavidades.

Acaso nfo é& um desdobramento maravilhoso das
riquezas implicitas do ponto de partida trivial? E visto
que (1) é verdadeiro, logo todo o restante o é.
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ro (& parte): Riquezas implicitas? S6 os dois ultimos
mostram como as generalizagdes se podem tornar ba-

ratas! 13! ) o .
LAMBDA: Vocé realmente acredita que (1) é o Unico axio-

ma do qual tudo o mais se segue? Que a dedugdo aumenta
o conteudo?

arFa: Naturalmente! Acaso nao é o milagre da expe-
riéncia dedutiva? Se vocé algum dia obtiver uma pequena
semente de verdade, a deducg@o se expandira infalivelmen-
te numa érvere do conhecimento. %2 Se uma deducéo ndo
aumentasse o contetido eu ndo a chamaria de dedugio,
mas de ‘“verificacdo”: “a verificacio difere da demons-
tracio verdadeira precisamente porque & puramente ana-
litica e porque é estéril”. 13

pAMBDA: Mas sem duvida a deduc¢do ndo pode aumentar
o contetido! Se a critica revela que a conclusio é mais
rica que a premissa, temos que reforgar a premissa tor-
nando explicitos os lemas implicitos.

garA: Esses lemas implicitos é que contém o requinte
e falibilidade e em ultima instancia destroem o mito da
dedugdo infalivel. 134

PROFESSOR: Mais alguma questdo sobre o método de Zeta?

131 Cf. pp. 131-2,

182 Antigos filésofos nfio hesitaram em deduzir uma conjectura de
uma conseqiiéncia muito trivial dela (veja-se, por exemplo, nossa
prova sintética que vai do tridngulo ao poliedro). Platdo pensava que
“um tnice axioma poderia bastar para gerar todo um sistema”.
“Em geral ele pensava numa tunica hipétese como fértil por si mesma,
ignorando em sua metodologia as outras premissas & qual ele a esti
aliando” (Robinson [1953], p. 168). Isso é caracteristico da antiga
légica ndo-formal, isto é, da légica da prova ou experimento mental ou
de construcfio; consideramo-la como entimematica apenas a posteriori:
86 mais tarde o aumento em contetido tornou-se sinal, nio de forga,
mas de fraqueza da inferéncia. Essa antiga légica ndo-formal foi
veementemente defendida por Descartes, Kant e Poincaré; todos eles
desprezaram a légica formal de Aristételes e se desfizeram dela como
estéril e irrelevante ao mesmo tempo enaltecendo a infalibilidade de
fértil légica ndo formal.

133 Poinearé [1902], p. 33.

134 A caca de lemas implieitos, que comecou apenas em meados do
século XIX com a critica matemitica, estava intimamente relacionada
com o processo que mais tarde substituiu provas por andlises de
provas e leis do pensamento por leis da linguagem. Os fatos mais
importantes em teoria légica foram em geral precedidos do desenvol-
vimento da critica matemitica. Infelizmente, mesmo os melhores his-
toriadores da légica tendem a dar exclusiva aten¢do 3s mudancas na
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(e) Contra-exemplos Idgicos “versus” contra-exemplos
heuristicos

ALFA: Gosto da Norma 5 de Zeta '3 — como gostava da
Norma 4 de Omega.*¢ O método de Omega me agradava,
porque considerava contra-exemplos locais, mas nio glo-
bais, que as trés normas 7 originais de Lambda despre-
zavam como logicamente inofensivos, portanto desinteres-
santes do ponto de vista heuristico. OGmega foi estimulado
por elas para divisar novos experimentos mentais: avancos
concretos em nosso conhecimento.

Agora Zeta € inspirado por contra-exemplos que sdo
ao mesmo tempo globais e locais — perfeitas corrobora-
cbes do ponto de vista légico, mas ndo do ponto de vista
heuristico: embora corroboracdes, ainda demandam acao.
Zeta propde estender, requintar nosso experimento mental
original, a fim de converter corroboracdes légicas em
heuristicas, instancias logicamente satisfatérias em ins-
tancias que sejam satisfatérias tanto do ponto de vista
légico como heuristico.

Omega e Zeta inclinam-se por novas idéias, ao passo
que Lambda e sobretudo Gama preocupam-se com artifi-
cios lingliisticos para tratar de seus contra-exemplos glo-
bais, mas néo locais: os Unicos relevantes do seu ponto
de vista excéntrico.

TETA: Vocé quer dizer que o ponto de vista légico é “ex-
céntrico”?

avFa: O seu ponto de vista 16gico, sim. Mas desejo fazer
outra observacdo. Se a deducio aumenta ou nfo o con-
teido — veja bem, é fato — com certeza parece garantir
0 progresso continuado do comhecimento. Comeciramos
com um vértice e deixamos o conhecimento progredir
obrigatoria e harmoniosamente para explicar a relacio
entre o numero de vértices, arestas e faces de qualquer
poliedro: um progresso sem espalhafato e sem refutacoes!
TETA (para Kapa): Serd que Alfa perdeu todo o seu
juizo? Comegamos com um problema, ndo com um vér-
ticel 138

teoria légica, sem observar suas raizes nas mudan¢as na pratica
légica. Cf. também Nota 171,

185  Veja-se g. 105.

136  Veja-se p. 83.

187  Vejam-se pp. 72-3.

188  Alfa certamente parece ter resvalado na faldcia da heuristica
dedutiva, Cf, Nota 118.
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aLFA: Essa campanha por partes, mas irresistivelmente
vitoriosa, nos levari a teoremas que sdo ‘“néo por si mes-
mos evidentes, mas apenas deduzidos de principios verda-
deiros e conhecidos por continua e ininterrupta atividade
de um espirito que tem clara visdo de cada passo no
processo”. 12 Jamais poderia ser conseguida por observa-
cdo “sem tendenciosidade” e um instante de vislumbre.
rETA: Tenho minhas ddvidas sobre essa vitéria final. Tal
vitéria jamais nos levard ao cilindro — porque (1) come-
¢a com um vértice, e o cilindro nido tem vértice. Nunca
poderemos chegar também ao poliedro de um lado s6,
ou poliedros multidimensionais. Essa expansdo continua
e por partes pode muito bem parar em algum ponto em
que tenhamos de procurar uma nova e revolucionaria
partida. E mesmo essa “continuidade pacifica” estd plena
de refutacGes e criticas! Por que vamos em frente a
partir de (4) a (5), de (5) a (6), de (6) a (7) a nio
ser sob a pressio de contra-exemplos ao mesmo tempo
globais e locais? Lambda aceitou como contra-exemplos
auténticos apenas aqueles que sdo globais, mas nio locais:
eles revelaram a falsidade do teorema. A inovacio de
Omega —com justeza exaltada por Alfa — consistia em
considerar também contra-exemplos que sdo locais mas
ndo globais como contra-exemplos auténticos: eles reve-
laram a pobreza da verdade do teorema. Agora Zeta nos
diz que reconhecamos inclusive agqueles contra-exemplos
que sejam globais e locais como auténticos: eles também
atestam a pobreza da verdade do teorema. Por exemplo,
estruturas-imagens sdo tanto contra-exemplos globais
como locais ao teorema de Cauchy: sdo evidentemente
corroboracdes na medida em que sO a verdade esta em
jogo — mas sfo refutacdes no que se refere ao conteido.
Podemos chamar de I6gicos os primeiros contra-exemplos
(globais, mas néo locais) e aos outros de contra-exemplos
heuristicos. Quanto mais admitimos refutacbes — 16gicas
ou heuristicas — mais rapidamente progride o conheci-
mento, Alfa considera contra-exemplos légicos como irre-
levantes e se recusa a chama-los de contra-exemplos heu-
risticos, devido & sua obsessio com a ideia de que o pro-
gresso do conhecimento matematico é continuo e de que
a critica ndo desempenha papel algum.

139  Descartes [1628], Regra III.
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ALFA: Vocé expande o conceito de refutacdo e o de cri-
tica artificialmente apenas para justificar sua teoria criti-
ca do progresso do conhecimento. Artificios lingtiisticos
como instrumentos de um filésofo eritico?

PI. Acho que a discussio da formacdo do conceito pode
ser de valor para elucidarmos o problema.

GAMA: Somos todos ouvidos.

8. Formacdo de Conceito

(a) Refutacdo por erpansdo do conceito. Reavaliacdo do
antimonstro e dos conceitos de erro e refutacdo.

PI: Gostaria primeiramente de voltar ao tempo pré-Zeta
ou mesmo pré-Omega, aos trés principais métodos de
formacdo do teorema: antimonstro, antiexcecdo e ao
método de provas e refutacdes. Cada qual comecgou com
a mesma conjectura ingénua, mas terminou com diferen-
tes teoremas e diferentes termos tedricos. Alfa ja& subli-
nhou alguns aspectos dessas diferencas, ¥ mas o que
disse foi insatisfatério — sobretudo no caso do antiexce-
¢éo e do método de provas e refutagdes. Alfa achava que
o teorema do antimonstro “oculta um aperfeicoamento
essencial por tras da identidade da expressdo lingiiistica”
ha conjectura ingénua: achava ele que Delta paulatina-
mente reduzia a classe dos poliedros “ingénuos” numa
classe de monstros n#o-eulerianos expurgados.

GAMA: Que ha de errado nisso?

PI: Que nfo eram os antimonstros os que reduziam con-
ceitos — eram as refutagdes que os expandiam.

DELTA: Bravo, bravo!

PI. Recuemos a0 tempo dos pioneiros no estudo do assun-
to que nos ocupa. Eles estavam fascinados pela bela sime-
tria dos poliedros regulares: achavam que os cinco corpos
regulares mantinham o segredo do cosmos. Foi hessa
época que se apresentou a conjectura Descartes-Euler,
quando o conceito de poliedro incluia todos os tipos de
poliedros convexos e até mesmo alguns poliedros coéncavos,
Mas certamente ndo abrangia poliedros que nao eram
simples, ou poliedros com faces circundantes. Para os
poliedros que eles tinham em mente, a conjectura era

140 Veja-se p. 61.
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verdadeira na medida em que prevalecia, e a prova era
imaculada. 1!

vieram entfo as refutacdes. Em seu zelo critico, eles
estenderam o conceito de poliedro, para abranger objetos
que eram estranhos & sua pretendida interpretacio.
A conjectura era verdadeira em sua pretendida interpre-
tacdo; era falsa apenas numa interpretagio ndo preten-
dida, insinuada pelos refutacionistas. A “refutacao” deles
néo revelou qualquer erro na conjectura original, nenhum
engano na prova original: revelou a falsidade de uma
nova conjectura que ninguém havia afirmado e sobre
a qual ninguém havia pensado antes.

Coitado do Delta! Ele defendeu valorosamente a in-
terpretacdo original do poliedro. Contrapds a cada contra-
-exemplo uma nova clausula para salvaguardar o conceito
original. ..
caMa: Mas nio era Delta quem sempre mudava de po-
sicio? Sempre que apresentavamos novo contra-exemplo,
ele mudava sua definicBo para outra mais longa que
exibisse outras de suas “clausulas” implicitas!
p1: Que monstruosa apreciacdo de antimonstro! S6 em
aparéncia ele mudava sua posicdo. Sem razdo, vocé
o acusou de empregar epiciclos terminologicos sub-repti-

141 A fig. 6 em [1768a] de Euler é o primeiro poliedro concavo
jamais aparecido num trabalho de geometria. Legendre fala de po-
liedros convexos e concavos em seu [1809]. Mas antes de Lhulier
ninguém mencionou poliedros cdncavos que ndo fossem simples.

No entanto, pode-se acrescentar uma interessante restrigao.
A primeira classe de poliedros estudados em toda a histéria consistia
de cinco poliedros regulares comuns e poliedros semi-regulares como
prismas e pirdmides (cf. Euclides). Essa classe foi estendida depois
do Renascimento em dois sentidos. Um é indicado no texto: para
incluir todos os poliedros convexos e alguns poliedros intermedidrios
denteados simples. A outra era a de Kepler: ele ampliou a classe
dos poliedros regulares por sua invengdo dos poliedros regulares es-
telados. Mas a invencio de Kepler foi esquecida, para ser de novo
feita por Poinsot (cf. acima, pp. ). Euler certamente jamais ima-
ginou poliedros estelados. Cauchy os conheceu, mas seu espirito estava
estranhamente dividido: gquando tinha uma idéia interessante sobre
poliedros estelados ele a publicava; mas ignorava esses poliedros
quando apresentando contra-exemplos a seus teoremas gerais sobre
poliedros. Isso niio acontecen com o jovem Poinsot ([1810]) — mas
posteriormente ele mudou seu modo de ver (cf. p. ).

Assim, a declaragio de Pi, embora correta heuristicamente (isto €,
verdadeira numa histéria racional da mateméatica), é historicamente
falsa. (Isto nfio nos deve preocupar: a hiskéria real € fregiientements
uma earicatura de suas reconstrugdes racionais:)
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cios na obstinada defesa de uma idéia. Sua ma sorte foi
a portentosa Definicdo 1: “Poliedro € o sélido cuja super-
ficie consiste de faces poligonais”, de que os refutacionis-
tas se valeram imediatamente, Mas Legendre pretendia
com isso abranger apenas seus poliedros ingénuos; ele nio
percebeu absolutamente que ela abrangesse muito mais
do que ele propunha. O publico matematico pretendia
digerir o conteido monstruoso que lentamente surgia de
sua definicdo plausivel e aparentemente inocente. Isso foi
o que fez Delta as vezes titubear, “eu queria dizer...” e o
obrigou a explicitar suas interminaveis clausulas “taci-
tas”: tudo porque o conceito ingénuo jamais foi declara-
do, e fol suplantado por uma definicio monstruosa nio
pretendida. Mas imagine-se uma situacio diferente em
que a definicdo determinasse adequadamente a interpre-
tacdo pretendida de “poliedro”. Caberia entdo aos refuta-
cionistas vislumbrar definigbes cada vez mais incluidoras
de monsiros para, digamos, “poliedros complexos”: “polie-
dro complexo é um agregado de poliedros (reais) tais que
cada dois deles estejam ligados por faces congruentes”.
“As faces de poliedros complexos podem ser poligonos
complexos que sejam agregados de poligonos (reais) tais
-que cada dois deles estejam soldados por arestas con-
gruentes”. Esse poliedro complexo corresponderia entio
ao conceito de poliedro gerado pela refutacido de Alfa
e Gama — a primeira definicdo valendo também para
poliedros que ndo sdo simples, e a segunda também para
faces que nfo sejam ligadas simplesmente. Assim, a pro-
cura de novas defini¢cbes néo é necessariamente tarefa dos
antimonstros ou mantenedores de conceitos; pode ser
também tarefa dos incluidores de monstros e dos amplia-
dores de conceitos. 142

sigMa: Conceitos e definicfes — isto é, conceitos inten-
cionais e defini¢oes inintencionais — podem depois pregar
pecas umas as outras! Nunca imaginei que a formacéo de
conceito pudesse atrapalhar uma ampla definicdo inin-
tencional!

PI: Mas pode. S6 os antimonstros limitam-se ao conceito
original, enquanto os ampliadores de conceito o ampliam;

142  Interessante exemplo de defini¢do incluidora de monstro é a re-
defini¢io de Poinsot de convexidade, que inclui os poliedros estelados
na respeitavel classe dos corpos regulares convexos [1810].
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curioso € que a ampliacdo se d& sub-repticiamente: nin-
guém se dé conta da coisa, e uma vez que o “sistema
coordenado” de todos expande-se com a ampliacio do
conceito, cai-se vitima da ilusdo heuristica de que o ser
antimonstro estreita os conceitos, quando de fato torna-os
invariantes.

perTa: Entdo quem era intelectualmente desonesto?
Quem mudava sub-repticiamente de posicdo?

caMA: Admito que estdvamos sem razdo ao culpar Delta
por contradi¢des sub-repticias de seu conceito de poliedro:
todas as suas seis definicGes denotavam o mesmo antigo
bom conceito de poliedro que ele herdou de seus ante-
passados. Ele definia o mesmissimo pobre conceilo em
estruturas tedricas de referéncia ou linguagens cada vez
mais ricas: antimonstro ndo forma conceitos, mas ape-
nas traduz definicbes. O teorema antimonstro nio signi-
fica aperfeicoamento algum da conjectura ingénua.
DELTA: Vocé quer dizer que todas as minhas defini¢Ges
eram equivalentes do ponto de vista 1l6gico?

gaMa: Isso depende de sua teoria légica — de acordo
com a minha, sem duvida niao sao.

DELTA: Esta resposta nfo adiantou muito, vocé h4 de
convir. Mas, diga-me, vocé refutou a conjectura ingénua?
Vocé a refutou somente por perverter sub-repticiamente
sua interpretagfo originall

GaMA: Bem, nés a refutamos de modo mais imaginativo
e interessante do que vocé jamais teria sonhado. Nisso
vai a diferenca entre refulacbes que apenas revelam um
engano idiota e refutacées que sdo fatos destacados mno
progresso do conhecimento. Se vocé tivesse descoberto que
“para todos os poliedros V. — 4 4+ F = 1” devido a nio
saber contar, e eu tivesse corrigido vocé, nio chamaria
isso de “refutacao”.

BETA: Gama tem razdo. Depois da revelagio de Pi, podia-
mos hesitar em chamar nossos ‘“contra-exemplos” de
contra-exemplos légicos, visto que eles nado sido, afinal,
inconsistentes com a nossa conjectura em sua interpre-
tacdo intencional; mas sfo, sem duavida, confra-exemplos
heuristicos, j4 que estimulam o progresso do conheci-
mento. Se aceitdssemos a logica limitada de Delta,
o conhecimento nao progrediria, Suponha-se que alguém
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com limitada estrutura conceptual descubra a prova cau-
chyana da conjectura de Euler. Essa pessoa acharid que
todos os passos dessa experiéncia mental podem ser facil-
mente desempenhados em qualquer poliedro. Ela toma
como OGbvio, indubitivel, o “fato” de que se todos os
poliedros sdo simples e que todas as faces sio simples-
mente ligadas. Nunca lhe ocorrera converter seus lemas
“Obvios” a condigbes numa conjectura aperfeicoada e assim
elaborar um teorema — devido ao estimulo de contra-
-exemplos, ao exibir alguns lemas “frivialmente verdadei-
ros” como falsos, como lacunosos. Assim pensa ela que
a prova, fora de qualquer duvida, estabelece a verdade
da conjectura ingénua, e que ela é certamente indubi-
tavel. Mas essa certeza longe estd de ser sinal de éxito;
€ apenas sintoma de falta de imaginacdo, de pobreza
conceptual. Produz pedante satisfacdo e impede o pro-
gresso do conhecimento, 143

343 Trata-se de fato do caso de Cauchy. & provavel que se Cauchy
ja tivesse descoberto sem revolucionirio método antiexce¢io (cf.
Pp. ), ele teria procurado e encontrado algumas exce¢des. Mas talvez
86 mais tarde tenha se defrontado com o problema das excegdes,
quando decidiu desfazer o caos em anilise. (Parece ter sido Lhulier
o primeiro a observar, e defrontar-se com o fato de que esse “caos’”
ndo se limitava 3 anilise).

Historiadores, por exemplo, Steinitz em seu [1914-31] geralmente
afirmam que Cauchy, observando que seu teorema nio era valido
de modo wuniversal, enunciou-o apenas para poliedros convexos,
E certo que ele em sua prova empregue a expressio “a superficie
convexa de um poliedro” ([1813a], p. 81), e em seu [1813b] enuncie
o teorema de Euler sob a rubrica geral: “Teoremas sobre angulos
sélidos e poliedros convexos.” Mas talvez para contrabalancar esse
titulo, dé particular énfase & validade universal do teorema de Euler
para qualquer poliedro (Teorema XI, p. 94), embora enunciando trés
outros teoremas (Teorema XIII e seus dois coroldrios) explicitamente
para poliedros convexos (pp. 96 e 98).

Por que a terminologia desarrumada de Cauchy? O conceito de
poliedro de Cauchy quase coincidia com o de poliedro convexo. Mas
nao coincidia com exatiddo: Cauchy sabia sobre poliedros concavos,
que podem ser obtidos avang¢ando ligeiramente no lado dos poliedros
convexos, mas ele ndo discutiu o que parecia ser irrelevantes corro-
boracdes a mais — e nfo refutacdes — de seu teorema (Corroboracdes
nunca se comparam com contra-exemplos nem mesmo com “excecdes”,
como catalisadores para o progresso dos conceitos). Esta a razio
para o emprego casual de “convexo”: foi um engano compreender
que poliedros coénecavos podiam dar contra-exemplos, e ndo um esforgo
consciente para eliminar esses contra-exemplos. No mesmisgimo para-
grafo, ele argumenta que o teorema de Euler é “consegiiéncin ime-
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(b) Conceiltos gerados pela prova “versus” conceltos in-
génuos. Classificagdo tedrica “wversus” classificacdo
ingénua.

p1: Permitam-me voltar ao teorema gerado pela prova:
«Todos os poliedros simples, com faces simplesmente liga-
das, sdo eulerianos.” Essa formulacio é enganadora. Devia
ser: “Todos os objetos simples, com faces simplesmente
ligadas, sfo eulerianos.”

gamAa: Por qué?

pl: A primeira formulacio sugere que a classe dos po-
liedros simples que ocorre no teorema € uma subclasse
de “poliedros” da conjectura ingénua.

diata” do lema de que V — A + F = 1 para redes poligonais planas,
e declara que “para a validade do teorema V — A + F =1 nio
importa absolutamente se os poligonos jazem no mesmo plano ou em
planos diferentes, visto que o teorcma se refere apenas ao mimero
de poligonos e ao nimero de seus constituintes” (p. 81). Esse argu-
mento esti perfeitamente correto dentro da estreita estrutura con-
ceitual de Cauchy, mas incorreto em contexto mais amplo, em que
“poliedro” refere-se também a, digamos, estruturas-imagens. O ar-
gumento fol freqlientemente repetido na primeira metade do século
XIX (p. ex. Olivier [1826], p. 230, ou Grunert [1827], p. 367, ou
R. Baltzer [1860-62], vol. 2, p. 207). Foi criticado por J. C. Becker
([1869a¢], p. 68).

Nio raro, tdo logo uma extensio de conceito refute uma pro-
posigdo, esta parece erro tdo elementar que mal se pode imaginar
que um grande matemdtico possa té-lo cometido. Kssa importante
caracteristica da refutagdo da extensfio de conceito explica por que
respeitiveis historiadores, devido a néo compreenderem que 0s C€ON-
ceitos progridem, criam para si um labirinto de problemas., Ap6és
salvar Cauchy pela alegagio de que ele “nao podia talvez omitir”
poliedros que nio sio simples e que portanto ele “categoricamente” (!)
Yestringiu o teorema ao dominio de poliedros convexos, o respeitavel
historiador tem agora que explicar por que a linha diviséria de
Cauchy era “desnecessariamente” estreita. Por que teria ela ignorado
poliedros eulerianos nio-convexos? A explicacdo de Steinitz é esta:
a formulacio correta da férmula de Euler é em termos de ligac@o
de superficies. Uma vez que no tempo de Cauchy esse conceito néo
estava ainda “claramente apreendido” a ‘“saida mais simples” era
presumir a convexidade (p. 20). Assim dirime Steinitz um erro que
Cauchy jamais cometeu.

Outros historiadores procedem de maneira diferente. Dizem que
o ponto em que a estrutura conceitual correta (isto é, a que eles
conhecem) foi atingido houve apenas uma “idade de Trevas” com
resultados “raramente bons, se é que os houve”. Esse ponto na teoria
dos poliedros é a prova [1866a] de Jordan de acordo com Lebesgue
([1923), pp. 59-60); é Poincaré [1895] de acordo com Bell ([19451,
p. 460).

144 Veja-se p. 83.
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siGMA:  E claro que a classe dos poliedros simples é uma
subclasse de poliedros! O conceito de poliedro simples
restringe a ampla classe original de poliedros ao limita-los
aqueles em que o primeiro lema de nossa prova é plausivel.
O conceito de “poliedro simples, com faces simplesmente
ligadas” indica maior restricdo ainda da classe original. ..
PI: Nio! A classe original de poliedros continha somente
poliedros que eram simples e cujas faces eram simples-
mente ligadas. Omega estava errado quando dizia que
a incorporacdo de lema restringe o contetudo. 144

O6MEGA: Mas acaso cada incorporagio de lemas nio eli-
mina um contra-exemplo?

pr: Claro que sim! Mas contra-exemplo que foi produzi-
do por extensdo de conceito.

OMEGA: Assim sendo, a incorporacdo de lema comserva
conteudo, do mesmo modo que a antiexcecio?

PI: N&o, a incorporagcdo de lema aumenta o contetido;
o antimonstro, nao.

6MEGA: O qué? Vocé pretende realmente me convencer
de que nfo apenas a incorporagdo de lema nio restringe
o conteido, mas que ainda o aumenta? Que em vez de
restringir conceitos ela os estende?

p1. Exatamente. Ouca bem. Um globo, tendo nele dese-
nhado um mapa politico, era elemento da classe original
de poliedros?

0MmEG: E claro que néo.

PI1: Mas ficou sendo, depois da prova de Cauchy. Porque
vocé pode executar a prova de Cauchy nele sem a minima
dificuldade, bastando nfio haver nele paises ou mares
circundantes. 145

GaMA: Tem razdo! Enchendo um poliedro até que fique
esférico, e destorcendo arestas e faces, em nada se alte-
rard a execucdo da prova — desde que a distorcio ndo
altere o numero de vértices, arestas e faces.

siGMA: Percebo o que vocé quer dizer. Entdo o “poliedro
simples” gerado pela prova ndo significa uma restricdo,
uma especificacdo, mas também generalizagdo, expansao
do ‘“poliedro” ingénuo.1#¢ A idéia de generalizar o con-

145  Cf. Nota 44,

146  Darboux, em seu [1847a], chegou perto dessa idéia. Mais tarde,
ela foi claramente formulada por Poincaré: “... matemitica & a
arte de dar o mesmo nome a coisas diferentes... Quando a lingua-
gem é bem escolhida, ficamos admirados de ver que todas as provas
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ceito de poliedro de modo a que ele inclua “poliedros”
enrugados, curvilineos, com faces curvas, dificilmente teria
ocorrido a alguém antes da prova de Cauchy; mesmo que
tivesse, seria recusada como excéntrica. Mas agora é uma
generalizacdo natural, visto que as operacGes de nossa
prova podem ser interpretadas para eles tao bem quanto
para poliedros comuns ingénuos, com arestas retas e faces
planas. 1*7

pI; Bom. Mas vocé tem que dar um passo a mais. Con-
ceitos gerados por prova nem sdo ‘“‘especificagdo” nem
“generalizacio” dos conceitos ingénuos. O impacto de
provas e refutagées sobre conceitos ingénuos € muito mais
revolucionario do que isso: elas eliminam completamente
os conceitos basicos ingénuos e os subslituem por concei-
tos gerados pela prova.® O termo ingénuo ‘“poliedro”,

feitas para certo objeto aplicam-se imediatamente a muitos mnovos
objetos; nada hd a alterar, nem mesmo as palavras, visto que os
nomes tornaram-se os mesmos” ([1908], p. 375). Fréchet chama isto
de “um principio extremamente proveitoso de generalizagao”, e o
formula assim: “Quando uma série de propriedades de uma entidade
nio determina essa entidade, a proposi¢io pode ser estendida para
aplicar-se a uma entidade mais geral” ([1928], p. 18). Observa ele
que essas generalizagGes nio sdo triviais e que “podem exigir esforgos
muito grandes” (ibid.).

147 Cauchy nio notou isso. Sua prova era diferente da prova dada
pelo professor em importante aspecto: Cauchy em seu [1813a] e
[1818b] nio imaginou o poliedro feito de borracha. A mnovidade dessa
idéia prova foi imaginar o poliedro como uma superficie, e ndo como
um sblido, como Euclides, Euler e Legendre o fizeram. Mas ele o
imaginou como uma superficie sélida. Quando ele retirou uma face
e marcou a restante estrutura poligonal espacial numa rede poli-
gonal plana, ndo concebeu seu mapeamento como uma extensdo que
podia curvar faces ou arestas. O primeiro matemético a notar que
a prova de Cauchy podia ser executada em poliedros com faces curvas
foi Crelle ([1826-71, pp. 671-2), mas ele ainda tratava cuidadosamente
de arestas retas. Para Cayley, porém, parecia reconhecivel “a pri-
meira vista” que “a teoria ndo seria materialmente alterada permi-
tindo-se que as arestas fossem linhas curvas” ([1861], p. 425).
A mesma observacio foi feita, independentemente, na Alemanha por
Listing ([1861], p. 99) e na Franga, por Jordan ([1866a], p. 39).
148 Essa teoria da formacdo de conceito casa-se com provas e refu-
tacbes. Pélya juntou-a a observagdes: “Quando os fisicos comegaram
a falar de ‘eletricidade’, os médicos a falar de ‘contidgio’, esses
termos eram vagos, obscuros, confusos. Os termos que os cientistas
empregam hoje, como ‘carga elétrica’, ‘corrente elétrica’, ‘infeccgho
por fungo’, ‘infecgio a virus’, sdo incomparavelmente mais claros
e mais definidos. No entanto, que tremenda quantidade de obser-
vagdes, quantos experimentos engenhosos jazem entre as duas termi-
nologias, e alguns grandes descobrimentos também. A inducdo mudou
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mesmo apds ter sido estendido pelos refutacionistas, de-
notava algo claro como cristal: um sélido com faces
“planas” e arestas retas. As idéias de prova engoliam esse
conceito ingénuo e digeriam-no inteiramente. Nos dife-
rentes teoremas gerados pela prova, nada temos do con-
ceito ingénuo. Ele desapareceu sem deixar rastros. Pelo
contrario, cada prova proporciona seus conceitos caracte
risticos gerados por uma a uma delas, que se referem
a extensibilidade, capacidade de esfericidade, fotografibi-
lidade, projetabilidade, etc. Desaparecia o velho problema
e outros novos surgiam. Depois de Colombo, ndo é de
admirar que ndo se solucione o problema que se quer
resolver.

SIGMA: Assim, a “teoria dos sélidos”, o reino “ingénuo”
original da conjectura euleriana, dissolve-se, e a conjectu-
ra remodelada reaparece na geometria projetiva se pro-
vada por Gergonne; na topologia analitica, se provada
por Cauchy, na topologia algébrica, se provada por
Poincaré. ..

pr: Perfeitamente. Agora entfo vocé compreenderd por
que formulei os teoremas, nao como Alfa ou Beta, como:
“Todos os poliedros gergonnianos sdo eulerianos”, “Todos
os poliedros cauchyanos sdo eulerianos”, e assim por
diante, mas: “Todos os objetos gergonnianos sdo euleria-
nos”, “Todos os objetos cauchyanos sfo eulerianos”, etc. 149
Assim é que achei sem interesse discutir ndo apenas quan-
to a exatiddo de conceitos ingénuos como também sobre
a verdade ou falsidade de conjecturas ingénuas.

BETA: Mas, com certeza, poderiamos reter o termo “po-
liedro” para o nosso termo predileto gerado pela prova,
isto é, “objetos cauchyanos”?

pr: Como vocé quiser, mas tenha em mente que o seu
termo ndo mais denota o que pretendiamos denotar: que
seu significado ingénuo desapareceu e que agora é em-
pregado. ..

BETA: ...para um conceito mais geral, aperfeicoado!

a terminologia, esclareceu os conceitos. Podemos ilustrar também esse
aspecto do processo, o esclarecimento indutivo dos conceitos, mediante
exemplos matematicos apropriados” ([1954], vol. I, p. 55). Mas mesmo
essa equivocada teoria indutivista da formacfio de conceito & prefe-
rivel &4 tentativa de tornar a formacio de conceito auténoma, tornar
o “esclarecimento” ou a “explicagio” de conceitos uma preliminar a
qualquer discussfio cientifica.

149 Veja-se p. 93.
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TETA: Nio! Para um conceito novo, inteiramente dife-
rente.

sicMa: Acho que os pontos de vista de vocés sio para-
doxais!

pI: Se vocé entende por paradoxal “uma opinido ainda
nio aceita de modo geral”,1® e possivelmente inconsis-
tente com algumas de suas idéias ingénuas arraigadas,
nem pense nisso: vocé tem apenas que substituir suas
idéias ingénuas por idéids paradoxais. Isso pode ser um
modo de “solucionar” paradoxos. Mas que opinido minha
em especial vocé tem em mente?

siGMa: Como vocé deve se lembrar, descobrimos que al-
guns poliedros estelados sdo eulerianos, a0 passo que
outros nio o sio. Estivemos & procura de uma prova que
fosse suficientemente profunda para explicar a euleriani-
dade tanto de poliedros comuns como estelados...
EpsioN: Eu a tenho. 5t

sieMa: Sei. Mas apenas para argumentar, imaginemos
que ndo exista essa prova; que, em vez disso, alguém
ofereca, em acréscimo & prova de Cauchy para poliedros
“comuns” eulerianos, uma prova correspondente mas
totalmente diferente para os poliedros estelados euleria-
nos. Vocé dividiria em dois, Pi, o que anteriormente classi-
ficamos como um? E vocé teria duas coisas completa-
mente diferentes unidas sob um mesmo nome porque
alguém acha uma explicagdo comum para algumas de suas
propriedades?

pI: Sim, evidentemente. E claro que ndo chamaria uma
baleia de peixe, nem a um radio de caixa barulhenta
(como os indios costumam fazer), e nem me perturbo
quando um fisico se refere a um vidro como um liquido.
O progresso de fato substitui a classificagdo ingénua pela
classificacdo tedrica, isto é, por classificacio gerada pela
teoria (gerada pela prova, ou, se quiserem, gerada pela
explicagdo). Tanto conjecturas como conceitos tém de
passar pelo purgatério de provas e refutacoes. Conjecturas
e conceitos ingénuos sdo suplantados por conjecturas (teo-
remas) e conceitos (conceitos gerados por prova ou con-
ceitos tedricos) que surgem do método de provas e refuta-
cbes. E 3 medida que idéias e conceitos suplantam idéias

150 Hobbes [1656], Censuras & Resposta do Bispo N.° xwt.
151 Veja-se nota 104.
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e conceitos ingénuos, a linguagem tedrica suplanta a lin-
guagem ingénua. 162

182 ¥ interessante acompanhar as mudang¢as paulatinas desde a clas-
sificacio mais ou menos ingénua de poliedros até a mais altamente
teérica. A primeira classificagio ingénua que abrange nio apenas
poliedros simples vem de Lhulier: classifica¢fio de acordo com o namero
de cavidades, tineis e “poligonos internos” (veja-se mota 128).

(o) Cavidades. A primeira prova de Euler e, por acaso, a do
proprio Lhulier ([1812-13a], pp. 174-7), repousavam na decomposicao
do sélido, ou pela retirada de seus cantos um a um, ou pela decom-
posi¢io dele em pirimides a partir de um ou mais pontos no interior.
A idéia de prova de Cauch , porém — Lhulier nio a conhecia —
repousava mna decomposicio da superficie poliedral. Quando, final-
mente, a teoria das superficies poliedrais suplantou a dos sélidos
poliedrais, as cavidades perderam o interesse: um “poliedro com cavi-
dades” vem a ser uma classe inteira de poliedros. Assim, nossa
antiga defini¢gdo 2 antimonstro (p. ) tornou-se uma definicdo teérica,
gerada pela prova, e o conceito taxondmico de “cavidade” desapareceu
da tendéncia de progresso.

(b) Tineis. JA Listing manifestava insatisfagio com esse con-
ceito (veja-se nota 128). A substituigio ndo veio de qualquer “expli-
cacfo” do conceito “vago’ de tinel, como era de se esperar dos car-
napianos, mas da tentativa de provar e refutar a conjectura ingénua
de Lhulier sobre as caracteristicas eulerianas de poliedros com tfneis.
Durante esse processo, o conceito de poliedro com n tlneis desaparecen
e a “conexibilidade multipla” gerada pela prova (o que chamamos
de “n-esfericidade”) assumiu seu lugar. Em alguns ensaios encon-
tramos mantido o termo ingénuo para o novo conceito gerado pela
prova: Hoppe define o nimero de “tineis” pelo numero de cortes
que deixam o poliedro ligado ([1879]), p. 102). Para Ernst Steinitz
0 conceito de tanel estd impregnado de teoria, de tal modo que &
incapaz de achar qualquer diferenca “essencial” entre a classifica¢do
ingénua de Lhulier de acordo com o nimero de tineis e a classifi-
cacdo gerada pela prova de acordo com a miltipla conexibilidade;
portanto, ele considera a critica de Listing da classifica¢do de Lhulier
como “amplamente sem razio” ([1914-31], p. p. 22). -

(¢) Poligonos internos. Esse conceito ingénuo também logo foi
substituido por face circundante, e depois por faces multiplamente
ligadas (cf. também nota 128), (substituida, e ndo “explicada”, porque
“face circundante” nio & evidentemente uma explicagdo para poli-
gono interno”). Por um lado, quando a teoria das superficies polie-
drais foi suplantada pela teoria topolégica das superficies, e, por
outro, pela teoria diagramatica, perdeu todo o interesse o problema
de como as faces multiplamente ligadas influem na caracteristica
euleriana de um poliedro.

Assim, dos trés conceitos-chaves da primeira classifica¢io ingénua,
$6 um “ficou” e mesmo esse, numa forma dificilmente reconhecivel
— a férmula generalizada de Euler reduziu-se, por um momento, a
V—-A+F=2_24 (Para maior desenvolvimento, cf. nota 147.)
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6mEGa: Por fim, chegaremos & verdadeira classificacio
final e real, & linguagem peifeita, tendo partido da classi-
ficacdo ingénua, casual e meramente nominal! 153

(c) Refutacdes logicas e heuristicas reinspeccionadas

PI: Permitam-me retomar alguns dos problemas que sus-
citamos relacionados com a suposicdo dedutiva. Primeiro,
tomemos o problema dos contra-exemplos heuristicos
versus contra-exemplos logicos, tal como surgiu na dis-
cussdo entre Alfa e Teta.

Minha exposigdo demonstrou, acho eu, que mesmo 0s
chamados “contra-exemplos 16gicos” eram heuristicos. Na
interpretacdo originariamente pretendida, ndo hé incon-
sisténcia, absolutamente, entre: (e) todos os poliedros
sdo eulerianos e (b) a estrutura-imagem nfo é euleriana.

Se nos ativermos as normas téacitas de nossa lingua-
gem original, nossos contra-exemplos n&o sio contra-exem-
plos. Foram convertidos em contra-exemplos logicos ape-
nas pela mudanga das normas da linguagem pela exten-
sdo de conceito.
caMA: Vocé quer dizer que fodas as refutacbes interes-
santes sdo heuristicas?
pI: Exatamente. Vocé ndo pode distinguir refutagoes
e provas, de um lado e, do outro, mudancas na estrutura

153 No que se refere & classificagfio ingénua, os nominalistas estio
perto da verdade quando alegam que a Unica coisa que os poliedros
tém em comum & seu nome. Mas apés alguns séculos de provas e
refutacdes, & medida que se desenvolve a teoria dos poliedros, e a
classificagfio teérica substitui a classificagio ingénua, o saldo pende
em favor dos realistas. O problema dos universais deve ser recon-
siderado em vista do fato de que, & medida que o conhecimento
progride, a lingua muda.

Félix [1957], p. 10. De acordo com os positivistas légicos, a
tarefa exclusiva da filosofia é elaborar linguagens “formalizadas” em
que estados da ciéncia artificialmente congelados sejam expressos
(veja-se mnossa citagio de Carnap, na primeira pagina de nossa In-
troducdo). Mas essas investigagbes dificilmente vingam, porque o ra-
pido progresso da ciéncia desfaz-se do antigo “sistema de linguagem”.
A ciéneia nos ensina a nio respeitar qualquer estrutura linguistica
conceitual para que ndo se converta em prisdo conceitual — os ana-
listas da lingua t8m um interésse marcante em pelo menos disfargar
esse processo, a fim de justificar suas terapéuticas linglisticas, isto é,
mostrar que tém uma retroalimentagdo superior e valor para a ciéncia,
que ndo estdo degenerando em “pura mnévoa seca” (Einstein [1953]).
Criticas semelhantes do positivismo légico tém sido feitas por Popper:
veja-se, p. ex., seu [1959], p. 128, nota de rodapé n.° 8.
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lingiliistica conceptual e taxonémica. Em geral, quando
8¢ apresenta um ‘“‘contra-exemplo”, vocé tem uma opc¢ao:
ou vocé se recusa a incomodar-se com ele, visto que nao é
absolutamente um contra-exemplo em sua dada lingua-
gem L,, ou vocé concorda em modificar sua linguagem
estendendo conceito e aceita o contra-exemplo em sua

"nova linguagem L,...

ZETA. ...e 0 explica em L,!

PI: De acordo com a racionalidade estitica tradicional,
vocé tem que fazer a primeira escolha. A ciéncia ensina
a fazer a segunda.

GAMA: Querz dizer, podemos ter dois enunciados que
sejam consistentes em L;, mas mudamos para L, em
que ¥io sdo inconsistentes. Ou, podemos ter duas decla-
races que sejam inconsistentes em L;, mas mudamos
para L, em que elas s8o consistentes. A medida que
0 conhecimento progride, a linguagem muda. “Cada pe-
riodo de criacdo é ao mesmo tempo periodo em que a lin-
guagem muda.” O progresso do conhecimento nio pode
ser modelado em qualquer linguagem.

PI: Muito bem. A heuristica trata da dinimica da lin-
guagem, enquanto a logica trata da estatica da linguagem.

(d) Extensdo tedrica do conceito “versus” extensio ingé-
nue do conceito. Progresso continuo “versus” pro-
gresso critico.,

GaMA:  Vocé prometeu voltar & questio quanto a se a supo-
sicdo dedutiva nos oferece ou nao um padrdo continuo de
progresso do conhecimento.

P1: Em primeiro lugar, permitam-me esbogar algumas das
muitas formas historicas que esse padrdo heuristico pode
assumir.,

O primeiro padrdo principal é quando a extensio de
conceito ingénua excede de muito a teoria e produz imenso
caos de confra-exemplos: nossos conceitos ingénuos se per-
dem, mas nenhum conceito teérico os substitui. Nesse caso,
a suposigédo dedutiva pode nivelar-se — por partes — com o
exigido pelos contra-exemplos, Trata-se, se quiserem, de
um “padréo generalizador” continuo — mas nio se esque-
cam de que ele comeca com refutacdes, que sua conti-
nuidade é a explicacio por partes, por uma teoria em
crescimento das refutagdes heuristicas de sua primeira
versao.
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caMA: Ou, progresso “continuo” somente indica que as
refutaces estéio quilometros a frente!

pr: Correto. Mas pode acontecer que cada refutacdo ou
expansdo isoladas de conceitos ingénuocs seja imediata-
mente seguida de expansio da teoria (e conceitos tedri-
cos) que expliquem o0 contra-exemplo; a “continuidade”,
entdo, da lugar entdo a uma sensacional alternagao de
refutacdes de extenstes de conceito e teorias cada vez
mais poderosas, de extensdes de conceito ingénuas e ex-
tensées de conceito tedricas explanatdrias.

sigMa: Duas variages historicas casuais no mesmo tema
heuristico!

pr: Bem, ndo hi realmente muita diferenca entre elas.
Em ambas, o poder da teoria reside em sua capacidade
de exrplicar suas refutacées mo curso do seu progresso.
Mas ha um segundo padrdo principal de suposicdo de-
dutiva. ..

sieMA: Ainda outra variacdo casual?

pr: Sim, se vocé quiser. Contudo, nessa variagio a teoria
em progresso néo so erplica, mas produz suas refutacoes.
steMA: O qué?

p1: Nesse caso, 0 progresso tedrico alcanca — e, de fato,
elimina — a extensdo de conceito ingénua. Por exemplo,
comeca-se com, digamos, o teorema de Cauchy sem ne-
nhum contra-exemplo no horizonte, Testa-se entédo o teo-
rema transformando-se o poliedro de todos os modos pos-
siveis: cortando-o em dois, retirando angulos piramidais,
dobrando-o, destorcendo-o, enchendo-o como uma bola...
Algumas dessas idéias testes levardio a idéias provas gE¢
(chegando-se a algo sabido como certo e entdo voltando-se,
isto &, seguindo-se o padrdo pappiano de andalise-sintese),
mas algumas — como o “teste de dupla colagem” de
Zeta — nos levardo de volta a algo ja conhecido, mas
nenhuma novidade real, a alguma refutacdo heuristica
da proposi¢io testada — ndo pela extensio de um com-
ceito ingénuo, mas pela extensdo da estrutura tedrica.
Essa espécie de refutacio é explicatéria por si mesma...
Jgora: Como é dialético!l Testes que se convertem em
provas, contra-exemplos que viram exemplos pelo préprio
método de sua construcio...

154 Pglya discrimina entre testes “simples” e “severos”. Testes 'se-
veros podem dar “a primeira insinuacao” de uma prova’ ([1954],
vol. I, pp. 34-40).
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pI: Por que dialético? O teste de uma proposicdo con-
verte-se em prova de uma oufre, de uma proposicio mais
profunda, contra-exemplos da primeira em exemplos da
segunda. Por que chamar de dialética a confusio? Mas
permita-me voltar & minha opinido: nfo acho que meu
segundo padrdo principal de suposicdo dedutiva possa ser
encarado — como Alfa o teria feito — como progresso
continuo do conhecimento.

ALra: E claro que pode. Compare nosso método com
a idéia de Omega de substituir uma idéia prova por uma
radicalmente diferente e mais profunda. Ambos os méto-
dos aumentam o conteiido, mas, enquanto o método de
Omega nos faz substituir operagdes da prova que se-
jam aplicaveis num dominio estreito por operacdes que
sejam apliciveis em dominio mais amplo, ou, mais radical-
mente, substitui toda a prova por uma que seja aplicivel
em dominio mais amplo — a suposicio dedutiva estende
a referida prova acrescentando operacdes que ampliam sua
aplicabilidade. Isso, por acaso, ndo é continuidade?
siéMA:  Certo! Deduzimos de um teorema uma cadeia
de teoremas mais amplos! De um caso especial deduzimos
casos sempre mais gerais! Generaliza¢io por deducéo! 15
PI: Mas plena de contra-exemplos, desde que vocé re-
conheca que quaisquer deles aumentam o contetdo, qual-
quer prova mais profunda segue ou gera refutactes heuris-
ticas dos teoremas mais pobres anteriores. ..

arFa: Teta expandiu o “contra-exemplo” para abranger
contra-exemplos heuristicos. Agora vocé o expande para
abranger contra-exemplos heuristicos que jamais existem
na realidade. Vocé alega que seu “segundo padrdo” esta
pleno de contra-exemplos e se baseia na expansio do
conceito de contra-exemplo para contra-exemplos com
duracdo zero, cuja descoberta coincide com sua explica-
cdo! Mas por que deve ser “critica” toda atividade inte-
lectual, toda luta por contetido aumentado numa estru-
tura tedrica unificada? Sua “atitude critica” dogmaética
estd complicando o problemal

PROFESSOR: O problema entre vocé e Pi estd de fato com-
plicado — porque o seu “progresso continuo” e o “pro-
gresso critico” de Pi sdo perfeitamente consistentes. Estou
malis interessado nas limitagdes, se as houver, da suposicio
dedutiva ou “critica continua”.
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(e) Os limites do aumento de conteido. Refutagbes tedri-
cas ‘“versus” refutacdes ingénuas

pr: Acho que, cedo ou tarde, o progresso “continuo” tende
a atingir um ponto morto, um ponto de saturagdo da teo-
ria.

caMA: Mas certamente posso sempre estender alguns dos

conceitos!
p1: E claro. A extensfio ingénua do conceito pode pros-
seguir — mas a extensdo tedrica de conceito tem

limites! Refutacdes por extensdo ingénua de conceitos séo
apenas acicates que nos torturam para a extensfo teérica
de conceitos. Ha, pois, duas espécies de refutacoes. NOs
esbarramos na primeira por coincidéncia ou boa sorte, ou
por uma expansdo arbitraria de algum conceito. S&o como
milagres, seu comportamento “andmalo” ¢é inexpliclvel;
aceitamo-las como contra-exemplos de boa fé apenas por-
que estamos acostumados a aceitar critica da extensdo de
conceito. Vamos chamé-las de contra-exemplos ingénuos
ou fantasias. Ha, entdo, os contra-exemplos teoricos: estes
sdo ou originariamente produzidos pela extensdo da prova
ou, alternativamente, sio fantasias atingidas por provas
estendidas, explicadas por elas, e com isso elevadas 80
status de contra-exemplos teéricos. As fantasias tém que
ser encaradas com grande suspeicfio: podem nfo ser au-
ténticos contra-exemplos, mas casos de uma teoria total-
mente diferente — quando nfo erros redondos.

sieMaA: Mas que fazer quando encalhamos? Quando nao
pudermos converter nossos contra-exemplos em contra-
exemplos tedricos pela erpansdo de nossa prova original?
pI: Podemos investigar a fundo, cada vez malis, para ver
se nossa teoria ainda tem alguma capacidade implicita de
progresso. As vezes, porém, temos boas ragzdes para parar.
Por exemplo, como Teta observou com justeza, se a nossa
suposicdo dedutiva comeca a partir de um vértice, pode
ser que jamais tenhamos esperanc¢a de explicar o cilindro
sem vértice.

155 Em légica nio-formal nada hi de errado no “fato, tdo comum
em matematica e ainda tdo surpreendente para o iniciante, ou para
o filésofo que se considera avangado, de que o caso geral possa ser
logicamente equivalente a um caso particular” (Pélya [1954], vol. I,
p. 17). Cf. também Poincaré [1902], pp. 31-3.

———————
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ALFA: Assim sendo, afinal de contas, o cilindro nio erg
um monstro, mas uma fantasia!

TETA: Mas nfo devemos desdenhar as fantasias! Elas
sdo as reais refutacdes: nao podem ser ajustadas num pa-
drao de “generalizacdes” continuas, e podem de fato obri-
gar-nos a revolucionar nossa estrutura teérica... 156
0MEGa: Bem! Pode-se chegar a um ponto de saturac@o
relativo de determinada cadeia de suposicdo dedutiva —
mas acha-se, entio, uma idéia-prova nova, revoluciondria,
que tem mais poder explanatoério. Por fim, chega-se a uma
prova final — sem limite, sem ponto de saturacio, sem
fantasia para refuti-la.

PI: Qué? Uma Unica teoria unificada para explicar todos
os fenémenos do universo? Jamais! Cedo ou tarde, chega-
remos a algo como um ponto de saturagcdo absoluto.
GAMA: N&o quero saber se chegamos ou nfo. Se um con-
tra-exemplo pode ser explicado por uma extensdo elemen-
tar, trivial da prova, ainda a consideraria como fantasia.
Repito: n8o percebo qualquer questdo em generalizar
“poliedro” de modo a incluir um poliedro com cavidades:
néo se trata de um poliedro, mas classe de poliedros. Tam-
bém esqueceria quanto a “faces multiplamente ligadas”
— por que né&o tracar as diagonais faltantes? Quanto a
generalizacdo que inclui tetraedros gémeos, ouso dizer
que serve apenas para elaborar férmulas complicadas e
pretenciosas a troco de nada.

rRo: Finalmente vocé redescobre meu método de ajusta-
mento de monstro! 157 Ele livra vocé de generalizacdes to-
las. Omega ndo devia ter chamado o contetido de “pro-

188  Cayley [1861] e Listing [1861] tomaram a sério a extensdo
dos conceitos basicos da teoria dos poliedros. Cayley definia aresta
como “o caminho de uma ponta a ela mesma, ou a qualquer outra
ponta” mas concedia em que as arestas degenerassem em curvas fe-
chadas sem vértice, a que ele chamava “contornos” (p. 426). Listing
tinha um termo para arestas, seja com dois, um ou nenhum vértices:
“linhas” (p. 104). Ambos compreenderam que era necessiria uma
teoria completamente nova para explicar as “fantasias” que eles tor-
naram naturais com sua estrutura conceptual liberal — Cayley in-
ventou a “Teoria de Parti¢des de um Recinto”, Listing, um dos grandes
pioneiros da topologia moderna, o “Censo de Complexos espaciais”.
187  Veja-se, pp. 58-60.
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fundo”; mem todo aumento de conteudo é também au-

mento em profundidade: pense em (6) e (7)1 w8 '
ALFA: Quer dizer que vocé pararia em (5) na minha
série? - g

cama: Sim, (8) e (7) nao significam progresso, mas
degenerescéncia! Em vez .de prosseguir a (6) e (7), eu
referiria encontrar e explicar algum contra-exemplo nova

e sensacional! ¥*°

ALFA: Afinal de contas, vocé pode estar com razdo. Mas
quem decide onde parar? Profundidade é apenas uma

questdo de gosto.

158 Alguns matematicos nfo podem distinguir o trivial do ndo tri-
vial. Isso é sobremodo terrivel quando falta de sentimento pela rele-
vancia se alia com a ilusdo de que se pode elaborar uma férmul_a
perfeitamente completa que abranja todos os casos concebiveis
(cf. Nota 129). Tais mateméticos podem trabalhar durante anos na
“goneralizacio” derradeira de uma férmula, e acabar por estendé-la
com umas poucas corregdes triviais. O excelente matemético J. C.
Becker, da um divertido exemplo: apds muitos anos de trabalho ele
produziu a formula V — A + F = 4 — 2n + ¢ em que n é 0 nimero
de cortes necessirios para dividir a superficie poliedral em superficies
simplesmente ligadas para as quais V — 4 + F = 1, e ¢ é o nime-
ro de diagonais que se tem de acrescentar para reduzir todas as faces
a simplesmente ligadas ([1869a], p. 72). Ele ficou muito orgulhoso
de sua realizagio que — dizia ele — langava “luz inteiramente nova”,
e, inclusive, “levava i conclusdo” “um - assunto em gque pessoas comd
Descartes, Euler, Cauchy, Gergonne, Legendre, Grunert e von Staudt
tiveram interesse” antes dele (p. 65). Mas faltavam trés nomes no
rol citado: Lhulier, Jordan e Listing. Quando lhe falaram de Lhuliev
ele publicou uma melancélica nota, admitindo que Lhulier sabia de
tudo isso hi mais de cingiienta anos. Quanto a Jordan, ele nio estava
interessado em faces circundantes, mas acontecia ter interesse em
poliedros abertos com limites, de modo que em sua férmula m, o
ntimero de limites, figura em acréscimo a n ([1866b], p. 86). Assim,
Becker — em mnovo trabalho [18696] — combinava as férmulas de
Lhulier e de Jordan em V — 4 + F = 2 — 2n + ¢ + m (p. 343).
Mas em seu embaraco apressou-se, e nio digeriu o longo trabalho de
Listing. De modo que melancolicamente concluiu em seu [18695] com
“A generalizacéio de Listing é ainda mais ampla”. (A propésito, este
filtimo tentou estender sua férmula também a poliedros estelados
[1874] ; cf. nota 39).

159  Algumas pessoas podem manter idéias filistéias sobre uma lei de
lucros decrescentes em refutacies. Quanto a Gama, certamente nio.
Nio discutiremos agora os poliedros de um lado (Mdbius, [1865]), ou
poliedros n-dimendionais (Schlafli, [1852]). Esses confirmariam a
expectativa de Gama de que refutagbes de extensio de conceito total-
mente inesperadas podem sempre dar a toda teoria um novo impulso
— talvez revolucionario.
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caMma: Por que nio haver criticos matematicos como te-
mos criticos literarios para aperfeicoar o gosto matemg-
tico pela critica publica? Podemos, inclusive, conter a
maré de trivialidades pretenciosas na literatura matema-
tica. 160

siGmA: Se vocé parar em (5) e converter a teoria dos
poliedros numa teoria de esferas trianguladas com 7 lados,
como podera, em caso de necessidade, tratar de anomalias
triviais como aquelas explicadas em (6) e (7)?

mi1: Brincadeira de crianca!

TeTA: Bem. Entfo paremos em (5) por enquanto. Mas
podemos parar? A extensdo de conceito pode refutar (5)!
Podemos ignorar a extenséio de um conceito se ele produ-
zir contra-exemplo que demonstre a pobreza do conteudo
de nosso teorema. Mas se a extensfo produzir um contra-
exemplo que demonstre sua patente falsidade, que acon-
tece? Podemos nos recusar a aplicar nossas Normas 4 ou
5 de aumento de contetido para explicar uma fantasia,
mas temos que aplicar nossa Norma 2 de manutencéo de
contetido para desviar refutagcdo por uma fantasia.
GAMA: ¥ isso! Podemos recusar “generalizacdes” baratas,
mas dificilmente podemos recusar refufaces “baratas”.
steMa: Por que nio elaborar uma definicio antimons-
tro de “poliedro”, acrescentando uma nova clausula para
cada fantasia?

rera: Em ambos os casos temos nosso antigo pesadelo,
novamente o eterno retorno.

aLFa: Enquanto vocé estd aumentando o conteido, vocé
revela idéias, cria matematica; com isso vocé esclarece
conceitos, cria lingiiistica. Por que nfo parar logo quan-

2

160 Pélya assinala que generalizagio superficial, barata, é “mais
da moda hoje do que antigamente. Ela dilui uma ideiazinha numa
enorme terminologia. O autor em geral prefere até mesmo tomar essa
ideiazinha de alguém, abstém-se de acrescentar qualquer observacéo
original, e evita solucionar qualquer problema, a nio ser uns poucos
problemas decorrentes das dificuldades de sua prépria terminologia.
Seria muito facil citar exemplos, mas nio desejo hostilizar pessoas”
([1954], Vol. I, p. 30). Outro dos grandes matematicos do nosso
século, John von Neumann, também advertia contra esse “perigo dc
homens com um gosto excepcionalmente bem desenvolvido” ([1947]
p. 196). Fica-se imaginando, no entanto, se a “influéncia de homens
com gosto excepcionalmente bem desenvolvido” sera suficiente parz
salvar & matemitica em nossa era do “publique ou desaparega”.
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do se para de aumentar o conteido? Por que nos enre-
darmos em circulos viciosos?

m1: Nada de mateméatica versus lingiiistica de novo! O
conhecimento jamais ganha com essas discussdes.

caMa: O termo “jamais” logo se converte em “cedo”.
Acho que devemos de novo encerrar nossa antiga
discusséo.

MI: Mas ainda terminamos num beco sem saida! Ou al-
guém tem algo de novo a dizer?

KaPA: Acho que tenho.

9. Como a Critica Pode Converter a Verdade Matemdtica
em Verdade Ldgica

(@) A extensdo ilimitada do conceito destréi o significado
e a verdade

xapa: Alfa ja declarou que nosso “velho método” leva
2 um circulo vicioso. 1¢* Gama e Lambda responderam com
a esperanca de que o fluxo de refutagdes pode esgotar-
se: %2 mas agora que compreendemos 0 mecanismo do
éxito refutacional — a extensio de conceito — sabemos
que sua esperanca era va. Para qualquer proposicdo ha
sempre alguma interpretacéo suficientemente estreita de
seus termos, tal que ela se converte em verdadeira, e al-
guma interpreta¢io suficientemente ampla tal que ela se
torne falsa. Depende, é claro, de nossas intencoes qual
interpretacio é pretendida e qual néo €. A primeira inter-
pretacdo pode ser chamada de dogmdtica, verificacionista
ou justificacionista. A segunda pode ser chamada de in-
terpretacdo cética, critica ou refutacionista. Alfa chamou
a primeira de estratagema convencionalista 1 — mas
agora vemos que a segunda também o €. Todos vocés pu-
seram em ridiculo as interpretacdes dogmaticas de Delta
de sua conjectura ingénua !®* e depois a interpretacéo
dogmatica de Alfa do teorema.!® Mas a extensao de con-
ceito refutard qualquer declaracdo, e ndo dara qualguer
declaragdo verdadeira.

161  Vejam-se pp. 76-T.

182 Veja-se, ibidem.

163 Alta de fato nio empregou esse termo popperiano explicitamente;
veja-se p. 38.

164 Veja-se acima, § 4, (b).

165  Veja-se acima, § 5.
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caMA: Espere. De fato, nés estendemos ‘poliedro” —
depois fizemo-lo em pedacos e 0 jogamos fora: como Pi
observou, o conceito ingénuo “poliedro” nféo mais figura
no teorema.

KAPA: Mas entdo vocé comecard estendendo um tfermo
no teorema, um termo tedérico, nio é? Vocé prefere es-
tender “face simplesmente ligada” de modo a incluir o
circulo e o rolo do cilindro. 1%¢ Vocé deu a entender que era
questdo de honestidade intelectual esticar o pesco¢o para
atingir o respeitavel status de refutabilidade, isto é, tornar
possivel a interpretacdo refutacionista. Mas, devido & ex-
tensdo de conceito, a refutabilidade significa refutacéo.
Assim, vocé escorrega numa ladeira infinita, refutando
cada teorema e substituindo-o por um mais “rigoroso” ~—
por um cuja falsidade ainda nao foi “revelada”! Mas vocé
jamais se livra da falsidade,

siGMA: Mas que acontece se pararmos em certo ponto,
adotarmos interpretagdes justificacionistas, e ndo nos im-
portarmos com a verdade ou com certa forma lingiistica
em que a verdade foi expressa?

KapPA: Entdo vocé terd que afastar contra-exemplos que
estendam conceito com defini¢oes antimonstro. Com isso,
vocé vai escorregar em outra ladeira infinita: vocé sera
obrigado a admitir cada “forma lingiiistica especial” de
seu teorema verdadeiro que nao era suficientemente rigo-
roso, e sera obrigado a incorporar nele definicbes cada vez
mais “rigorosas” depositadas em termos cuja vagueza
ainda nao foi revelada! Mas vocé jamais se livra da va-
gueza. 187

TrETA (3 parte): Que hi de errado com uma heuristica
em que a vagueza € o preco que pagamos pelo progresso?
ALFA: Eu lhe digo: conceitos rigorosos e verdades inaba-
l4veis ndo residem na linguagem, mas apenas no pensa-
mento!

168  Veja-se acima, pp. 62-8.

187 Nota do Organizador. E correta a alegacio de Kapa de que a va-
gueza é inevitivel (alguns termos tendem a ser primitivos). Mas estd
enganado 20 pensar que isso significa que se pode sempre produzir con-
tra-exemplos por “extensio de conceito”. Por defini¢do, prova vilida
é aquela em que, seja de que modo se interpretem os termos descri-
tivos, nuneca se produz um contra-exemplo — isto &, sua validade nfo
depende do significado dos termos descritivos, que podem ser assim
extensiveis o quanto se queira. Isto é observado pelo préprio Lakatos
mais adiante, pp. 138-9 e (mais claramente), no capitulo 2, p. 163.
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camMa: Vou desafiad-lo, Kapa. Tome o teorema tal como
era, depois que tomamos em considera¢do o cilindro:
“Para todos os objetos simples, com faces simplesmente
ligadas tais que as arestas e as faces terminem em vér-
tices, V — A + F = 2.” Como vocé refutaria isso pelo mé-
todo de extensdo de conceito?

KAPA: Primeiro recuo aos termos definidores e enuncio a
proposicdo por extenso. Escolho entdo o conceito a esten-
der. Por exemplo, “simples” equivale a ‘“extensivel num
plano depois de retirada uma face”. Estenderei “exten-
sd0”. Tomemos o ja discutido tetraedro gémeo — o par
com uma aresta em comum (fig. 6 (a) ). E simples, suas
faces sdo simplesmente ligadas, mas V — 4 + F = 3.
Entfo, nosso teorema é falso.

GAMA: Mas esse tetraedro gémeo ndo é simples!

KapA: E claro que é simples. Retirando qualquer face,
posso planifica-lo: E preciso cuidado quando chegar &
aresta critica, para que nfo se rasgue nada ali quando
abrir o segundo tetraedro ao longo daquela aresta.

(@)

Fig. 24

7

GAMA: Mas isso ndo é estender! Vocé rasga — ou divide
— a aresta em duas arestas! Vocé, certamente, ndo pode
delinear um ponto em dois: estender é um delineamento
bicontinuo um a um.

XAPA: Def. 7? Receio que essa interpretacfo estreita e
dogmatica de “estender” nfo apele ao meu senso comum.
Por exemplo, posso bem imaginar a extensio de um qua-
drado (fig. 24 (a) ) em dois quadrados encaixados pela
extensio das linhas demarcatdrias (fig. 24 (b) ). Vocé
chamaria isso de rasgar ou dividir s porque néo € um
“delineamento bicontinuo um a um? A proposito, surpre-
ende-me porque vocé nio definiu estender como transfor-
macio que deixa V, 4 e F inalterados, e o fez com ele!
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GaMma: Certo. Vocé vence de novo, Tenho que concordar
com sua interpretacdo refutacionista de “estender” e ex-
pandir minha prova, ou descobrir uma ainda mais pro-
funda, ou incorporar um lema — ou tenho que introduzir
nova definicdo antimonstro. Contudo, em qualquer desses
casos, terei que tornar meus termos definidores cada vez
mais claros. Por que ndo devo chegar a um ponto em que
os significados dos termos sejam tdo claros como cristal
de modo a haver uma s6 interpretacdo, como no caso de
2 + 2 = 4? Nada héa de elastico sobre o significado desses
termos, e nada de refutivel quanto & verdade dessa pro-
posicdo, que brilha eternamente a luz natural da ragzio.
KApa: Palida luz essal

GaMa: Estenda, se puder. ‘
Xapa: Mas isso € brincadeira de crianca! Em certos ca-
sos, dois mais dois s@o cinco. Suponha que peca a remessa
de dois artigos, cada um pesando duas libras; eles sdo
entregues numa caixa pesando uma libra; entfo, nesse
invélucro duas libras e duas libras fardo cinco libras!
GAMA: Mas vocé obtém cinco libras pela soma de trés
pesos, 2 mais 2 mais 1!

Kapa: Certo, nossa operacdo ‘“dois mais dois igual a 5”
néo é uma soma no sentido originalmente pretendido, Mas
podemos transformar o resultado em verdadeiro, pela
simples extensdo do significado de adi¢cdo. A soma ingénua
€ um caso muito especial da embalagem quando o peso
do material envoltério é zero. Temos que levar esse lema
como condigdo na conjectura: nossa conjectura aperfei-
goada sera: “2 4+ 2 = 4 para soma ‘sem peso’ ”. 1% Toda
a histéria da 4lgebra & uma série de tais extensdes de
conceito e prova.

GAMA: Acho que vocé leva “estender” um pouco longe.
Da préxima vez vocé interpretard “mais” como ‘‘vezes” e
vai considera-lo uma refutagdo! Ou vocé interpretara “to-
dos” como “nenhum” em “Todos os poliedros sdo polie-
dros”! Vocé estende o conceito de extensido de conceitol
Temos que demarcar a refufacfo por extensdo racional,
distintamente de “refutacfo” por extensdo irracional. Ndo
podemos permitir que vocé estenda qualquer termo a seu
bel-prazer.

189 Cf. Félix [1957], p. 9.
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Devemos exprimir o conceito de contra-exemplo em
termos claros como cristal!
DELTA: Até Gama converteu-se em antimonstro: ele ago-
ra quer uma definicdo antimonstro da refutacdo de ex-
tensdo de conceito. A racionalidade, afinal de contas, de-
pende de conceitos ineldsticos, exatos! 1%
RAPA: Mas ndo existem conceitos como esses! Por que
ndo admitir que nossa capacidade para especificar o que
queremos dizer é nula, por conseguinte nula nossa capa-
cidade de comprovar? Se vocé quiser que a matematica
tenha significado, deve resignar-se & certeza. Se vocé
quiser ter certeza, desfaga-se do significado. Vocé néo pode
ter ambos ao mesmo tempo. Palavras sem nexo estdo a
salvo de refutacdes; proposigcdes significativas sdo refuta-
veis por extensdo de conceito.
GaMA: Nesse caso, suas ultimas declarages sdo também
refutaveis, e vocé sabe disso. “Os céticos ndo sio uma
seita de pessoas que se persuadem do que dizem, mas
uma seita de mentirosos.”1?
KAPA: Blasfémias: o derradeiro refugio da razio!

(b) Extensdo de conceito mitigada pode converter @
verdade matemdtica em verdade logica

TETA: Acho que Gama tem razio quanto & necessidade
de distinguir a extensdo de conceito racional da irracio-
nal. Porque a extensio de conceito percorreu longo cami-
nho, e modificou-se de uma atividade racional moderada
para uma atividade radical e irracional

Inicialmente, a critica concentra-se exclusivamente
na ligeira extensio de determinado conceito. Tem que ser
ligeira, de modo que nfdo a notemos; se sua natureza
real fosse descoberta, poderia nfo ser aceita como critica
legitima. Ela se concentra em determinado conceito,
como no caso de nossas proposi¢des universais um tanto
sem requinte: “Todos os AA sdo BB.” A critica entao sig-
nifica achar um A ligeiramente extenso (poliedro, no
nosso caso) que nio seja B (euleriano, em nosso caso).

189 A exigéneia de Gama de uma definigdo cristalina de “contra-
exemplo” equivale a uma exigéncia de conceitos inelasticos, cristalinos
na metalinguagem como condi¢io de discussio racional.

170 Arnauld e Nicole [1724], pp. xx-xxi.
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Mas Kapa acentuou isso em dois sentidos. Primeiro,
submeter mais de um constituinte da proposicdo sob
ataque para critica de extensfo de conceito. Segundo,
converter a extensdo de conceito a partir de ativi-
dade sub-repticia e mais cu menos modesta em deforma-
¢do franca do conceito, como a deformacdo de “todos” em
“nenhum?”. No caso, qualquer traducdo significativa dos
termos sob ataque que torne o teorema falso € aceita como
refutacdo. Eu diria, entdo, que se uma proposicdo ndo pode
ser refutada com respeito aos constituintes a, b,..., entdo
é logicamente verdadeira com respeito aqueles constituin-
tes. 171 Tal proposicdo € o resultado final de um longo pro-
cesso especulativo-critico durante o qual a carga significa-
tiva de alguns termos é completamente transferida para
os termos restantes e para a forma do teorema.

Agora, tudo o que Kapa afirma é que ndo existem
proposicbes que sejam logicamente verdadeiras com
respeito a todos os seus constituintes. Mas pode haver pro-
posicoes logicamente verdadeiras com respeito a alguns
constituintes, de modo que o fluxo de refutacdes s6 pode
ser novamente inaugurado se forem acrescentados novos
constituintes extensiveis. Se vamos ao fundo da coisa, cul-
minamos no irracionalismo — mas ndo temos necessidade,
Ora, onde devemos tracar a linha diviséria? Podemos
perfeitamente consentir na extensdo de conceitos apenas
para determinado subsetor de constituintes marcantes que
se transformem nos principais alvos da critica. A verdade
l6gica ndo dependera de seu significado.
siGMA: Desse maneira, chegamos afinal & questdo de
Kapa: fizemos com que a verdade seja indeperrdente do
significado de pelo menos alguns de seus termos!
tETA: Certo. Mas se quisermos livrar-nos do ceticismo de
Kapa, e fugir de seu circulo vicioso, temos certamente que
parar a extensiio de conceito no ponto em que ele deixa
de ser instrumento de progresso e passa a ser arma de
destruicdo: é possivel que tenhamos que encontrar aqueles

171 Trata-se de uma versdo ligeiramente parafraseada da definicio
de Bolzano de verdade légica ([1837], § 147). A razdo pela qual
Bolzano, por volta de 1830, propunha sua definigdo, é uma questdo
enigmatica, sobretudo desde que sua obra prevé o conceito de modelo,
uma das grandes inovacdes na filosofia matemdatica do século XIX.
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termos cujo significado s6 pode ser estendido & custa de
destruir os principios basicos de racionalidade. 172

kaPA: Podemos estender os conceitos em sua teoria da
racionalidade critica? Ou sera ela manifestamente verda-
deira, formulada em termos exatos, inextensiveis, que naa
precisam ser definidos? Terminard sua teoria da critica
numa “fuga ao compromisso”: sera tudo criticavel, exceto
sua teoria da critica, a sua ‘“metateoria”? 173

6MEGA (a Epsilon): N&o gosto dessa transicdo de Ver-
dade para racionalidade. Racionalidade de qué? Percebo
uma infiltracdo convencionalista.

peTA: De que é que vocés falam? Compreendo o “padréo
moderado” de extensdo de conceito de Teta. Compreendo
também que a extensio de conceito pode atacar mais de
um termo: vimos isso quando Kapa estendeu “extensdo”
ou quando Gama estendeu “tudo”...

sicma: Certamente, Gama estendeu “simplesmente li-
gados”! :

BETA: Mas nio, “Simplesmente ligados” é uma férmula
— ele apenas estendeu o termo “todos” que ocorria entre
os termos definidores, 1™

172 A critica matemética do século XIX ampliou mais e mais con-
ceitos, e alterou a carga significativa de mais e mais termos no sen-
tido da forma légica das proposigies e no sentido dos poucos (por
enquanto) termos inestendidos. Na década de 30 do mosso século esse
processo parecia tornar-se mais lento e a linha demarcatéria entre
termos inextensiveis (“légicos”) e extensiveis (“descritivos”) parecia
tornar-se estivel. Uma lista, contendo pequeno nimero de termos lé-
gicos, veio a adquirir amplo consenso, de modo que uma defini¢éo
geral de verdade légica tornou-se possivel; a verdade légica ndo mais
era “com respeito a” uma lista ad hoc de constituintes (Cf. Tarski,
[1935,] Tarski, porém, estava perturbado com essa demarcagéo e ima-
ginava se, afinal, teria que voltar a um conceito relativizado de con-
tra-exemplo, e, conseqiientemente, de verdade légica (p. 420) — como
o de Bolzano que, alids, Tarski ndo conhecia. O resultado mais inte-
ressante nesse sentido foi o de Popper [1947-8], do qual se segue que
nio se pode desistir de mais constantes légicas sem desistir de alguns
principios basicos de discussdio racional.

173 “Recuo do compromisso” & expressio de Bartley [1962]. Ele in-
vestiga o problema quanto a se uma defesa racional do racionalismo
éritico é possivel sobretudo com respeito ao conhecimento religioso
— mas os padrdes de problemas sio os mesmissimos guanto ao conhe-
cimento matematico.

174 Veja-se antes, pp. 62-8. Gama de fato retirou alguma carga da
significado de “todos”, de modo a que ele ndo mais se aplicasse apenas
& classes nao-vazias. A modesta extensfio de “todos” pela retirada
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TETA: Volte a quest@o. Vocé esta insatisfeilo com a
extensdo de conceito radical, ‘“aberta”?

BETA: Sim. Ninguém aceitaria isso como auténtica refu-
tacdo! Percebo claramente que a tendéncia moderada de
estender conceito do criticismo heuristico que Pi descobriu
é dos mais importantes veiculos do progresso matematico.
Mas os matematicos jamais aceitardo essa Ultima forma
moderada de refutacgao! :
PROFESSOR: Vocé est4d enganado, Beta. Eles de fato a
aceitaram, e sua aceitacdo foi uma encruzilhada na
historia da matematica. Essa revolugcdo na critica mate-
mdtica alterou o conceito de verdade matemdlica, alterou
os padrées de prova matemdlica, alterou os padrdes de
progresso matemdtico!/*™® Mas encerremos, por ora, nossa
discussdo: discutiremos o novo estiagio da matemaética em
outra oportunidade.

sicMA: Mas entdo nada estd solucionado. Ndo podemos
parar agora.

PROFESSOR: Estou de acordo. Esse estagio mais recente
ter4 importantes retroalimentacdes para nosso debate 7
Mas uma investigac@o cientifica “comeca e termina com
problemas”. 177 (Deixa a sala de aula).

BETA: Mas eu ndo tinha problema algum no comego! E
agora so tenho problemas!

da “carga existencial” de seu significado e, com isso, convertendo a
seqiiéncia vazia de monstro em burgués comum foi um fato impor-
tante — relacionado nfo somente com a reinterpreta¢éio da légica aris-
totélica pela teoria booleana dos conjuntos, mas também com o surgi-
mento do conceito de satisfagio vazia em discussdo matematica.

175 Qs conceitos de critica, contra-exemplo, conseqiiéncia, verdade
e prova sdo inseparaveis; quando eles mudam, a principal mudanga
ocorre no conceito de critica e a alteragdo nos demais vem a seguir.
176  Cf, Lakatos [1962].

177 Popper [1963b], p. 968.




II

Introducdo dos Organizadores

A prova de Poincaré da conjectura Descartes-Euler ja
foi antes mencionada. 1’ Em sua tese doutoral, Lakatos
apresentou comentario pormenorizado dessa prova, me-
diante uma discussdo dos argumentos pro e contra o enfo-
que “euclideano” da matematica. Parte dessa discussdo
foi incorporada por Lakatos ao Capitulo I (veja-se, p.ex.,
Pp- ) e outras partes foram reescritas como partes de
Eterno Retorno e os Fundamentos da Malemdtica (Laka-
tos [1962]). Por conseguinte, omitiremos esses comenta-
rios aqui.

O defensor do programa euclideano — a tentativa de
dotar a matematica de axiomas verdadeiros, indubitaveis,
calcados em termos perfeitamente claros — foi Epsilon. A
filosofia de Epsilon é desafiada, mas o professor observa
gue o modo mais 6bvio e direto de desafiar Epsilon é pedir-
lThe que dé uma prova da conjectura Descartes-Euler que
satisfaca aos padrdes euclideanos. Epsilon aceita o desafio.

1. Traducdo da Conjectura em Termos “Perfeitamente
Conhecidos” da Algebra Vetorial. O Problema de
Traduc@o

EpSILON; Aceito o desafio. Provarei que todos os poliedros

simplesmente ligados com faces simplesmente ligadas sdo
eulerianos.

178  Vejam-se pp. 91-2 e 121-2.
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PROFESSOR: Sim, enunciei esse teorema numa aula an-
terior. 17®

EpsILON: Como acentuei, tenho primeiro que encontrar
a verdade a fim de comprova-la. Ora, eu nada tenho contra
o emprego do seu método de provas e refutagbes como
método de descobrir a verdade, mas onde o senhor péara,
comeco eu. Onde o senhor cessa o aperfeicoamento, dai
eu comec¢o provando, 8

ALFA: Mas esse longo teorema estd cheio de conceitos
extensiveis. N8o acho que seja dificil refuta-lo.

EPSILON: Vocé achard impossivel refutd-lo. Circunscreve-
rei o significado de cada termo isoladamente,

PROFESSOR: Va em frente,

EPSILON: Primeiramente, empregarei apenas os concei-
tos mais claros possiveis. Talves possamos ser capazes de
estender nosso conhecimento perfeito para abranger ca-
maras O6ticas, papel e tesouras, bolas de borracha e bom-
bas, mas agora devemos esquecer essas coisas. A finalidade,
certamente, ndo pode ser alcancada utilizando-se todas
essas diversas ferramentas. Nossas falhas anteriores, a
meu ver, prendem-se ao fato de que empregadvamos méto-
dos alheios & natureza pura e simples dos poliedros. A
imaginacdo exuberante que mobilizou todos esses instru-
mentos estd completamente mal orientada. Introduziu
elementos externos, contingentes, que n#o pertencem &
esséncia dos poliedros, e assim n#o surpreende que fra-
casse quanto a certos poliedros. A fim de obter uma prova
perfeita, temos que restringir a gama de instrumentos
utilizados. ¥ Isso, porque essa imaginacio exuberante tor-
na a certeza demasiado dificil de atingir. A verdade dos
lemas que pendem nas propriedades da borracha, lentes,
etc., é dificil de garantir. Devemos abandonar tesouras,

179 Veja-se p. 56.

186 fipsilon é talvez o primeiro euclideano em toda a histéria a apre-
ciar o valor heuristico do processo de prova. Até o século XVII, os
euclideanos aprovavam o método platdnico de anilise como o método
de heuristica; mais tarde, eles substituiram o método pelo golpe de
sorte ou de génio.

181 Em anilise de prova, ndo existe limitagdo quanto aos “instru-
mentos”., Podemos utilizar qualquer lema, qualquer conceito. Isto
vale para qualquer teoria ndo-formal em progresso, onde a solugio de
problemas é uma questdo de luta livre. Numa teoria formalizada os
instrumentos sdo totalmente prescritos na sintaxe da teoria. No caso
ideal (em que hi um processo deciséric) a solugio de problema &

ritual. [
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bombas, cAmaras e semelhantes, porque “para a compreen-
sio de uma questdo, devemos escoima-la de tudo o que
é supérfluo, tornando-a o mais simples possivel.” 162 Ex-
purgo meu teorema % e minha prova de tudo isso, e os
restrinjo as coisas mais simples e faceis: 1% isto é, a vér-
tices, arestas e faces. Nao definirei esses termos, visto que
talvez nio possa haver desacordo quanto a seu significado.
Definirei qualquer termo que seja obscuro no minimo, em
termos “primitivos” perfeitamente conhecidos.!®

Ora, € claro que nenhum dos lemas especificos em
qualquer das provas era evidentemente verdadeiro; néo
passavam de conjecturas tais como “Todos os poliedros
g0 enchiveis como bola”, etc. Mas agora exijo que nenhu-
ma conjectura de qualquer espécie seja permitida nos jul-
gamentos que transmitiremos & verdade das coisas”, 186
Decomporei a conjectura em lemas que néo sdo mais con-
jecturas, porém “intuicdes”, isto é, “indubitaveis apreen-
soes de um espirito puro e atencioso, nascidas exclusiva-
mente & luz da razdo”. 187 Exemplos dessas “infuicoes” sdo:
todos os poliedros tém faces; todas as faces tém arestas;
todas as arestas tém vértices. N&o levantarei questoes
quanto a se o0 poliedro é um sélido ou uma superficie. Essas
sdo nocdes vagas e de qualquer modo supérfluas para os
nossos fins. Para mim, um poliedro consiste de trés séries:
a série V vértices (chama-los-ei P%, P%, ..., P%); a série
de A arestas (chamaé-las-ei P, P%, ..., P1,), e a série de
F faces (chama-las-ei P2, P?%, ..., P%). A fim de caracte-
rizar um poliedro também precisaremos de uma espécie
de tabela que nos informe que vértices pertencem a que
arestas, e que arestas pertencem a que faces. Chamarei
essas tabelas de “matrizes de incidéncia”,

182 Trata-se de palavras de Descartes em seu [1628], Regra XIIIL
183 Nizo se deve esquecer que embora a andlise de prova conclua
com um teorema, a prova euclideana comee¢a com ele. Na metodologia
euclideana ndo hi conjecturas, somente teoremas.

18¢ Descartes [1628], Regra IX.

185 Regras de Pascal para definicdes ([1659], pp. 596-7): “Nio
definir qualquer termo que seja perfeitamente conhecido. Nio deixar
sem defini¢ido qualquer termo que contenha o minimo de equivoco e
obscuridade. Empregar na defini¢cdo de termos apenas palavras per-
feitamente conhecidas ou ji explicadas.”

186 Descartes [1628], Notas & Regra III.

187  Ibidem.
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gama: Estou um tanto confuso com sua definicdo de
poliedros. Em primeiro lugar, como vocé se d4 ao incémodo
de definir a nocido de poliedro, concluo que vocé nio a
considera perfeitamente bem conhecida. Mas entdo de
onde vocé obtém a sua definicdo? Vocé definiu o obscuro
conceito de poliedro em termos de conceitos “perfeitamen-
te conhecidos” de faces, arestas e vértices. Mas a sua defi-
nicdo — isto é, de que poliedro é uma série de vértices,
mais uma série de arestas e mais uma série de faces, mais
uma matriz de incidéncia, evidentemente deixa de apre-
ender a nocdo intuitiva de poliedro. Ela implica, por exem-
plo, que qualquer poligono é um poliedro, como, digamos,
um poligono que tenha uma aresta livre e saliente. Vocé
tem agora duas alternativas. Vocé pode dizer que “a mete-
maética nada tem a ver com o significado corrente de seus
termos técnicos... a definicAo matematica cria o signifi-
cado matematico”. 1% Nesse caso, definir a nog¢do de po-
liedro ¢ abandonar toda a velha nocdo e substitui-la por
novo conceito. Mas nesse caso qualquer semelhanca entre
0 seu ‘“‘poliedro” e qualquer poliedro auténtico sers intei-
ramente casual, e é certo que vocé nao tera certo conhe-
cimento sobre auténticos poliedros ao estudar o seu polie-
dro burlesco. A outra alternativa € permanecer fiel & idéia
de que definicdo é esclarecimento, que ela explicita aspec-
tos essenciais, que é uma traducéo ou transformacio pre-
servadora de significado de um termo numa linguagem
mais clara. Neste ultimo caso, as suas definicdes sdo con-
jecturas, podendo ser verdadeiras, mas também ser falsas.
Como vocé pode ter tradugdo certamente verdadeira de
um termo vago em termos precisos?

EpsiLoN: Confesso que fui apanhado de surpresa por essa
critica. Eu achava que vocé podia duvidar da verdade ab-
soluta de meus axiomas. Achava que poderia perguntar
como tais juizos sintéticos a priori sdo possiveis, e preparei
alguns contra-argumentos, mas ndo esperava um afaque
na linha de definicGes. Mas suponho que minha resposta
seja: obtenho minhas definicoes do mesmo modo como
obtenho meus axiomas, isto é, por intuicfo. Elas sdo real-
mente de igual porte: vocé pode tomar minhas definicdes
como axiomas adicionais 1® ou pode tomar meus axiomas

188  Polya [1945], pp. 81-2.
189 “Definicio como um enunciado indemonstrivel de natureza essen-
cial” (Aristételes, Analytica Posteriora, 94a).
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como definicdes implicitas.®® Ambos ddo a esséncia dos
termos em questéo.

PROFESSOR: Basta de filosofia! Vamos & sua prova. Nio
gosto de sua filosofia, mas pode ser que goste de sua
prova.

fpsmoN: Muito bem. Primeiro, traduzirei o teorema a ser
provado em minha estrutura conceitual perfeitamente
simples e clara. Meus termos especificos indefinidos serdo:
vértices, arestas, faces e poliedros. As vezes me referirel
a eles como politopos ! adimensionais, unidimensionalis,
bidimensionais e tridimensionais.

ALFA: Mas ha menos de dez minutos vocé definia polie-
dros em termos de vértices, arestas e faces!

fpsitoN: Eu estava enganado. Aquela “defini¢do” era uma
antecipacdo insensata. Eu me precipitei em julgamento,
tolamente. A verdadeira intuicdo, a verdadeira interpre-
tacdo, amadurece lentamente, e expurgar a alma de con-
jecturas leva tempo. *#

pETA: H4 um momento vocé mencionou alguns de seus
axiomas, como: faces tém arestas, ou a cada face perten-
cem arestas — “pertencem a”: essa também é uma ex-
pressdo primitiva?

ZpsitoN: N#o. Menciono apenas termos especificos & teo-
ria em questdo, no caso presente a teoria dos poliedros,
mas ndo a légica, a teoria dos conjuntos, a aritmética da
teoria subjacente, com a qual presume perfeita familia-
ridade. Mas deixe-me agora prosseguir com o termo “sim-
plesmente ligados”, que evidentemente ndo € absoluta-
mente claro. Primeiro definirei simples conexibilidade de
poliedros e depois simples conexibilidade de faces. Tomo
a simples conexibilidade de poliedros em primeiro lugar.
Trata-se de fato da abreviacio de uma longa expressao:

”

diz-se que um poliedro é simplesmente ligado (1) se to-

190 Gergonne [1818].

191  Qchlifli descobriu que esses termos podem ser abrangidos sob
um tnico termo sbstrato ([1852}). Chamou-os de “poli-esquemas”.
Listing [1861] chama-os de “curian”. Mas foi Schlifli que estendeu
a generalizacio a mais de trés dimensses.

192" “Por questdio de distingfio, chamo as conclusdes da razio humana
quando aplicada comumente em questSes da natureza de Previsdes da
Natureza (como uma coisa precipitada ou prematura). Aquilo que
a razdo extrai dos fatos por um processo correto e metddico, chamo
de Interpretacio da Natureza” (Bacon [1620], XXVI).
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dos os sistemas de arestas fechados sem presilhas tém
um interior e um exterior e (2) se houver apenas um
sistema de faces fechados sem presilhas — que separem
o interior do exterior do poliedro. Ora, isto estd cheio de
termos mais ou menos vagos como “fechados”, “dentro”,
“fora” e assim por diante. Mas definirei todos eles em
termos perfeitamente conhecidos.

GAMA: Vocé exorcizou termos mecinicos — como bom-
bear, cortar — por ndo serem dignos de confianca; agora,
vocé alivia a carga de termos geométricos, como fecha-
mento. Acho que vocé estd exagerando no seu zelo de lim-
peza. “Um sistema fechado de arestas” é termo perfeita-
mente claro, ndo precisa ser definido.

EPSILON: N&o. Vocé estd enganado. Vocé chamaria um
poligono estelado de sistema fechado de arestas? Talvez
sim, porque ele tem limites. Mas ele nfo “abrange” qual-
quer area bem definida, e pode ser que alguém defina
“sistema fechado de arestas” um sistema de arestas que
abranja. Nesse caso, vocé tem que decidir-se por uma
alternativa ou outra.

GaMa: O poligono estelado pode nfo ser limitado, mas
é obviamente fechado.

EpsiLoN: Acho que ele é fechado e também limitado.
O desacordo € ja elogiiente, mas darei ainda maior prova
disso. Vocé diria que o heptaedro é um sistema fechado
de faces e¢ que € limitado?

GAMA: Nunca ouvi falar do seu heptaedro.

Epsion: Trata-se de um tipo interessante de poliedro,
visto que tem um lado s6. Nio se refere a qualquer solido
geométrico, ndo separa o espago em duas partes, em in-
terior e exterior. Alfa, por exemplo, guiado por sua “clara”
intuicio geométrica, disse anteriormente que um sistema
fechado de faces limita “se existe limite entre o interior
€ 0 exterior de um poliedro”. Vocé diria que a superficie
do heptaedro ndo limita? Ou, familiarizando-se com
0 heptaedro, mudaria o seu conceito de sistemas “limi-
tantes”. Neste caso, devo humildemente perguntar-lhe:
acaso conceitos perfeitamente conhecidos podem ser mu-
dados pela experiéncia? N&o podem. Portanto, “fechado”
“limitado” néo s8o termos perfeitamente conhecidos. Por
conseguinte, passo a defini-los.

TETA: Desenhe o heptaedro. Com que se parece?
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gpsioN: Pois ndo. Comeco primeiro com um octaedro
comum bem conhecido (fig. 25). Agora, acrescento trés
quadrados aos planos abrangidos pelas diagonais, por
exemplo 4 B C D (fig. 26).

pErLTA: Deve-se esperar de um poliedro normal que nas
arestas apenas duas faces se encontrem. Temos, no caso,
trés.

fpsiLoN: Espere. Tiro agora quatro tridngulos para satis-
fazer a essa exigéncia: da primeira metade da figura re-
tiro o tridngulo superior do lado esquerdo e O tridngulo
inferior do lado direito. Da parte traseira da figura retiro

193 A figura 27 foi redesenhada de Hilbert e Cohn-Vossen [1932].
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o tridngulo inferior da esquerda e o superior da direita.
Permanecem, entdo, apenas os quatro tridngulos sombrea-
dos no diagrama (fig. 27). Obtivemos, assim, uma figura
que consiste de quatro triingulos e trés quadrados. Este
¢ o heptaedro. ®¢ Suas arestas e vértices sio as arestas e
vértices originais do octaedro. As diagonais do octaedro
nio sdo arestas de nossa figura, mas linhas em que ele se
corta. Ndo dou muita importancia a intuicio geométrica,
nem estou muito interessado no fato de que meu poliedro
fique tdo mal situado no espaco tridimensional. Este fato
ndo é mostrado pelas matrizes de incidéncia de meu
heptaedro. (A propésito, o heptaedro pode otimamente
situar-se sem auto-intersec¢cdo no espaco a cinco dimen-
sdes.) 195

Entdo pergunta-se: a superficie do heptaedro limita?
A resposta serd “nao” se definirmos superficie “limitante”
quando, e apenas quando, for o limite de um poliedro no
sentido de que separe o lado de dentro do lado de fora
do poliedro em questdo. Por outro lado, a resposta sera
“sim” se definirmos uma superficie como “limitante”
quando, e apenas quando, for o limite do poliedro no
sentido de que ele contenha todas as suas faces. Vocés
percebem? Temos que definir “limite”, temos que definir
“limitacdo”. Esses conceitos podem dar a impressdo de
familiaridade antes que se comece a investigar a riqueza
das formas poliedrais, mas durante essa investigacdo os
conceitos rusticos originais separam-se e exibem uma fina
estrutura, e assim temos que definir os conceitos cuida-
dosamente de modo que fique claro o sentido em que os
estamos empregando,
kapa: Al vocé tem que vetar maiores investigacdes para
evitar mais divisdes de conceitos!
PROFESSOR: Epsilon, nao dé atenc@o a Kapa. Refutacoes,
inconsisténcias, critica em geral sdo muito importantes,
mas apenas se levam a aperfeicoamento. Mera refutacdo
ndo significa vitéria alguma. Se a pura critica, mesmo
que correta, tivesse autforidade, Berkeley teria cessado

194 Descoberto por C. Reinhardt (veja-se seu [1885], p. 114).

185 Essa caracteristica de um s6 lado ou de dois lados dependente
do ntimero de dimensdes do espaco foi notada pela primeira vez por
W. Dyck. Veja-se seu [1888], p. 474.
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o desenvolvimento da matemética e Dirac nfo teria en-
contrado editor para os seus trabalhos.

fpsiLoN: N&o se preocupe. Ndo dou importéncia as toli-
ces inoportunas de Kapa. Vou agora traduzir os meus
termos, traduzir tudo em meus poucos termos especificos
primitivos — politopos e matrizes de incidéncia. Comeca-
rei por definir “limitacgo”.. O limite de um k-politopo
é a soma dos (k-1) politopos que pertencem a ele de
acordo com as matrizes de incidéncia. Chamarei a soma
de k politopos de uma cadeia k. Por exemplo, a “super-
ficie” de um poliedro (ou qualquer parte dele) é essencial-
mente uma cadeia-2. Defino limite de uma cadeia-k como
a soma dos (k — 1) politopos que pertencem a cadeia-k,
mas em vez da soma comum tomo a soma moédulo 2.
Isto significa que o seguinte valeria:

0+0=0,1+0=1 04+1=1, 14+1=0.

z

Vocés devem perceber que essa é a verdadeira defi-
nicdo do limite de uma cadeia-k.
BETA: Um momento. Ndo posso acompanhar com facili-
dade suas definices k-dimensionais. Deixe-me pensar
em voz alta sobre um exemplo. 1*¢ Por exemplo, o limite
de uma face é, de acordo com a sua definicdo, a série de
arestas que pertencem a ele. Ora, quando eu junto duas
faces, a linha limitrofe comum nfo contém as arestas que
ambas contém. Assim, ao acrescentar as arestas, omitirei
aquelas que ocorrem em pares. Por exemplo, tomo dois
triangulos (fig. 28). O limite do primeiro é ¢ + d + ¢;
o limite do segundo é @ + b 4+ e, e o limite de sua
jungéoéa+b+e+c+d+e=a+b+c+d.
Percebo agora por que vocé introduziu as somas mod 2
em sua definicdo. Por favor, continue.
EPSILON: Ap6s haver definido “limite” em termos especi-
ficos perfeitamente conhecidos, definirei agora ‘“fecha-
mento”. Até o momento vocés tinham que confiar num
vago vislumbre, ou tinham que definir fechamento em
cada caso distintamente: primeiro, o fechamento dos sis-
temas de arestas, depois o fechamento do sistema de faces.

196 Nota do editor inglés: “pensar ruidosamente” era uma expressio
téenica do inglés lakatosiano. (Traduzimo-la aqui pela expressdo cor-
rente. N. do T.)

4
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Agora lhes mostrarei que existe um conceito geral de
fechamento, aplicavel a qualquer cadeia k, ou, em resumo,
um circuito k, se, e apenas se, seu limite for zero.

c
Kig. 28

BETA: Um momento. Deixe-me ver: um poligono comum
é intuitivamente fechado, e é de fato de acordo com sua
definicdo, visto que seu limite é zero, j4 que cada vértice
ocorre duas vezes no limite, e que d4 zero em sua algebra
mod 2. Um poliedro simples comum é fechado, e seu
limite é zero, j4 que em seu limite cada aresta ocorre
duas vezes.

gaPA (3@ parte): Beta certamente ndo pugna em verifi-
car os “vislumbres Obvios e imediatos” de Epsilon!
EpsrLoN: O termo a ser elucidado a seguir é “limitado”.
Direi que um circuito k limita, se for o limite de uma
cadeia (k + 1). Por exemplo, o “equador” de um poliedro
esferéide limita, mas o “equador” de um poliedro tordi-
de nio. Neste ultimo caso, a idéia alternativa, isto é, que
ele limita “todo” o poliedro & agora eliminada, visto que
o limite de todo o poliedro é vazio. Agora esta absoluta-
mente claro que, por exemplo, o heptaedro limita.

BETA: Vocé estd indo um tanto depressa, mas parece-me
que esta certo.

caMa: Vocé pode provar que qualquer cadeia k limitante
é um circuito? Vocé definiu “limitante” apenas para cir-
cuitos — vocé poderia té-lo feito para cadeias de um modo
geral. Suponho que a razio para a sua definicdo restrita
seja esse teorema latente.

fpsmoN: Certo. Posso provar isso.

cama: Outra coisa. Algumas cadeias sdo circuitos, alguns
circuitos limitam. Isto me parece em ordem. Mas penso
que o limite de uma cadeia correta k devia ser fechado.
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Por exemplo, talvez eu nao pudesse aceitar como poliedro
um cubo 2 que faltasse o topo; talvez néo pudesse aceitar
como poligono um quadrado a que faltasse uma aresta.
Vocé poderd provar que o limite de qualquer cadeia k €
fechado?

fpsoN: Posso provar que o limite do limite de qual-
quer cadeia k € zero?

cAMA: 1ISso mesmo.

fpsmonN: Na#o. Ndo posso. Isso é indubitavelmente verda-
deiro. £ um axioma. Ndo ha necessidade de prové-lo.
pROFESSOR: Ande, va em frente! Acho que agora vocé
pode traduzir nosso teorema em termos perfeitamente
conhecidos.

fps1LoN: Sim, Em resumo, o teorema traduzido &: “Todos
os poliedros, todos cujos circuitos limitam, sdo euleria-
nos.” O termo especifico “poliedro” é indefinido; j& defini
«circuito” e “limite” em termos perfeitamente conhecidos.
caMa: Vocé esqueceu a conectibilidade simples das faces.
Vocé traduziu apenas a simples conectibilidade do poliedro.
£pSILON: Vocé estd enganado. Postulo que todos 0s cir-
cuitos devam limitar: inclusive circuitos zero. Traduzi
“simples conectibilidade de um poliedro” por “todos os
unicircuitos e bicircuitos limitam”; e “simples conectibili-
dade das faces” por ‘todos os circuitos zero limitam”.
eaMa: Nio estou com vocé. Que vem a ser um circuito
zero?

fpstLoN: Cadeia zero é qualquer soma de vértices. Cir
cuito zero é qualquer soma de vértices cujo limite seja
Zero.

cama: Mas que é o limite de um vértice? Néo existem
politopos unidimensionais minus!

Epsmon: X claro que existem. Ou melhor, existe um:
a seqiiéncia vazia.

eaMA: Vocé estd maluco!

ALFA: Talvez nio esteja. Ele est4d introduzindo uma con-
vencio, Ndo me importa quais os instrumentos conceituais
que adote. Vejamos os resultados.

~

fpsmonN: N&O emprego cONvencoes, nem INeus conceitos
sdo “instrumentos”. A seqiiéncia vazia é o politopo unidi-
mensional minus. A existéncia dela é para mim certa-
mente mais obvia do que a existéncia de um cachorro.

PROFESSOR: Nada de propaganda platdnical Mostre como
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0s seus “circuitos zero limitantes” traduzem “faces sim-
plesmente ligadas”.

EPSILON: Se vocés chegarem a entender que o limite de
qualquer vértice é a seqiiéncia vazia, o resto é nada. De
acordo com minha definicio anterior, o limite de um
vértice é a seqiiéncia vazia, mas o limite de dois vértices
€ zero, devido & 4lgebra mod 2. O limite de trés vértices &
ainda a seqiiéncia vazia, e assim por diante. Assim,
numeros pares de vértices sfo circuitos, numeros impa-
res nio sio.

GaMA: Assim, a questdo da sua exigéncia de que circuitos
zero devam limitar equivale & exigéncia de que dois vérti-
ces quaisquer devam limitar uma cadeia I, ou, em lingua-
gem comum, & exigéncia de que dois vértices quaisquer
devam ser ligados por algum sistema de arestas. Isso, evi-
dentemente, elimina faces circundantes. Essa é, de fato,
a exigéncia que costumivamos chamar de “simples conec-
tibilidade de faces tomadas separadamente”.

EPSILON: Vocé dificilmente poderd negar que minha lin-
guagem, que é a linguagem natural refletindo a esséncia
de poliedros, mostra pela primeira vez a identidade essen-
cial profundamente enraizada de critérios ad hoc isolados,
antigamente desligados!

GaMA (2@ parte): O que dificilmente posso negar é que
estou confuso! E um tanto estranho que para chegar
a essa “simplicidade natural” tenhamos que enveredar por
tais complicagdes.

ALFA: Vamos ver se compreendi. Vocé afirma que todos
os vértices tém o mesmo limite: a seqiiéncia vazia?
EPSILON: ISso mesmo.

ALFA: Presumo que, para vocé, é axioma que “todos os
vértices tém a seqiiéncia vazia; assim como “todas as faces
tém arestas” ou “todas as arestas tém vértices.

EPSILON: ISso mesmo.

ALFA: Mas esses axiomas talvez nfo possam ter o mes-
mo valor! O primeiro é uma convencio, os dois ultimos
530 necessariamente verdadeiros!

PROFESSOR: O teorems foi traduzido. Quero ver a prova.
fpsitoN: Daqui a pouco, professor. Permita-me ligeira
reformulacdo do teorema para: “Todos os poliedros mos
quais circuitos e circuitos limitantes coincidam sdo eule-
rianos.”

PROFESSOR: Prove isso.
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fpsmoN: Daqui a pouco, professor. Eu o enuncio de
outro modo. **°
BETA: Mas por qué? Vocé ja traduziu todos os seus termos
* que eram Uum pouco obscuros em termos que s@o perfeita-
mente conhecidos!
kpsiLoN: Certo. Mas a tradugdo que tenho em mente
é muito diferente. Traduzirei a série dos meus termos
primitivos para outra série de termos primitivos, que séo
ainda mais béasicos. '
pera: Sendo assim, alguns de seus termos perfeitamente
conhecidos sdo ainda mais bem conhecidos que outros!
PROFESSOR: Beta, por favor, ndo importune tanto a Epsi-
lon! Fixe sua atencdo ao que ele esta fazendo e néo inter-
prete o que ele estd fazendo. Prossiga, Epsilon.
EpSILON: Se examinarmos mais de perto minha ultima
formulacdo do teorema, veremos que se trata de teorema
sobre 0 nimero de dimensbes de certos espagos vetoriais
determinados pela matriz de incidéncia.
BeTA: O qué?
fpsiLoN: Veja nosso conceito de cadeia, digamos a ca-
deia 1. E isto:

2,0, + X202 + ... + Zsbs,

em que 6;,..., 6z s80 as arestas E, e T1, T2,.-., I S&0
zero ou 1.

E facil de perceber que as cadeias I formam um
espaco vetorial E-dimensional sobre o campo de classes
residuais médulo 2. Em geral, as cadeias k formam espacos
vetoriais N,-dimensionais pelo campo de classes residuais
mddulo 2 (em que N, equivale ao numero de politopos k).
Os circuitos constituem subespacos dos espagos da cadeia
e os circuitos limitantes constituem ainda subespagos dos
espacos circuitos.

Assim, meu teorema &, de fato, que “Se 0s espagos
circuitos e espacos circuito limitantes coincidirem, o ni-
mero de dimensées do espago da cadeia zeéro menos 0
nimero de dimensoes do espaco da cadeia 1 mais o nime-
ro de dimensoes do espaco da cadeia 2 é igual a 2”. Esta
é a esséncia do teorema de Euler.

1‘_’:‘ “Vocé poderia enunciar de novo o problema? Vocé poderia enun-
ci4-lo de modo diferente?’ (Polya [1945], nota de quarta de capa).

———— e — )8
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PROFESSOR: Gosto dessa reformulacio que realmente me
mostrou a natureza de seus instrumentos simples, tal
como vocé prometeu. Vocé agora sem duvida ira provar
o teorema de Euler pelos métodos simples da algebra veto-
rial. Vejamos sua prova.

2. Outra Prova da Conjectura

EPSILON: Decomponho meu teorema em duas partes.
A primeira declara que os espagos circuitos e espacgos
circuitos limitantes coincidem se, e apenas se, os nume-
ros de suas dimensdes coincidirem. A segunda declara que,
se 0s espacos circuitos e espacos circuitos limitantes tém
a mesma dimensfo, entdo o numero de dimenstes do
espaco da cadeia 1, mais o ntiimero de dimensoes do espaco
da cadeia 2, é igual a 2.

PROFESSOR: A primeira parte é feorema trivialmente ver-
dadeiro da algebra vetorial. Prove a segunda parte.
EPSILON: Nada mais facil. Preciso apenas voltar as defi-
nicées dos conceitos em jogo.1%¢ Primeiramente, escreva-
mos por extenso nossas matrizes de incidéncia. Por exem-
plo, tomemos as matrizes de incidéncia do tetraedro
ABCD, com arestas AD, BD, CD, BC, AC, AB e faces BCD,
ACD, ABD, ABC. As matrizes si0 n; = 1 ou zero, con-

1

forme P! — 1 pertencer ou ndo a P/. Sendo assim, nossas
matrizes sio:

79 A B ¢ D
a seqiiéncia vazia 1 1 1 1

71 AD BD CD BC AC AB

A 1 0 0 0 1 1
B 0 1 0 1 0 1
C 0 0 1 1 il 0
D 1 1 1 0 0 0

198  “Jubstituir mentalmente as defini¢oes em lugar das coisas defi-
nidas” (Pascal [1659]). *“Voltar as defini¢oes” (Pélya [1945],
quarta de capa e p. 84).
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n2 BCD ACD ABD ABC

AD 0 1 1 0
ED 1 0 1 0
CcD 1 1 ] 0
BC 1 0 0 1
AC 0 1 0 1
AB 0 0 1 1
73 ABCD

BCD 1

ACD 1

ABD 1

ABC 1

Ora, gracas a essas matrizes, os espagos de circulto
e os espagos de circuito limitados podem ser facilmente
caracterizados. J4 vimos que as cadeias k sdo realmente
os vetores

N
zxipik-
=1

Definimos agora o limite de um politopo P} como

Nzt b ok

-1
E 7e; P L
i=1

(Essa, como todas as formulas que seguem, € apeuas um
reenunciado de nossa antiga definigdo em notagao sim-
bolica.}

. k pk-1
O Imite de uma cadela k DxPF 6 22 MFi

3
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Ora, uma cadeia k X x,P¥ é um circuito-k se, e apenas se,

(1) Z9kx; = 0 para cada i,
Uma cadeia k desse tipo € um circuito k limitante se,
e apenas se, for o limite de alguma cadeia Z y, P!, isto

¢, se, e apenas se, existirem coeficientes y,(m =1, ..., Niyy)
tais que

(2) X; =2 )’mn}'ﬁ.l'

m

E Obvio entdo que o espaco circuito e o espaco cir-
cuito limitante sdo idénticos se, e apenas se, 0 numero
de suas dimensdes forem idénticos, isto é, se e apenas se,
a ordem do numero de solucdes independentes das equa-
¢oes lineares homogéneas N, _, (1) igualar o numero de
solucdes independentes do sistema de equacbes lineares
ndo-homogéneas (2). Ora, o primeiro ntimero é, de acordo
com teoremas bem conhecidos da 4lgebra linear, N,.-p;

em que p, ¢ a ordem de |[|7%|| ; o segundo nimero
€ ox + 1.

Assim, tenho apenas de provar que se N, — o =
=0+ l,entdo V — 4 4+ F = 2.
LAMBDA: Ou, “Se N, = g + e . . entdo N, — N, +

+ N, = 2”, N, sdo dimensdes de certos espacos vetoriais,
ox as ordens de certas matrizes. Trata-se ndo mais de um
teorema sobre poliedros, mas sobre certa seqiiéncia de
espacos vetoriais multidimensionais.

EPSILON: Vejo que vocé acaba de acordar. Enquanto vocé
dormia, analisei nossos conceitos de poliedros e mostrei
que eles sdo realmente conceitos algébrico-vetoriais. Tra-
duzi o circulo de idéias do fenémeno euleriano em algebra
vetorial, exibindo assim a sua esséncia. Agora estou cer-
tamente provando um teorema em dlgebra vetorial, que
¢ uma teoria clara e distinta com termos perfeitamente
conhecidos, axiomas nitidos e indubitiveis, e com provas
nitidas e inequivocas. Por exemplo, veja a nova prova
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trivial de nosso antigo e discutidissimo teorema: Se N, —=
= 0x + Qk+1,entéONo — N1+N2:QOZQI——-QI—

— 02 4+ 03 =9, + 03 =1 + 1 = 2. Quem ousaria
duvidar da certeza desse teorema agora? Assim, provei
o controvertido teorema de Euler com certeza indubi-
tavel, 1?

ALFA: Mas olhe aqui, Epsilon, se tivéssemos aceito uma
convencéo rival de que os vértices nao tém limite, a matriz
n°, por exemplo, no caso do tetraedro teria sido

n° A B C D

o 0 o o

a ordem g, teria sido zero, e conseqiientemente V — 4 4
4+ F = ¢° + 03 = 1. Vocé ndo acha que a sua “prova”
confia demais numa convencdo? Vocé nio tera escolhido
sua convencio apenas para salvar o teorema?

EPSILON: Meu axioma referente a p, ndo era uma ‘“con-
vencdo”. g, = 1 tem em minha linguagem o mesmissimo
significado real que cada par de vértices limita, isto é, a
rede de arestas estd ligada (as faces circundantes estao
portanto excluidas). A expressdo ‘“conveng¢do” ¢é total-
mente enganadora. Para poliedros com faces simples-
mente ligadas, g, = 1 é verdadeiro, ¢, = 0 é falso.
aLFA: Ah! Vocé parece dizer que tanto ¢, = 1 como
0, = 0 caracterizam alguma estrutura em espacos veto-
riais. A diferenca é que g, = 1 tem um modelo real em
poliedros com faces simplesmente ligadas, enquanto o0s
demais nio tém.

3. Algumas Diividas sobre a Finalidade da Prova. Pro-
cesso de Traducdo e Enfogque Essencialista “Versus”
Enfoque Nominalista das Definicoes.

PROFESSOR: De qualquer forma, obtivemos a nova prova.
Mas sera final?

ALFA: N#o é. Tome esse poliedro (fig. 29). Ele tem duas
faces circundantes, na frente e atras, e pode ser enchido
como um tubo. E tem 16 vértices, 24 arestas e 10 faces.
Assim, V — 4 + F = 16 — 24 + 10 = 2. E euleriano,
mas longe de ser simplesmente ligado.

199 Esta prova é devida a Poincaré (veja-se seu [1899]).

-#
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peTA: Nio acho que se trate de um caso do fendémeno
Descartes-Euler. Trata-se de caso do fendmeno Lhulier;
isto &, para um poliedro com k tuneis e m faces ctrcun-
dantes V — A + F = 2 — 2k 4+ m.?® Para qualquer
poliedro como esse, com duas vezes mais faces circundan-
tes e tuneis, V — A + F = 2, mas nao significa que seja
euleriano. E esse fendmeno lhuleriano explica de uma vez
por que nio podiamos obter facilmente uma condicao
necessaria e suficiente — ou teorema-chave — para a con-
jectura Descartes-Euler, porque esses casos lhulerianos
insinuavam-se entre os eulerianos. 20

L

Fig. 29

PROFESSOR: Mas Epsilon nunca prometeu finalidade; ape-
nas mais profundidade do que haviamos atingido ante-
riormente. Ele agora cumpriu sua promessa de dar uma
prova que explica tanto o carédter euleriano de poliedros
comuns como o cardter euleriano de poliedros estelados
de uma s6 vez.

LamBDpa: K verdade. Ele traduziu a exigéncia de que as
faces sejam simplesmente ligadas — isto é, que no pro-
cesso de triangulacdo cada nova diagonal crie nova
face — de tal modo que a idéia de triangulacio desapa-
receu completamente. Nesta nova traduc@o, uma face
é simplesmente ligada se todos os circuitos vértices limi-
tam-se nela — e essa exigéncia vale para poliedros este-
lados eulerianos! E enquanto temos dificuldades em apli-
car o conceito intuitivo de Jordan de simples conectibili-

200 Veja-se Lhulier [1812-13a]. A relagdo foi redescoberta cerca de
doze vezes entre 1812 e 1890.
201  Veja-se acima, p. 89.
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10 dade a poliedros estelados, na traducéo de Poincaré essas
I; dificuldades desaparecem. Poliedros estelados, do mesmo
n- modo que os poliedros comuns, sdo séries de vértices,
er . arestas e faces mais uma matriz de incidénecia; nfo nos
n- | - interessa o problema da concretiza¢io do poliedro no espa-
ja | co que venha a ser nosso material, tridimensional, rusti-
ez | camente euclideano. O pequeno dodecaedro estelado, por
o exemplo, ndo é euleriano: nio é muito dificil tragar i-cir-
n- cuitos nele que nao limitem.
oS : BeTA: Acho isso interessante também de outro aspecto.

| A prova de Epsilon € ao mesmo tempo mais rigorosa
| e mais abrangente. Haverd uma ligacdo necessaria entre
essas duas coisas?
EpsiLon: Niao sei. Mas enquanto nosso professor exige
apenas mais profundidade em minha prova, eu estou exi-
| gindo absolutla certeza.
kaPA: Seu teorema é suscetivel de ser refutado por algu-
‘ ma extensio imaginativa de conceito como qualquer con-
jectura anterior.
| EpsiLoN: Vocé esta enganado, Kapa, como explicarei. 2%
ALFA: Primeiro, permita-me suscitar uma segunda ques-
tdo sobre sua prova, ou antes, sobre a finalidade e cer-
teza que vocé alega quanto a ela. Sera, de fato, o poliedro
‘ um modelo de sua estrutura algébrico-vetorial? Vocé esta

pe- certo de que sua traducao de “poliedro” em teoria vetorial
ite- seja uma traducdo verdadeira?

ma EPSILON: J4 disse que é verdadeira. Se, por vezes, espanta
ros vocé, isso nio é razdo para duvidar dela. “Estou seguindo
dos a grande escola de matemdticos que, gracas a uma série

| de definicGes impressionantes, salvaram a matemaética dos

as | céticos, e deram rigida demonstracdo de suas propo-
ro- ' sicoes.” 208

ova PROFESSOR: Acho, realmente, que esse método de tradu-
pa- cdo é o nucleo da questdo da certeza e finalidade da prova
ace

mi- 202 Vejam-se pp. 163-5.

ste- 203 Essa cita¢do é tirada de Ramsey [1931], p. 56. S6 uma palavra

,pli- foi mudada: ele diz “légicos matematicos” em vez de ‘“mateméticos”,

aili- mas isso apenas porque ele nido compreendia que o processo por ele

exposto ndo era caracteristica recente da ldgica matematica, mas as-
pecto da matemadtica “rigorosa” de Cauchy em diante, e que as célebres

y de definigdes de limite, continuidade ete. propostas por Cauchy e apri-
moradas por Weierstrass se enquadram todas sob essa rubrica.
Observo que Russel também cita essa expressio extraindo-a de
Ramsey (Russell [1959], p. 125.)

= ‘
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de Epsilon. Acho que devemos chaméa-la de processo tra-
dutério. Mas vejamos, ha ainda outras duvidas?

cAMA: Tenho uma. Digamos que €u admita que sua
deducdo é infalivel. Vocé esta certo de que nio pode dedu-
zir de suas premissas a negacdo de seu teorema com a
mesma infalibilidade?

kpstioN: Todas as minhas premissas s@o verdadeiras.
Como poderdo elas talvez ser inconsistentes?

PROFESSOR: Aprecio suas duvidas. Mas sempre prefiro um
contra-exemplo a certo numero de duvidas.

camAa: Acaso o meu cilindro ndo refuta esse novo teo-
rema?

fpsiLoN: E claro que ndo, No cilindro, a série vazia nao
limita, e por conseguinte, ¢, == 1.

GAMA: Percebo. Vocé tem razdo. Esse argumento, posto
em seus termos perfeitamente conhecidos, claros e distin-
tos, acabou por me convencer.

gpsiLonN: Entendo o seu sarcasmo! Antes vocé ja havia
posto em divida minhas definicoes. Disse entdo que elas,
de fato, sao axiomas indubitavelmente verdadeiros, enun-
ciando a esséncia dos conceitos em questdo, gracas & infa-
libilidade da intuicfo clara e distinta. Pensei muito nisso
desde entdo, e acho que abandonei minhas opinides aristo-
télicas quanto a definicGes. Quando defino um termo vago,
de fato o substituo por um novo, € 0 antigo serve apenas
como abreviacdo do meu novo termo.

ALFA: Vamos esclarecer isso. Que é que vocé entende por
“definicao”: uma substituicio que é uma operagdo da
esquerda para a direita ou uma abreviacio que € uma
operacgéo da direita para a esquerda?

gpstron: Definicio é férmula. Esqueco quanto ao signi-
ficado antigo. Crio livremente o significado de meus ter-
mos, enquanto raspo antigos termos vagos. Também crio
meus problemas livremente, enquanto trato dos antigos.
aLra: Nao adianta ser extremista. Mas va em frente.
fpstLon: Com essa alteragdo em meu programa, C€Om
certeza ganho uma coisa: uma de suas duvidas fica elimi-
nada. Se as definicdes sdo férmulas, entdo nao podem
ser falsas.

ALFA: Mas vocé perde algo que é muito mais importante.
Vocé tem que restringir seu programa eucllideano a teorias
que tenham conceitos perfeitamente conhecidos, e quando
vocé quiser incluir teorias com conceitos vagos no escopo
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desse programa, vocé néo pode fazer isso mediante sua
técnica tradutéria: como vocé disse, vocé ndo traduz; pelo
contrario, cria novo significado. Mas mesmo que vocé ten-
tasse traduzir o antigo significado, alguns aspectos essen-
ciais do conceito vago original podem perder-se nessa tra-
ducdo. O novo conceito claro pode nao servir para a
solucdo do problema para o qual o antigo conceito cer-
via. 20¢ Se vocé considera sua traducéo como infalivel, ou
se vocé conscientemente bane o antigo significado, ambos
esses extremos produzirdo o mesmo resultado: vocé pode
jogar o problema original no limbo da histéria do pensa-
mento — o que, de fato, vocé néo deseja fazer. 2 Assim,
se vocé se acalmar, terd de admitir que definiciio deve
ter um toque de essencialismo modificado: deve manter
alguns aspectos relevantes do antigo significado, deve
transferir elementos relevantes de significado da esquerda
para a direita. 208

BETA: Mas, mesmo que Epsilon aceite esse essencialismo
modificado em definicdes, a rentncia ao enfoque essencia-
lista sera ainda um imenso recuo de seu programa eucli-

204 Exemplo classico de tradugfio que nio satisfez o critério de ade-
quacdo foi a defini¢io dada no século XIX de irea de uma superficie,
que foi banida pelo contra-exemplo de Schwartz.

O problema é que o critério de adequacio pode mudar com o

surgimento de novos problemas que podem ocasionar alteragdo no
instrumental conceitual, Paradigma dessa mudang¢a é o caso do con-
ceito de integral. E um vexame da atual instrucdo matemaética que os
estudantes possam citar exatamente as diferentes definigdes de Cauchy,
Riemann, Lebesgue e outros, sem saber para que problemas a resolver
elas foram inventadas, ou durante que solugdes de problemas elas
foram descobertas. A medida que o critério de adequagdo muda, as
definicoes em geral se desenvolvem de modo que a definigdo satis-
fatéria a todos os critérios se torna dominante. Isso néo podia acon-
tecer com a definicdo de integral, devido & inconsisténcia dos critérios
— isto porque o conceito tinha que ser dividido. Definigdes geradas
pela prova desempenham papel decisivo mesmo na elaboragdo de de-
finigdes tradutérias no programa euclideano.
205 Esse processo é muito caracteristico do formalismo do século XX.
206 Fssa questfo trivial é muito curiosamente omitida por nomina-
listas ecomo Pascal e Popper. Pascal esereve (loc. cit.): “... os geo-
metras e todos os que operam metodicamente, impdem nomes a8 coisas
apenas para resumir o discurso”. E Poper escreve ([1945], vol. 2,
p. 14): “Na ciéncia moderna, sé ocorrem definigées nominalistas,
isto &, simbolos abreviados ou rétulos sdo introduzidos para tornar
curta uma longa histéria.” E curioso como o8 nominalistas e essen-
cialistas possam, ecada um por seu turno, cegar-se para o nicleo racional
do argumento uns dos outros.

__
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diano original. Epsilon diz agora que ha teorias euclideanas
com termos perfeitamente conhecidos e inferéncias infa-
liveis — como aritmética, geometria, logica, teoria dos
conjuntos. Suponho que ele agora faga o programa eucli-
deano consistir de traduzir teorias nfo euclideanas por
termos vagos e obscuros e inferéncias inexatas -— como
calculo e teoria da probabilidade — mnessas teorias ja
euclideanas, assim abrindo novas avenidas de desenvolvi-
mento tanto das teorias subjacentes como das teorias
originalmente nao euclideanas.

fpsioN: Chamarei tal teoria “j4 euclideana” ou teoria
estabelecida de teoria dominante.

caMma: E qual o campo de aplicabilidade desse programa
abalado? Certamente nfo abrangera a fisica. Vocé jamais
traduzira mecanica ondulatéria em geometria. Epsilon
queria, “gracas a uma série de definigbes impressionan-
tes, salvar a matematica dos céticos”,2*” mas 0 que salvou
foi, no maximo, algumas migalhas.

BeTA: Tenho um problema sobre aquelas definicbes tra
dutérias. Elas ddo a impressio de ser meras abreviagdes
na teoria dominante e assim sdo verdadeiras “por defi-
nicdo”. Mas parecem ser falsedveis se as considerarmos
com referéncia ao reino nfo-euclideano. 2%

207 Veja-se antes, p. 159.

208 A importancia metodolégica dessa diferenga ainda néo foi ade-
quadamente revelada. Pascal, o grande defensor das defini¢bes abre-
viadoras e grande adversirio da teoria essencialista da defini¢do de
Aristételes, ndo se deu conta de que abandonar o essencialismo sig-
nifica de fato abandonar o programa euclideano de larga escala. No
programa euclideano, tem-se que definir todos os termos que sejam
“apenas um pouco obscuros”. Se isso consistir apenas de substitui¢ido
de um termo vago por outro rigoroso, arbitrariamente escolhido, de
fato abandona-se o campo original de pesquisa e volta-se para outro.
Mas Pascal com certeza nio pretendia isso. Cauchy e Weierstrass
eram essencialistas quando executando a aritmetizagio da matemética;
Russell era essencialista quando efetuando a logicizagiio da matemética.
Todos esses homens pensavam em suas definicbes de continuidade,
niimeros reais, nimeros inteiros, etc. na medida em que captavam
a esséneia do conceito em questdio. Quando enunciando a forma légica
das proposigées em linguagem comum, isto &, traduzindo a linguagem
comum em linguagem artificial, Russell pensava — pelo menos em
seu “periodo de lua-de-mel” ([1959], p. 78) — que era guiado por
uma intuicdo infalivel. Popper, em sua justa arremetida furicsa
contra definicfes essencialistas nio presta bastante atencdo ao im-
portante problema de definigdes tradutérias e suponho que isto tem
a ver com o que me parece seu tratamento insatisfatério da forma
légica em seu [1947], p. 273. De acordo com ele (e, no caso, ele
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‘ EtpsiLoN: Certo.
BETA: Seria interessante ver como se falseiam essas de-
| finigdes.
TETA: Eu gostaria, agora, de voltar & discusséo da ques-
tio da infalibilidade da deducio de Epsilon. Epsilon, vocé
ainda alega certeza para o seu teorema?
fpsiLoN: Claro que sim,
TeTA: E nfo imagina um contra-exemplo para ele?
gpsiLoN: Como eu disse a Kapa, minha prova € infalivel.
| N&o hi contra-exemplos para ela.
TeETA: Quer dizer que vocé eliminaria contra-exemplos
como monstros?
fpsitoN: Nem mesmo um monstro a refutaria.
tETA: Quer dizer que, seja o que for que eu substitua
em seus termos perfeitamente conhecidos, o teorema per-
manece verdadeiro? '
EpsiLoN: Vocé pode substituir qualquer coisa em lugar
dos termos perfeitamente conhecidos que seja especifico
4 Algebra vetorial.
TETA: N&O posso substituir seus termos primitivos néo-
-especificos, como “todos”, “e”, “27, etc.?
fpsiLoN: N&o. Mas vocé pode substituir qualquer coisa
em vez de meus termos especificos perfeitamente conhe-
cidos como “vértice”, “aresta”, “face”, etc. Mas acho que
j& esclareci isso quanto ao que entendo por refutacéo.
TETA: Certo. Mas entdo ou vocé pode ser refutado ou
vocé de fato ndo fez o que pensou.
kpsiLoN: N&o compreendo sua obscura indireta.
reTa: Entenderd, se quiser. Sua caracterizacdo da nogéo
de contra-exemplo parece razoavel. Mas se contra-exemplo
for isso, entdo o significado de seus “termos perfeitamen-
te bem conhecidos” é imaterial. E isso, se vocé tiver razio,
é precisamente o mérito de sua prova. Uma prova, se
irrefutavel, ndo depende — pelo proprio conceito de prova
irrefutavel — do significado de “termos perfeitamente
bem conhecidos” especificos. Assim o peso de sua prova
__ se vocé estiver certo — estd carregado do significado
de termos ndo-especificos subjacentes — no caso, aritmeé-

segue Tarski) a definigio de inferéncia vilida repousa apenas no
rol de signos formativos. Mas a validade de uma inferéncia intuitiva
depende também da tradu¢do da inferéncia da linguagem comum
(aritmética, geométrica, ete.) em linguagem légica: depende da tra-
dugdo que adotamos.
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tica, teoria dos conjuntos, logica — mas néo, no mini-
mo, do significado de seus termos especificos.

Chamarei essas provas de provas formais, ja que nao

dependem absolutamente do significado de termos especi-
ficos. O grau de formalidade certamente depende de ter-
mos ndo-especificos. O carater perfeitamente conhecido
desses termos — vou chamd-los de termos formativos —
é de fato muito importante. Apreendendo seu significado,
nés enunciamos o que pode ser aceito como contra-exem-
plo e o que ndo pode. Assim, regulamos o fluxo de contra-
-exemplos. Se nfo houver contra-exemplos ao teorema,
chamé-lo-emos de tautologia: em nosso caso, uma tauto-
logia teérica arithmetico-set.
aLra: Parece termos uma gama de tautologias de acordo
com nossa escolha de constantes semilégicas. Mas vejo
no caso uma multiddo de problemas. Primeiro: como sa-
bermos que uma tautologia é uma tautologia?
KapA: Vocé munca saberd sem qualquer sombra de da-
vida. Mas se tiver sérias duvidas sobre uma teoria domi-
nante, entdo elimine-a, e a substitua por outra teoria
dominante. 2%

209 Tais mudancas na teoria dominante implicam a reorganizagio
de todo o nosso conhecimento. Na antiguidade, o aspecto paradoxal e,
de fato, a aparente inconsisténcia da aritmética induziu os gregos a
abandonar a aritmética como teoria dominante e substitui-la pela
geometria. Sua teoria das proporgdes servia ao propésito de traduzir
aritmética em geometria. Eles estavam convencidos de que toda a
astronomia e toda a fisica podiam ser traduzidas em geometria.

A grande inovacho de Descartes foi substituir a geometria pela
dlgebra; talvez devido a que ele pensasse que na teoria dominante
a prépria anilise levasse a verdade.

A “revolucio do rigor” na matemética moderna consistiu de fato
do restabelecimento da aritmética como teoria dominante pela via do
jmenso programa de aritmetizagéo da matemética que foi de Cauchy

a Weierstrass. A teoria dos numeros reais — percebida como arti-
ficial por pouquissimos matemdticos do oficio — era o passo crucial;

semelhante & igualmente “artificial” teoria das proporgbes dos gregos.

Russell, por sua vez, fez da légica a teoria dominante de todas
as mateméticas. A interpretagio da histéria da matematica como
busca da teoria dominante pode projetar nova Iuz na histéria desse
tema, e ser possivel mostrar que a “descoberta” goedeliana de que
a teoria natural dominante para a matematica seja a aritmética,
leve diretamente ao presente estigio da pesquisa, e abra novo pano-
rama tanto em aritmética como em matemética.

Outro exemplo de notivel tradugio eculideana foi a moderna
introducio da teoria da probabilidade na teoria da medida.

As teorias dominantes e a mudanga de teorias dominantes deter-
minam também muito do desenvolvimento da ciéncia em geral. A ela-
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*  Nota do Organizador. Esta se¢do do didlogo termina nesse ponto na
tese de Lakatos. Teriamos tentado persuadir Lakatos a continuar o
diadlogo do modo seguinte:

TETA: Mas do que acabamos de dizer parece seguir-se que podemos
elaborar nossas provas em sistemas em que a teoria dominante seja
légica, e depois, logo que ndo tenhamos graves dividas sobre nossa
légica, estaremos em condi¢des de garantir a infalibilidade de nossas
dedugdes e por toda a divida ndo na prova real, mas nos lemas,
nos antecedentes do teorema.

fPSILON: Fico satisfeito de que pelo menos Teta finalmente se tenha
modernizado. Minha prova pode de fato ser langada num sistema do
qual a teoria dominante seja légica. Os enunciados condicionais com
todos os lemas incorporados como antecedentes podem ser provados
nesse sistema, e sabemos que (relativo a dado acervo de termos for-
mativos “légicos”) nio ha quaisquer contra-exemplos a qualquer enun-
ciado que possa ser provado desse modo. Seja como for que os termos
descritivos sejam reinterpretados, esse enunciado condicional perma-
neceri verdadeiro.

LAMBDA: Como “sabemos”?

fpsION: Nio sabemos ao certo — trata-se de um teorema nao-for-
mal sobre légica. Mas, além disso, sabemos que, diante de uma prova
em tal sistema, podemos conferir de modo totalmente mecénico em-
pregando um processo que certamente produzird uma resposta em
namero finito de etapas, trate-se ou nfo de uma prova. Nesses siste-
mas, entfo, sua “analise de prova” reduz-se a uma trivialidade.
ALFA: Mas vocé ha de concordar, Epsilon, em que a “anilise de pro-
va” mantém sua importincia em matemética néo formal; e que provas
formais sdo sempre tradugbes de provas nio-formais e que os proble-
mas suscitados quanto & traducdio sio muito reais.

LAMEBDA: Mas, de qualquer forma, Epsilon, como sabemos que a con-
feréncia da prova é sempre acurada?

FPSION: Realmente, Lambda, sua insaciavel sede de certeza estd se
tornando cansativa! Quantas vezes terei de dizer-lhe que nada pode-
mos saber com certeza? Mas o seu anseio por certeza faz com que
vocé levante problemas incdémodos — e estd cegando vocé para 0s pro-
blemas interessantes.

boracdo e posterior fracasso da mecanica racional como teoria domi-
nante da fisica desempenhou papel central na histéria moderna da
ciéneia. A luta da biologia contra ser “traduzida” em quimica, a
luta da psicologia contra ser traduzida em fisiologia sdo aspectos
curiosos da histéria da ciéncia recente. Os processos tradutdrios s20
vastos reservatérios de problemas, tendéncias histdricas que represen-
tam imensos esquemas de pensamento pelo menos tdo importantes
quando a triade hegeliana. Bssas traducfes em geral aceleram o
desenvolvimento da teoria dominante e da teoria absorvida, mas pos-
teriormente a traducdo se converterd em obsticulo a um maior desenvol-

vimento, & medida que pontos fracos da traducio venham & tona.




APENDICE 1

OUTRO ESTUDO DE CASO NO METODO DE
PROVAS E REFUTACOES

1. Defesa de Cauchy do “Principio de Continuidade”

O método de provas e refutacbes € um esquema
heuristico muito geral de descoberta matematica. Contu-
do, parece que foi descoberto apenas por volta de 1840,
e ainda hoje parece paradoxal a muitas pessoas. E, com
certeza, nio é adequadamente reconhecido em parte algu-
ma. Neste apéndice, me empenharei em resumir a histéria
da anilise da prova em andlise matematica e retragar as
fontes de resisténcia & compreensdo e reconhecimento
dela. Primeiramente, repito o esboco do método de provas
e refutacdes, método que ja ilustrei mediante o estudo
de caso da prova de Cauchy da conjectura Descartes-
-Euler.

H4 um padrio simples de descoberta matematica
— ou do progresso das teorias mateméticas néo-formais.
Consiste das fases seguintes: #°

(1) Conjectura primitiva.

(2) Prova (ristico experimento mental ou argumento,
decompondo a conjectura primitiva em subconjectu-
ras ou lemas).

210 Como acentuei, o padrio histérico real pode desviar-se ligeira-
mente desse padréo heuristico. O quarto estigio pode &s vezes pre-
ceder o terceiro (inclusive na ordem heuristica) — e uma andilise
habilidosa da prova pode sugerir o contra-exemplo. )
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(3) Surgem contra-exemplos “globais” (contra-exemplos
d conjectura primitiva).

(4) Prova reexaminada: o “lema condenado” para o qual
o contra-exemplo global é um contra-exemplo “local”
é localizado. Esse lema condenado pode ter perma-
necido anteriormente “oculto” ou pode ter sido mal
identificado. Agora ele é tornado explicito, e elevado
na conjectura primitiva & categoria de condicao.
O teorema — a conjectura aperfeicoada — suplanta
a conjectura primitiva com 0 movo conceito gerado
pela prova como sew movo aspecto superior. !

Essas quatro etapas constituem o nucleo essencial da
analise da prova. Mas existem outros estagios padrdes que
freqiientemente ocorrem:

(5) Sdo examinados provas e outros teoremas pdara
verificar se o lema receniemenle achado ou 0 novo
conceito gerado pela prova ocorre mneles: esse con-
ceito pode ser encontrado jazendo como encruzilhada
de diferentes provas, dai surgindo como de impor-
tdncia fundamental.

(6) As consegiiéncias até ent@o oceitas da conjectura
original e agora refutada sdo conferidas.

(7) Os contra-exemplos convertem-se em mnovos exrem-
plos — abrem-se movos campos de investigacdo.

Gostaria, agora, de considerar outro estudo de caso.
Aqui, a conjectura primitiva é de que o limite de qualquer

211 Nota do Organizador. Em outras palavras, esse método consiste (em
parte) de dar uma série de enunciados P, ..., P, tal que P &...
& P, se admite verdadeira para algum dominio de objetos interes-
santes e parece implicar a conjectura primitiva C. Esse pode vir a
nio ser o caso — em outros termos, achamos casos em que C é
falsa (“contra-exemplos globais”), mas em que P, a P_ prevalecem.
Isso leva 3 articulacdo de um novo lema P " que é também refutado
B

pelo contra-exemplo (“contra-exemplo local”). A prova original é assim
substituida por uma nova que pode ser sumariada pelo enunciado
condicional
P &...&°P & P — C
1

n n*l
A verdade (légica) desse enunciado condicional néio mais é impugnada

pelo contra-exemplo (visto que o antecedente é agora falso nesse caso,
e por conseguinte verdadeiro o enunciado condicional).

#
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série convergente de funcdes continuas é em si continua.
Foi Cauchy quem deu a primeira prova dessa conjectura,
cuja verdade foi admitida sem discussdo, presumindo-se,
portanto, nio haver necessidade de qualquer outra prova
por todo o século XVIII, Foi considerada como caso espe-
cial do “axioma” segundo o qual “o que & verdadeiro até
o limite é verdadeiro no limite”.2!> Achamos a conjectu-
ra e sua prova no célebre trabalho de Cauchy [1821],

131

Dado que essa “conjectura” tem sido até agora consi-
derada como trivialmente verdadeira, por que teve Cauchy
necessidade de prova-la? Alguém tera criticado a conjec-
tura?

Como veremos, a situacfo nfio era assim tdo simples.
Gracas & observagdo de fatos posteriores, podemos ver
agora que contra-exemplos a conjectura de Cauchy foram
dados pela obra de Fourier. Mémoire sur la Propuagation
de la Chaleur,?® de Fourier, de fato contém um exemplo
do que, de acordo com as presentes nocoes, &€ uma série
convergente de fungdes continuas que tende a uma funcéo
cauchyana descontinua, a saber:

cos £ — /s cos 3x + 1/5cos Br — ... )

A atitude de Fourier para com essa série é, porém,
muito clara (e, evidentemente, diferente da atitude mo-
derna):

(a) Ele declara que ela € convergente em toda
parte.

(b) Ele declara que sua funcdo limite é composta
de linhas retas distintas, cada qual paralela ao eixo ¥,
e igual & circunferéncia. Essas paralelas estdo situadas
alternadamente acima e abaixo do eixo, com uma dis-
tancia de n/4 entre duas quaisquer, e sdo ligadas por
perpendiculares que também fazem parte da linha, #+*

212 ‘Whewell [1858], I, p. 152. ‘Whewell, em seu [1858], pelo menos
dez anos atrasado. O principio decorre do principio de continuidade
de Leibniz ([1687], p. 744). Boyer em seu [1939], p. 256, cita um
novo enunciado caracteristico do principio de Lhulier [1786], p. 167.
213 Essa Mémoire recebeu o grand priz de mathématiques de 1812,
tendo sido mencionada por Laplace, Legendre e Lagrange. Foi publi-
cada s6 depois do classico Théorie de la Chaleur de Fourier, que
apareceu em 1822, um ano depois do manual de Cauchy, mas o con-
tetido da Mémoire era entdo ji bem conhecido.

214 Fourier, op. cit., segbes 177 e 178.
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As palavras de Fourier sobre as perpendiculares no
grafico sfo eloqlientes. Ele considerava essas funcdes limi-
te como (em certo sentido) continuas. De fato, Fourier
certamente considerava qualquer coisa como funcio con-
tinua se seu grafico pudesse ser tracado com um ldpis
que ndo se levantasse do papel. Assim é que Fourier néo
se teria considerado como elaborando contra-exemplos ao
axioma da continuidade de Cauchy.?® Foi apenas & luz
da subseqiiente caracteriza¢fo da continuidade de Cauchy
que as funcgdes limite em algumas séries de Fourier vieram
a ser consideradas descontinuas, e assim que as proprias
séries vieram a ser vistas como contra-exemplos & con-
jectura de Cauchy. Dada essa nova e contra-intuitiva
definicdo de continuidade, os inocentes desenhos continuos
de Fourier pareceram converter-se em contra-exemplos
malditos contra o antigo principio hi muito estabelecido
de continuidade.

A definicio de Cauchy certamente traduzia o ino-
cente conceito de continuidade em linguagem aritmética

215 Depois de ter escrito isso, descobri que o termo “descontinuo”
aparece aproximadamente no sentido cauchyano em alguns manus-
critos até entdo inéditos de Poisson (1807) e de Fourier (1809),
que estavam sendo estudados pelo Dr. J. Ravetz, que gentilmente
me permitiu examinar as cépias fotostaticas. Isso, sem divida, com-
plicava minha questio, embora mnio a refutasse. Obviamente Fourier
tinha duas nocdes diferentes de continuidade em mente em épocas
diferentes, e de fato essas duas nog¢des diferentes surgem muito na-
turalmente de dois dominios distintos. Se interpretamos uma fungéo
como

1 1

sen Xx — — sen 2¢ + — sen 3x — ...
2

como a posicio inicial de uma série, ela certamente seri considerada
continua e tracar as linhas perpendiculares — como devia ser exigido
pela definicdo de Cauchy — parecerd antinatural. Mas se ir*erpre-
tarmos essa funcfo como, digamos, representando temperatura ao
longo de um fio, a fungio parecerid obviamente descontinua. Essas
consideracies sugerem duas conjecturas. Primeiramente, a célebre de-
finicdo de continuidade de Cauchy, que vai contra a “interpretaca.
serial” de uma funcfo, pode ter sido estimulada pela investigagiu
dos fendmenos caléricos de Fourier. Em segundo lugar, a insisténcia
de Fourier nas perpendiculares nos grificos (de acordo com a “inter-
pretacio calérica”) dessas fungbes descontinuas pode ter advindo de
um esfor¢o para nfio entrar em conflito com o principio de Leibniz.
Nota do Editor: Para mais dados sobre a matemditica de Fourier,
veja-se I. Grattan-Guinness (em colaboragio com J. R. Ravetz),
Joseph Fourier, 1768-1830 (M.L'T. Press, 1972).
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de tal modo que o “senso comum” sé podia ficar cho-
cado. ¢ Que espécie de continuidade é essa que implica
que se girarmos o grafico de uma funcio continua um
pouquinho ela se transforma em descontinuidade? 27

Assim, se substituirmos o conceito intuitivo de conti-
nuidade pelo conceito de Cauchy entdo (e apenas entao!)
o axioma da continuidade parece ser contraditado pelos
resultados de Fourier. Esse parece um argumento forte,
talvez decisivo contra as novas defini¢des de Cauchy (nhéo
apenas de continuidade, mas também outros conceitos
como o de limite). Nao admira pois que Cauchy quisesse
mostrar que podia de fato provar o axioma da continui-
dade em sua nova interpretacao dele, com isso dando
a prova de que sua definicAo satisfaz essa exigéneia
mais severa de rigor. Ele teve éxito em dar a prova
— e pensava ter dado golpe mortal em Fourier, aquele
diletante talentoso, mas vago e pouco rigoroso, que sem
querer desafiou sua definicfo.

E claro que se a prova de Cauchy fosse correta, entéo
os exemplos de Fourier, a despeito das aparéncias, n&o
podiam ser verdadeiros confra-exemplos. Um modo de
mostrar que eles ndo eram verdadeiros contra-exemplos
seria mostrar que as séries aparentemente convergindo
a funcgdes que eram descontinuas no sentido cauchyano
nao eram absolutamente convergentes!

E isso era uma suposi¢do plausivel. O préprio Fourier
tinha ddvidas quanto & convergéncia de suas séries nesses
casos criticos. Ele observou que a convergéncia era lenta:
“A convergéncia n2o é suficientemente rapida para pro-
duzir uma facil aproximagao, mas é suficiente para a ver-
dade da equacfo.” 218

216 Jsto é, senso comum de série ou senso comum de grafico.

217 Nota do Organizador. O que é violado no caso talvez nfo seja nossa
noc¢io intuitiva de continuidade, mas antes nossa cren¢a de que qual-
quer grafico representando uma funcio representaria ainda alguma
funcio quando ligeiramente girado. A curva de Fourier é continua
de um ponto de vista intuitivo, e essa intui¢io pode ainda ser explica-
da pelo =, & definigio de continuidade (que em geral se atribui a
Cauchy) ; porque a curva de Fourier, completa com perpendiculares,
é parametricamente representivel por duas fungdes continuas.

218 QOp. cit., se¢io 177. Essa observagio, evidentemente, difere
muito da descoberta de que a convergéncia é nesses lugares infinita-
mente lenta, o que foi feito apenas apés 40 anos de experiéncia no
calculo das séries fourierianas. E essa descoberta talvez nio pudesse
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Gracas a observacdo de fatos posteriores, podemos
ver que a esperanca de Cauchy de que nesses casos criti-
cos as séries de Fourier ndo convergem (e assim ndo
representam a funcio) era também justificada de certo
modo pelo fato seguinte. Onde a funcao limite é descon-
tinua, a série tende a [/ f ( + 0) + f (x — 0) ], e néo
simplesmente a f (zr). Ela tende a f (r) apenas se
f@ =vY[f @+ 0) + f (x — 0)]. Mas isso néo era
sabido antes de 1829, e de fato a opinido geral estava
mais com Fourier do que com Cauchy. As séries de Fourier
pareciam funcionar e quando Abel, em 1826, cinco anos
depois da publicacdo da prova de Cauchy, mencionou
numa nota de pé de pagina em seu [1826 b],3!® que ha
“excecoes” ao teorema de Cauchy, isso constitui uma
dupla vitéria um tanto icOmoda: as séries fourierianas
foram aceitas, mas também a notavel definicdo de conti-
nuidade de Cauchy e o teorema que ele havia provado
utilizando-as.

Foi precisamente em vista dessa dupla vitéria que
agora parecia que deve haver excecdes & versdo especifica
do principio de continuidade que estamos considerando,
muito embora Cauchy o tivesse provado de modo impe-
cavel.

Cauchy deve ter chegado & mesma conclusdo que
Abel, pois no mesmo ano deu, sem desistir, evidentemente,
de sua caracterizacio de continuidade, uma prova da con-
vergéncia das séries de Fourier.2?® A situacdo, porém,
deve lhe ter sido muito incémoda. O segundo volume do
Cours d’Analyse jamais foi publicado. E, o que € ainda
mais suspeito, ele ndo fez mais edi¢bes do primeiro volu-
me, permitindo que seu discipulo Moigno publicasse notas
de suas conferéncias?*' quando se tornou extremamente
necessirio um livro texto.

ser feita antes do aperfeicoamento decisivo de Dirichlet da conjectura
de Fourier, mostrando que apenas aquelas fungdes podem ser re-
presentadas pelas séries fourierianas cujo valor nas descontinuidades

é — [f(x + o) + f(x — 0)].

2
219  Abel [1826b], p. 316.
220 Cauchy [1826]. A prova baseia-se numa suposi¢io incorrigivel-
mente falsa (veja-se, p. e., Rieman, [1868]).
221 Moigno [1840-1].
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Dado que os exemplos de Fourier eram agora inter-
pretados como contra-exemplos, 0 embaraco era evidente:
como podia um teorema provado ser falso, ou “sofrer
excegOes”? Ja discutimos como se estava embaracado na
época com as “excecbes” ao teorema de Euler, ndo obstan-
te o fato de que fora provado.

2. Prova de Seidel e Conceito de Convergéncia Uniforme
Gerado pela Prova

Todos sentiam que o caso Cauchy-Fourier nio era
apenas um enigma inofensivo, mas nédoa fatal no todo
da nova matematica ‘“rigorosa”. Dirichlet em seus céle-
bres escritos sobre a série fourieriana, **? embora preocupa-
do em mostrar exatamente como séries convergentes de
funcbes continuas representam funcdes descontinuas, e
embora muito bem a par da versdo de Cauchy do prin-
cipio de continuidade, nao mencionou absolutamente
a Obvia contradigao.

Coube finalmente a Seidel solucionar o enigma ao
apontar o lema condenado oculto na prova de Cauchy.#*
Mas isso s6 aconteceu em 1847. Por que levou tanto tempo?
Para responder a essa questdo teremos que considerar o fa-
moso descobrimento de Seidel um pouco mais de perto.

Seja 3 f.(z) uma série convergente de fungoes conti-

n
nuas e, para cada n definamos S, (T) = 3 fn () €1, (T) =

= %O f. (x). Entdo, o cerne da prova de Cauchy é a in-
m=n+1'

feréncia da premissa:

Dado qualquer ¢ > 0:

(1) HA & tal que para qualquer b, se |b| <3, entég
[S, (x + b) — S, ()] < ¢ (existe tal 3 devido a
continuidade de S, (x));

(2) Existeum N, tal que | 7, (z) | < e paratodon = N
(existe tal N devido & convergéncia de S fu(T) );

(3) Existe um N’ tal que | r, (x +b) | < ¢ para todo

222 Dirichlet [1829].
223 Seidel [1847].
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n > N’ (existe tal N’ devido & convergéncia de 3 f, (x+b) );
a conclusio de que
| f(z4+b) — [(@) | = | Sa(@+D) +74(z4Db) — Sa(Z) —7u(T) |
<] 8,(@+b) — Sa@) | + | (@) | + |ralz+D) |
< 3¢, para todo b < d

Ora, os contra-exemplos globais dados pelas séries
de funcdes continuas que convergem para as funcoes des-
continuas cauchyanas mostram que alguma coisa esta
errada nesse argumento (toscamente enunciado). Mas
onde esta o lema condenado?

Uma analise de prova um pouco mais cuidadosa (uti-
lizando os mesmos simbolos que antes, mas tornando ex-
plicitas as dependéncias funcionais de algumas das quan-
tidades) produz a seguinte inferéncia:

1) | 8. (x+b) — S, (@) | < esed <d (52,n)
2) | rm (@ | <esen >N (52)
(3) |7 (z4+b) | < esen > N (s,5ex+D)

Portanto,
| 8y (x+D) +7% (T+D) — Sy () —Tu(2) | = | f (T+D) —
—f(x) | <3¢

sen >max, N (2) e b < 8 (g,x,n).

O lema oculto é que esse maximo, max,N (), deve
existir para qualquer ¢ determinado. Isso é o que veio
a ser chamado de exigéncia da convergéncia uniforme.

Houve talvez trés obstaculos principais para esse des-
cobrimento.

O primeiro foi o emprego indiscriminado por Cauchy
de quantidades??* “infinitamente pequenas”. O segundo
foi que mesmo que alguns matematicos tivessem notado
que a suposicio da existéncia de um maximo de uma
seqiiéneia infinita de Ns esteja implicada nessa prova,
podiam muito bem télo feito sem segundas intencoes.
Esse problema s6 veio a ser tratado pela escola de
Weierstrass. Mas o terceiro e principal obstaculo era a
vigéncia da metodologia euclideana — esse espirito bore
e mau da matematica de inicios do século XIX.

22¢ Jsso impediu Cauchy de dar uma apreciagio clara de sua antiga
prova e mesmo de formular seu teorema de modo claro em seu [1853]
(pp. 454-9).
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Mas antes de discutir essa metodologia em geral, ve-
jamos como Abel soluciona o problema levantado pelo
teorema de Cauchy mediante contra-exemplos de Fourier.
Mostrarei que ele o soluciona (ou o soluciona melhor)
pelo primitivo método da “antiexcecdo”.?®

3. Método Antiexcecdo de Abel

Abel enuncia o problema, que entendo ser o problema
basico de seu célebre trabalho sobre as séries binomi-
nais, 226 somente numa nota de pé de pagina. Escreve ele:
“Parece-me que ha algumas excecOes ao teorema de
Cauchy”, e imediatamente d4 o exemplo da série

Sen ¥ — 1/, sen 2 @ 4+ 1/3sen 3 9 — ...0*

Abel acrescenta que, “como é sabido, hd muitos mais
exemplos como esse”. Sua resposta a esses contra-exem-
plos é comecgar supondo: “Qual é o dominioc seguro do
teorema de Cauchy?”

Sua resposta a essa questdo € esta: o dominio de
validade dos teoremas de analise em geral, e o de teore-
mas sobre a continuidade da funcéo limite em particular,
restringe-se as progressdes geomeétricas. Todas as exce-
cOes conhecidas a esse principio basico de continuidade
eram progressdes trigonométricas, e assim ele propds
recuar a andlise para dentro de limites seguros das pro-
gressbes geométricas, deixando assim para as caras séries
trigonométricas de Fourier uma selva inextricavel em
que as excecGes sdo a norma e os €xitos sdo milagres.

Em carta a Hansteen, de 26 de marco de 1826, Abel
caracterizava a “miseravel inducfo euleriana” como mé-
todo que leva a generalizacdes falsas e infundadas, e in-
daga qual a razio para tais processos que levaram de fato
a tdo poucas calamidades. Sua resposta é:

A meu ver, a razdo & que em analise esti-se, em
geral, interessado em fungdes que podem ser representadas
por progressdes. THo logo entram outras fungbes — e
jsso é raro — entdo [a indugio] ndo mais atua, e um

225  Veja-se antes, pp. 42-7.

228 Abel [18265], p. 316.

221 Abel deixa de mencionar que precisamente esse exemplo tinha
ja sido mencionado nesse contexto por Fourier.
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nimero infinito de teoremas incorretos surge dessas con-
clusdes falsas, uma levando as outras, Examinei varias
dessas e tive bastante sorte em resolver o problema. .. 23S

No trabalho de Abel, achamos o seu famoso teorema
— que, acho eu, decorreu do seu apego ao classico prin-
cipio metafisico de Leibniz — na seguinte forma restrita:

Se a progressio fa: Vo + & +vzoc2+ R L e A N
for convergente para dado valor § de ¢ , ela também
convergird para qualquer valor menor que § , e para va-
lores constantemente decrescentes de £, a tuncio f(a—f)
se aproximara do limite fa indefinidamente, desde que &
seja menor que ou igual a § . 229

Historiadores racionalistas moderncs da matematica
que consideram a histéria da matematica como a histéria
do progresso homogéneo do conhecimento com base em
metodologia imutavel, presumem que alguém que descubra
um contra-exemplo global e proponha uma nova conjec-
tura que nfo seja sujeita a refutacéo pelo contra-exemplo
em questdo automaticamente descobriu o correspondente
lema oculto e o conceito gerado pela prova. Assim é que
tais estudantes de histéria atribuem o descobrimento da
convergéncia uniforme a Abel. Assim, na autorizada En-
cyclopddie der Mathematischer Wissenschaften, Pring-

228 Carta a Hansteen ([1826a]). O restante da carta é também
interessante e reflete o método antiexcegio de Abel: “Quando se pro-
cede por um método geral, nfo é muito dificil; mas tive que ser muito
circunspecto, porque proposi¢bes uma vez aceitas sem provas rigorosas
(isto é, sem qualquer prova) estio de tal modo enraizadas em mim
que a cada momento corro o risco de empregi-las sem maior exame.”
Assim, Abel conferia essas conjecturas gerais uma apés outra e
tentava supor o dominio de sua validade.

Essa restricio autoimposta de tipo cartesiano as progressdes
absolutamente claras explica o interesse especial de Abel quanto as
tratamento rigoroso do desenvolvimento tayloriano: “0O teorema de
Taylor, base de todo o calculo infinitesimal, nio estd mais bem
fundamentado. Achei apenas uma demonstracgio rigorosa e que é de
Cauchy em seu Résumé des legons sur le calcul infinitesimal, onde
| ele demonstrava que teremos

Pleta) = P(x) +ag’(x) +a?@”(x) + ...
| desde que a série seja convergente; mas empregamo-la sem atengio
em todos os casos” (Carta a Holmbog [1825]).
229 Abel [1826a], I. p. 314. O texto é uma retraducido do alemio
(Crelle traduziu o original francés em alemio). * Nota do Editor:
Parece que Abel esqueceu o signo modular em torno de a.




r!’

176 A LOGICA DO DESCOBRIMENTO MATEMATICO

sheim declara que Abel “demonstrou a existéncia da pro-
priedade hoje chamada convergéncia uniforme”,*° Hardy
participa da opiniio de Pringsheim. Em seu ensaio de
1918, diz ele que “a idéia de convergéncia uniforme esta
presente implicitamente na prova de Abel do seu famoso
teorema”. 1 Bourbaki é ainda mais explicitamente falso:
de acordo com ele, Cauchy

nio percebeu a principio a distingio entre convergéncia
simples e convergéncia uniforme, e se considerava apto
a demonstrar que toda série convergente de fungdes con-
tinuas tem em sua soma uma funcdo continua. O erro
foi quase logo a seguir revelado por Abel, que provou
ao mesmo tempo que toda série completa [?] é continua
no interior de seu intervalo de convergéncia pelo racio-
cinio que se tornou classico e que emprega, essencialmente,
nesse particular, a no¢io de convergéncia uniforme. Res-
tava apenas desembaracar-se da tlitma de maneira geral,
o que foi feito independentemente por Stokes e Seidel em
1847-8 e pelo préoprio Cauchy em 1853, 232

Tantas frases, tantos enganos. Abel nido revelou o en-
gano de Cauchy ao identificar as duas espécies de conver-
géncias. Sua prova ndo explora o conceito de convergéncia
uniforme tanto quanto Cauchy. Os resultados de Abel e de
Seidel ndo estdo em relacdo de “especial” e “geral” — mas
estdo em niveis muito diferentes. Abel nem sequer notou
que néo é o dominio de funcdes preferiveis que tinha de
ser restrito, mas, isso sim, o modo como convergem! De
fato, para Abel existe apenas uma espécie de convergéncia,
a simples; e o segredo da certeza frustrada de sua prova
reside em suas prudentes (e felizes) definicbes-zero: 283
como sabemos agora, no caso de progressdes, a convergen-
cia simples coincide com a convergéncia uniforme! ¢

230  Pringsheim [1916], p. 34.

231 Hardy [1918], p. 148.

232 Bourbaki [1949], p. 65 e [1960], p. 228.

233 Cf. antes, pp. 42-7.

234 Dois mateméiticos observaram que a prova de Abel n@s
era inteiramente isenta de falha. Um foi o préprio Abel, que tornou
a deparar-se com o problema — sem é&xito — em seu trabalho
postumamente publicado Sur les Séries ([1881], p. 202). O outro foi
Sylow, coeditor da segunda edicdo das Obras Reunidas de Abel. Ele
acrescentou uma nota critica ao teorema, na qual observa que temos
de exigir convergéncia uniforme na prova e nio convergéncia simples,
como o faz Abel. Mas ele nio utilizou o termo “convergéncia uni-
forme” que aparentemente ele ndo conhecia (a segunda edi¢io do
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Enquanto critico os historiadores, devo também men-
cionar que o primeiro contra-exemplo ao teorema de
Cauchy tem em geral sido atribuido a Abel. Foi notado
apenas por Jourdain que ele ocorre em Fourier. Mas ele,
no espirito a-histérico ja assinalado, tira desse fato a con-
seqiiéncia que Fourier, por quem Jourdain nutria grande
admiracdo, chegou perto de descobrir o conceito de con-
vergéncia uniforme. Tem sido omitida por todos os histo-
riadores, até agora, a questdo de que um contra-exemplo
pode ter que pugnar por reconhecimento, e, quando
reconhecido, pode ainda nfo levar automaticamente 80
lema oculto e, por conseguinte, ao conceito gerado pela
prova.

4. Obstdculos no Caminho do Descobrimento do Método
de Andlise da Prova

Mas voltemos agora ao problema principal. Que teria
levado notaveis mateméaticos, de 1821 a 1847, a néo encon-
trarem a minima falha na prova de Cauchy e néo terem
aperfeicoado tanto a analise da prova como o teorema?

A primeira resposta € que eles ndo conheciam o mé-
todo de provas e refutagdes. Eles ndo sabiam que apés
o descobrimento de um contra-exemplo eles tinham que
analisar sua prova cuidadosamente e tentar encontrar
o lema oculto. Eles tratavam de contra-exemplos globais
mediante o método heuristicamente estéril de antiexcecgdo.

Cours d’Analyse de Jordan nfo havia aparecido ainda) e ele men-
cionava, ao invés, uma generalizagio posterior de du Bois-Reymond,
que apenas mostra que inclusive ele ndo via claramente a natureza
da falha. Reiff, em seu [1889], rejeitou a eritica de Sylow com o in-
génuo argumento de que o feorema de Abel & valido. Reiff diz que,
embora Cauchy fosse o fundador da teoria da convergéncia, Abel era
o fundador da teoria das séries continuas:

Resumindo brevemente as realizagbes de Cauchy e de Abel, po-
demos dizer: Cauchy descobriu a teoria da convergéncia e divergéncia
de séries infinitas em sua Analyse Algébrique, e Abel descobriu a
teoria da continuidade de séries em sen Treatise on the Binomial
Series ([18891, pp. 178-9).

Afirmar isso em 1889 era coisa de pomposa ignorancia.

Mas é claro que a validade do teorema de Abel é devida &
prépria defini¢io zero estreita, e nio & prova. O trabalho de Abel
foi depois publicado em Ostwald’s Klassiker (N.© 71), Leipzig, 1895.
Nas notas as observagbes de Sylow sfo reproduzidas sem gqualquer
comentirio.

235 Jourdain [1912], pp. 527.
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De fato, Seidel descobriu de uma s6 vez o conceito
de convergéncia uniforme gerado pela prova € o mé-
todo de provas e refutacdes. Ele estava plenamente cdnscio
de sua descoberta metodoldgica, 2% o que declarou em seu
trabalho com grande clareza:

Partindo da certeza agora adquirida de que o teorema
nio é valido universalmente, e dai que sua prova deve
repousar em alguma suposi¢io oculta extra, submete-se
entdo a prova a uma analise mais pormenorizada. Né&o &
muito dificil descobrir a hipdétese oculta. Pode-se entdo in-
ferir, em retrocesso, que essa condigio expressa pela hi-
pétese ndo é satisfeita pelas séries que representam funcses
descontinuas, visto que s6 assim pode ser restaurado o
acordo entre a prova correta e o que foi estabelecido. 237

Que teria impedido a geracdo anterior a Seidel de
descobrir isso? A principal razio (que j4 mencionamos)
era a vigéncia da metodologia euclideana.

A revolucio cauchyana de rigor foi motivada por uma
tentativa consciente de aplicar a metodologia euclideana
aos Calculus. 2% Ele e seus discipulos pensavam que, desse
modo, langariam luz para dissipar a “tremenda obscuri-
dade da andlise”. 2? Cauchy agiu no espirito das regras
de Pascal: primeiro, dispds-se a definir os termos obscuros
da anédlise — como limite, convergéncia, continuidade,
etc. — nos termos perfeitamente familiares da aritmética,
e depois continuou provando tudo o que nio fora ante-
riormente provado, ou o que ndo era perfeitamente Gbvio.
Ora, na estrutura euclideana nfo ha questdo alguma
quanto a tfer-se que provar o que é falso, de modo que
Cauchy teve primeiro que melhorar o existente corpo vivo
de conjecturas matematicas, aliviando-o de inutilidades.
A fim de aperfeicoar a conjectura, ele aplicou o método
de procura das excecGes e restringindo o dominio de vali-

238  Os racionalistas duvidam de que haja absolutamente descobertas
metodolégicas. Pensam que o método é imutdvel, eterno. De fato,
os descobridores metodolégicos sdo muito mal tratados. Antes que
seu método seja aceito ele é tratado como teoria excéntrica; depois,
é tratado como lugar-comum trivial.

237 Seidel [1847], p. 383.

238 “Quanto aos métodos, tive que dar-lhes todo o rigor que se exige
em geometria, de modo a jamais recorrer a razdes tiradas da genera-
lidade da 4lgebra” (Cauchy [1821], Introducio).

23%  Abel [1826a], p. 263.
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dade das conjecturas originais apressadas para um campo
seguro, isto é, aplicou o método de antiexcego. 24

Em 1865, um escritor na edicdo do Larousse (talvez
Catalan), um tanto sarcasticamente, caracterizou a pro-
cura de confra-exemplos por Cauchy, desse modo:

Ele introduziu na ciéncia apenas doutrinas nega-
tivas... e de fato quase sempre é o aspecto negativo da
verdade o que ele veio a descobrir, o que ele toma o
cuidado de tornar evidente: se ele tivesse achado algum
ouro na caiagdo, teria anunciado ao mundo gue a cal néo
é constituida ewclusivamente de carbonato de calcio.

Além de uma carta que Abel escreveu a Holmboé ha
mais prova desse novo espirito de pesquisa da escola
cauchyana:

Comecei a examinar as regras mais importantes que
(atualmente) em geral aprovamos nesse sentido, ¢ &
mostrar em que casos elas nio sfo adequadas. A coisa
vai bastante bem e me entusiasma de modo indizivel. 24!

O que era considerado pelos rigoristas serem futilida-
des, tais como conjecturas sobre somas de séries diver-
gentes, era devidamente jogado ao fogo.? “Séries diver-
gentes sdo”, escreveu Abel, “obra do diabo”. SO causam
“calamidades e paradoxos”. 24

Mas, enquanto constantemente se esforcando por me-
lhorar suas conjecturas mediante antiexcegOes, a nogao
de melhorar provando nunca lhes ocorreu. As duas ativi-
dades de supor e provar sdo rigidamente distintas na tra-
dicdo euclideana. A idéia de uma prova que mereca €sse
nome e ainda nio seja conclusiva era estranha aos rigo-
ristas. Contra-exemplos eram considerados como sérias
e funestas desonras: eles mostravam que uma conjectura
estava errada e que se tinha de comegar a provar de
novo, desde o principio.

Isso era compreensivel em vista do fato de que, no
século XVIII, partes do obsoleto raciocinio indutivo eram

240 “Tragzer valiosas restrices a asser¢bes demasiado extensas”
(Cauchy [1821]).

241 Abel [1825], p. 258.

242 (s contemporineos certamente consideram esse expurgo como
“ym tanto precipitade” (Cauchy, [1821], Introducéo).

243 Abel [1825], p. 257.

_4
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chamadas de provas. 2#* Mas ndo havia modo de melhorar
essas “provas” Elas eram imediatamente banidas como
“provas nio rigorosas — o0 que significa, absolutamente
nio eram provas”.2¥ O argumento indutivo era falivel
— portanto, era destinado ao fogo. O argumento dedutivo
assumiu o seu lugar — porque era tido como infalivel. “Fiz
com que toda a incerteza desaparecesse”, proclamou
Cauchy. 2® £ contra esse pano de fundo que a refutacdo
do teorema “rigorosamente” provado de Cauchy tem de
ser apreciada. E essa refutagdo ndo era um caso isolado.
A prova rigorosa de Cauchy da férmula de Euler era,
como vimos, acompanhada de escritos enunciando as bem
conhecidas “excecGes”.

Havia apenas duas saidas: ou revisar toda a filosofia
infalibilista da matemadtica subjacente ao método eucli-
deano, ou de algum modo silenciar o problema. Vejamos,
primeiramente, o que estaria implicado na revisdo do
enfoque infalibilista. Ter-se-ia certamente que abandonar
a idéia de que toda a matematica pode ser reduzida a tri-
vialidades indubitavelmente verdadeiras, que ha enuncia-
dos sobre os quais nossa intuicdo infalivel talvez ndo possa
ser enganada. Tinha-se que abandonar a nocdo de que
nossa intuicdo inferencial dedutiva é infalivel. S6 admi-
tindo essas duas coisas estaria aberto o caminho para
o livre desenvolvimento do método de provas e refutacdes e
sua aplicacio & apreciacdo critica de argumento dedutivo
e ao problema de lidar com contra-exemplos, 247

244 (O “formalismo” do século XVIII era indutivismo puro. Cf. &
p. 174 a rejeicio de Cauchy mno preficio de seu [1821] de indugdes
que sio apenas “apropriadas para Aas vezes apresentar a verdade’.
245 Abel [1826a], p. 263. Para Cauchy e Abel, “rigoroso” significa
dedutivo, contrastando com indutivo.

246 Cauchy [1821], Introducio.

247 Nota do FEditor: Essa passagem parece-nos equivocada, e nio
temos duvida alguma de que Lakatos, que tinha na mais alta conta
a légica formal dedutiva, a teria modificado. A légica chegou a
uma caracterizacdo da validade de uma inferéncia que (relativo &
caracterizagdo dos termos “légicos” de uma lingua) torna vilida in-
feréncia essencialmente infalivel. Assim, tem-se que apenas admitir a
Primeira das duas premissas mencionadas por Lakatos. Mediante uma
anilise de prova suficientemente boa, todas as dividas podem ser
para os axiomas (ou antecedentes do teorema) deixando nenhuma
na prépria prova. O método de provas e refutagbes nio é de modo
algum invalidado (como sugerido no texto) pela recusa de admitir
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Na medida em que um contra-exemplo era uma deson-
ra pdo s6 para o teorema, mas também para o mate-
matico que o defendesse, na medida em que havia apenas
provas ou nédo-provas, mas nenhuma prova sadia com
pontos fracos, a critica matematica estava obstaculada.
Foi o estofo filoséfico infalibilista do método enclideano
que nutriu os padrdes autoritarios tradicionais em mate-
maética, que impediu a publicacdo e discussio de conjectu-
ras, e impossibilitou o surgimento da critica matematica.
A critica literaria existe porque podemos apreciar um poe-
ma sem considera-lo como perfeito; a critica matematica
ou cientifica nio pode existir enquanto s6 apreciarmos
o resultado matematico ou cientifico se produzir verdade
perfeita. Prova s6 é prova se provar; e ela ou prova ou nao.
A idéia — expressa tdo nitidamente por Seidel — de que
uma prova pode ser respeitivel sem ser imaculada fol
revoluciondria em 1847 e, infelizmente, ainda hoje é tida
como revolucionéria.

Nio é coincidéncia que a descoberta do método de
provas e refutagdes tenha ocorrido por volta de 1840,
quando o fracasso da oOtica newtoniana (devido a4 obra
de Fresnel na década de 1810 a 1820), e o descobrimento
das geometrias nfo-euclideanas (por Lobatchewisky em
1829 e Bolyai em 1832) abalaram o preconceito infalibi-
lista. 248

a segunda das premissas: de fato, pode ser por esse método que as
provas sejam aperfeicoadas de modo que todas as suposi¢bes se tornem
explicitas para que a prova seja valida.
248 Na mesma década, a filosofia de Hegel oferece ao mesmo tempo
uma ruptura radical com seus predecessores infalibilistas e um fecundo
ponto de partida para um enfoque totalmente novo do conhecimento
(Hegel e Popper representam as tinicas tradigbes falibilistas na filo-
sofia moderna, mas mesmo eles cometem o engano de reservar um
status privilegiado de infalibilidade para a matemética). Um trecho
de Morgan mostra o mnovo espirito falibilista da década de 40:
“Por vezes, aparece uma tendéncia a rejeitar tudo o que oferece
alguma dificuldade ou nio proporciona todas as suas conclusGes sem
problema no exame de contradigbes aparentes. Se com isso se deve
entender que nada deva ser permanentemente utilizado, e, implicita-
mente, indigno de confianga, o que ndo é verdade para a plena ex-
te_a_nsﬁo da assercio feita, por mim ndo ofereceria oposi¢do a tendéncia
tio racional. Mas se implica que nada ‘deva ser dado ao estudante,
com ou sem adverténcia, que nd@o possa ser compreendido em toda
a sua generalidade, eu protestaria, com deferéncia, contra a restrigcio
que tendesse, a meu ver, ndo apenas a dar falsas impressoes do que
realmente é conhecido como também estancar o progresso da descoberta.

—
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Antes do descobrimento do método de provas e refu-
tacoes, o problema suscitado pela sucessao de contra-
-exemplos a um teorema “rigorosamente provado” so podia
ser ‘solucionado’ pelo método de antiexcecdo. A prova
prova o teorema, mas deixa em aberto a questdo quanto
a qual é o dominio de validade do teorema. Podemos de-
terminar esse dominio enunciando e cuidadosamente ex-
cluindo as “excecdes” (esse eufemismo é caracteristico da
época). Essas exrcegbes sdo entdo incluidas na formulagdo
do teorema.

A dominancia do método antiexcecio mostra como
o método euclideano pode, em certas situacSes problema-
ticas cruciais, ter efeitos deletérios sobre o desenvolvimen-
to da matematica. A maioria dessas situacSes problema-
ticas ocorre nas teorias matematicas em evolugio, em que

Nio é verdade, fora da geometria, que as ciéncias matemdaticas sejam,
em todas as suas partes, aqueles modelos de acabada perfeigdo que
muitos supdem. Os limites extremos da andlise tém sido sempre tao
imperfeitamente compreendidos quanto a regifo além dos limites era
absolutamente desconhecida. Mas o modo de ampliar o pais descoberto
ndo tem sido o de se manter dentro dele [esta observagio é contra o
método de antiexcecfio], mas fazendo-se viagens de descobrimento, e
estou inteiramente persuadido de que o estudante deve ser exercitado
desse modo; isto &, deve-se-lhe ensinar a examinar o limite assim como
cultivar o interior. Nio tive hesitagdo, portanto, na tltima parte da
obra, de empregar métodos que ndo chamarei de duvidosos, porque
sdo apresentados como inacabados, e porque a ddvida é a do aprendiz
que espera, e nio de um critico insatisfeito. A experiéncia tem mos-
trado fregiientemente que a concluséo defeituosa torna-se inteligivel
e rigorosa preservando-se o pensamento, mas quem pode pensar em
conclusbes que jamais lhes foram apresentadas? O efeito da atencfo
exelusiva aquelas partes da matemética que nio deixam margem a
discussdo e que nio tém pontos duvidosos é uma aversio por modos
de proceder que séo absolutamente necessarios para o desenvolvimento
da analise. Se o cultivo das partes superiores da matemdtica fosse
deixado a pessoas preparadas para esse fim, poderia haver alguma
razfio para manter fora do alcance do estudante comum, nio apenas
as partes nio fundadas mas inclusive as partes puramente especula-
tivas das ciéncias abstratas; reservando-as para aquelas pessoas cuja
funcio fosse tornar as primeiras claras e as Gltimas apliciveis. Tal
como &, porém, os poucos que neste pais prestam atencio a qualquer
dificuldade da matemAtica por sua conta, chegam a suas realizagoes
por acasos de gosto ou circunstincias; e o niimero de tais casos seria
aumentado permitindo-se aos estudantes cuja capacidade lhes permi-
tisse enveredar pelos ramos superiores da matemética, terem sua opor-
tunidade de cultivar aquelas partes da anilise de que tanto depende
geu progresso futuro quanto o seu emprego atual nas ciéncias da
matéria” (de Morgan [1842], p. vii).
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os conceitos em evolucio sdo os veiculos do progresso,
onde os fatos mais impressionantes advém da exploragéo
das regides limitrofes dos conceitos, da extensdo deles,
e da diferenciacio de conceitos antigamente indiferen-
ciados. Nessas teorias em progresso, a intuicdo néo é sen-
tida, ela confunde e erra. Nao hé teoria que nao tenha
passado por um periodo de progresso; além do mais, esse
periodo é o mais interessante do ponto de vista historico,
e deve ser o mais importante do ponto de vista didatico.
Esses periodos ndo podem ser adequadamente compreen-
didos sem compreensdo do método de provas € refutacoes,
sem adogdo de um enfoque falibilista.

Essa a razdo pela qual Euclides tem sido o génio mau
sobretudo para a histéria da matematica e para o ensino
da matematica, tanto no nivel introdutério como no nivel
criativo. 24

250 Nota: Neste apéndice, as fases suplementares b, 6 e 7 (cf. p. 167)
do método de provas e refutagbes nio foram discutidas. Mencionaria
aqui que a busca metddica de convergéncia uniforme em outras provas
(fase 5) teria muito rapidamente produzido a refuta¢io e aperfeigoa-
mento de outro teorema provado por Cauchy: o teorema de que a
integral do limite de qualquer série convergente de fungbes continuas
é o limite da segiiéncia das integrais dos termos, ou, em resumn,
que no caso de séries de fungdes continuas o limite e as operacgdes
integrais podem ser intercambiados. Isso passou sem contestacdo por
todo o século XVIII, e inclusive Gauss aplicou-o sem mais reflexdo
(Veja-se Gauss [1813], Knopp [1928] e Bell [1945].

Ora, ndo ocorreu a Seidel, que descobriu a convergéncia uniforme
em 1847, examinar outras provas para verificar se haviam sido im-
plicitamente assumidas no caso. Stokes, que descobriu a convergéncia
uniforme no mesmo ano — embora sem auxilio do método de provas
e refutacbes — emprega nesse mesmo trabalho o falso teorema sobre
integragio de séries, referindo-se a Moigno (Stokes [1848]. (Stokes
cometeu outro engano: pensava ter provado que a convergéncia uni-
forme ndo apenas era suficiente, mas necessaria para a continuidade
da funcio limite.)

Essa demora na descoberta de que a prova de que a integracao
de séries também depende da presuncdo de convergéncia uniforme pode
ter sido devida ao fato de que essa conjectura primitiva foi refutada
por um contra-exemplo concreto apenas em 1875 (Darboux [1875]),
data em que a anilise de prova tinha ja refeito a convergéncia uni-
forme na prova sem que a andlise fosse catalizada por um contra-

249 De acordo com R. B. Braithwaite, “o génio bom da matematica
e da ciéneia inconsciente de si, Euclides foi o génio mau da filosofia
da ciéncia — e realmente da metafisica” (Braithwaite [1953], p. 353).
Essa declaragio, contudo, origina-se de uma concepcio logicista es-
tatica de matemitica.

| -
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exemplo. A busca de convergéncia uniforme, uma vez plenamente a
caminho com Weierstrass & frente, logo descobria o conceito em provas
referentes a diferenciagdo termo por termo, limites duplos, ete.

A sexta fase é para conferir as conseqiiéncias até agora aceitas
da conjectura primitiva refutada. Podemos salvar essas conseqiiéncias
ou a refutagio do lema leva a sacrificio funesto? Integragio termo
a termo, por exemplo, era uma pedra angular da prova de Dirichlet
da conjectura de Fourier. Du Bois-Reymond descreve a situagdo em
termos draméticos: a teoria das séries trigonométricas caia por terra;
seus dois teoremas-chaves ficaram sem o solo em que tinham base e

“de um 86 golpe, a teoria recuava ao estado em que es-
tivera antes de Dirichlet, antes mesmo de Fourier”.

(du Bois Reymond [1875], p. 120). Ele faz um curioso estudo para
verificar como o “terreno perdide” foi reconquistado.

Nesse processo, um feixe de contra-exemplos foi desenterrado.
Mas seu estudo — & sétima fase do método — comegou apenas nos
viltimos anos do século (p.e., a obra de Young sobre a classificagio
e distribuicio de pontos de convergéncia nio-uniforme; Young
[1903-4].




APENDICE 2

ENFOQUE DEDUTIVISTA “VERSUS”
ENFOQUE HEURISTICO

1. O Enfoque Dedutivista

A metodologia euclideana desenvolveu certo estilo
obrigatério de apresentagfo. Vou designé-lo “estilo dedu-
tivista”. Esse estilo comeca com uma lista laboriosamente
feita de axiomas, lemas e/ou definigbes. Os axiomas e de-
finicdes freqiientemente parecem artificiais e mistifica-
doramente complicados. Nunca se fica sabendo como essas
complicagdes surgiram. A lista de axiomas e definicGes
é seguida de teoremas cuidadosamente redigidos. Estes,
por sua vez, estdo carregados de pesadas condicOes; parece
impossivel que alguém jamais os tivesse suposto. O teore-
ma ¢é seguido da prova.

O estudante de matematica é obrigado, de acordo
com o ritual euclideano, a assistir a esse ato conjuratério
sem fazer perguntas sobre o assunto ou sobre como ortato
mégico é praticado. Se o estudante por acaso descobre
que algumas das indecorosas definicoes sdo geradas pela
prova, se ele simplesmente imagina como essas definicdoes,
lemas e o teorema possam talvez surgir da prova, O feiti-
ceiro o banird por sua demonstragio de imaturidade ma-
tematica. 2!

261  Alguns manuais declaram nfo esperar que o leitor tenha qual-
quer conhecimento anterior, apenas certa maturidade matematica.
Isso ndo raro quer dizer que esperam seja o leitor dotado pela na-
tureza com a ‘‘capacidade” de tomar um argumento euclidiano sem
qualquer interesse fora do comum no estofo problematico, na heuristica
por tras do argumento.

4
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No estilo dedutivista, todas as proposicbes séo verda-
deiras e validas todas as inferéncias. A matemética é apre-
sentada como uma série sempre crescente de verdades
imutaveis e eternas. Possivelmente, ndo tém lugar contra-
-exemplos, refutacdes e critica. Um aspecto autoritario
¢ garantido para o assunto, comecando com definicGes
antimonstro disfarcadas e geradas pela prova e com o teo-
rema todo emplumado, suprimindo-se a conjectura primi-
tiva, as refutacdes e a critica da prova. O estilo deduti-
vista cculta a luta, esconde a aventura. Toda a histéria
evapora, as sucessivas formulacdes provisorias do teorema
durante a prova sdo relegadas ao esquecimento enquanto
o resultado final é exaltado como infalibilidade sagrada. 22

Alguns defensores do estilo dedutivista alegam que
a deducdo € o padrdo heuristico em matematica, que a
logica da descoberta é deducdo. 2 Outros compreendem

252 Ainda nio se compreendeu suficientemente que a atual educagio
cientifica e matematica é um foco de autoritarismo e que é a pior
inimiga do pensamento independente e critico. Embora em mateméa-
tica esse autoritarismo siga o padrio dedutivista h4a pouco descrito,
em ciéncia ele age através do padrdo indutivista.

Prevalece ha muito a tradicio do estilo indutivista em ciéncia.
Um escrito ideal nesse estilo comega com a pormenorizada descrigio
do plano da experiéncia, seguido da descrigio da experiéncia e seu
resultado. Uma “generaliza¢so” pode concluir o escrito. A situagho
problematica, a conjectura que o experimento tinha que testar, desa-
parece. O autor gaba-se de uma mente vazia, virgem. O escrito sb
ser4 compreendido por quem realmente conhega a situagfio proble-
matica. O estilo indutivista reflete a pretensdo de que o cientista
comega sua investigagio com a mente vazia ao passo que de fato
ele comega com a mente cheia de idéias. Esse jogo sé pode ser jogado
— mem sempre com éxito -— por uma guilda seleta de especialistas.
O estilo indutivista, assim como seu gémeo dedutivista (nfo contra-
partida!), embora slegando objetividade, de fato favorece a uma
lingua particular da guilda, atomiza a ciéncia, sufoca a critica, torna
a ciéncia autoritaria. Os contra-exemplos jamais podem ocorrer em
tal apresentacfio: comega-se com observagbes (nfo com teoria), e
obviamente a menos que se tenha uma teoria prévia, ndo se podem
observar contra-exemplos.

253 Fssas pessoas alegam que os mateméticos comegam com a mente
vazia, estabelecem seus axiomas e definigbes a seu bel prazer, durante
uma atividade criativa livre e lidica, e apenas em fase posterior eles
deduzem os teoremas desses axiomas e defini¢des. Se em alguma inter-
pretacio os axiomas sfo verdadeiros, os teoremas serdo todos ver-
dadeiros. A esteira rolante matemética da verdade ndo pode falhar.
Depois do nosso estudo de caso no processo da prova isto pode ser
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que isso nfo é verdade, mas tiram dessa compreensao
a conclusio de que o descobrimento matematico é uma
questio completamente ndo-racional. Assim é que dirao
que, embora a descoberta matemaética ndo proceda dedu-
tivamente, se quisermos que nossa apresentagio das des-
cobertas mateméticas proceda racionalmente, deve-se agir
no estilo dedutivista. #*

Temos assim, atualmente, dois argumentos em favor
do estilo dedutivista. Um tem base na idéia de que a
heuristica & racional e dedutivista. O segundo baseia-se
na idéia de que a heuristica nfo é dedutivista, mas tam-
bém nao-racional

Existe ainda um terceiro argumento. Alguns mate-
méticos profissionais que néo gostam dos logicos, filosofos
e outros excéntricos que interferem em seu trabalho, di-
zem, em geral, que a introducdo do estilo heuristico exi-

banido como argumento em defesa do estilo dedutivista em geral -—
se Mao aceitarmos a restricio da matemitica a sistemas formais.
Ora, embora Popper mostrasse estarem errados aqueles que
alegam ser a indugdo a légica do descobrimento cientifico, esses
ensaios pretendem mostrar que estfo errados aqueles que alegam ser
a deducdo a légica da descoberta mateméitica. Enquanto Popper criti-
cava o estilo indutivista, esses ensaios tentam criticar o estilo dedu-
tivista.
254 Egsa doutrina & parte essencial da maioria das varias filosofias
formalistas da matematica. Os formalistas, quando falam da desco-
berta, discriminam o contexto da descoberta e o contexto da justifi-
cagio. “O contexto da descoberta é deixado & analise psicolégica,
a0 passo que a légica se ocupa da justificagdo” (Reichenbach [1947],
p. 2). Opinido semelhante pode ser encontrada em R. B. Braithwaite
[1953], p. 27, e mesmo em K. R. Popper [1959], pp. 31-32, e em
seu [1985]. Popper, quando (de fato, em 1934) dividindo os aspectos
da descoberta entre psicologia e légica de tal mode a néo deixar
lugar para a heuristica como campo independente de investigagéo,
obviamente nio tinha entio compreendido que sua “légica da des-
coberta” era mais que o esquema estritamente ldégico do progresso
da ciéncia. Essa a origem do titulo paradoxal de seu livro, a tese
que parece ter duas faces: (a) nio existe légica do descobrimento
cientifico — tanto Bacon como Descartes estavam errados; (b) a
légica do descobrimento cientifico e a légica de conjecturas e refu-
taches. A solugio desse paradoxo estd & mao: (a) nio existe légica
infalibilista do descobrimento cientifico, que leve infalivelmente a
resultados; (b) existe uma légica falibilista do descobrimento que €
a légica do progresso cientifico. Mas Popper, que langou a base dessa
légica do descobrimento, ndo estava interessado na metaquestdo do
que era a natureza de sua investigacio e nao compreendeu que isso
nem era psicologia nem légica, mas disciplina independente: a légica
do descobrimento, heuristica.

| 4
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giria que se escrevessem de novo os manualis, e os torna-
ria tdo longos que nunca se poderia lé-los até o fim. Os
ensaios ficariam também muito mais extensos.®® A res-

z

posta a esse argumento pedestre e: experimentemos.

2. O Enfoque Heuristico. Conceitos Gerados pela Prova,

Esta seciio encerrard curtas analises heuristicas de
alguns importantes conceitos gerados pela prova. Espera-
mos que essas andlises mostrem a vantagem de introduzir
elementos heuristicos no estilo matematico.

Como j4 mencionamos, o estilo dedutivista rompe as
definicdes geradas pela prova dos antepassados, apresen-
ta-as no vazio, de modo artificial e autoritario. Ele oculta
os contra-exemplos globais que levaram ao seu descobri-
mento. Pelo contrario, o estilo heuristico acentua esses
fatores. D4 énfase & situacdo problematica: acentua a
“légica” que deu nascimento ao novo conceito.

Vejamos, primeiramente, como se pode introduzir no
estilo heuristico o conceito de convergéncia uniforme
gerado pela prova, que analisamos no Apéndice 1. Nesse
e nos demais exemplos, certamente presumimos familia-
ridade com os termos técnicos do método de provas e re-
futacdes. Mas isso ndo é mais imperioso que a exigéncia
normal de familiaridade com os termos técnicos do pro-
grama euclideano, como axiomas, termos primitivos, ete.

(a) Convergéncia uniforme

Tese. Versdo especifica do principio leibniziano de conti-
nuidade; diz ele que a funcdo limite de qualquer
seqiiéncia convergente de funcdes continuas € con-
tinuo. (Conjectura Primitiva).

Antitese. A definicio cauchyana de continuidade eleva
a tese a nivel mais elevado. Sua decisGo definicional
legaliza os contra-exemplos de Fourier. Essa definicéo
a0 mesmo tempo exclui a possivel conciliagdo de que
a continuidade seja restaurada por linhas perpendi-
culares, e assim enseja — junto com algumas séries
trigonométricas — o pélo negativo da antitese. O polo

285 Embora se tenha que admitir que deveriam ser em menor quan-
tidade também, ji que o enunciado da situagio problematica obvia-
mente exibiria a pouca importéncia de alguns deles.
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positivo se robustece pela prova de Cauchy, que sera
o antepassado da convergéncia uniforme. O p6lo ne-
gativo se fortalece a cada conira-exemplo global a
conjectura primitiva.

Sintese. O lema condenado para o qual os contra-exem-
plos globais sdo também locais é circunscrito, a prova
melhorada, a conjectura aperfeigoada. Os constituin-
tes caracteristicos da sintese surgem; o teorema, e
com ele o conceito de convergéncia uniforme gerado
pela prova. 258

A linguagem hegeliana que emprego aqui seria capaz,
segundo penso, de descrever de modo geral os varios de-

266 Por alguma razfo, a convergéncia uniforme &, em alguns ma-
nuais, destacada para tratamento excepcional (semi-heuristico). Por
exemplo, W. Rudin em seu [1958], primeiro apresenta uma se¢do:
“Discussido do Problema Principal” (p. 115), onde ele propde a con-
jectura primitiva e sua refutagio e entdo apresenta a defini¢do de
convergéncia uniforme. Essa apresentacio tem duas falhas: (a) Ru-
din simplesmente nio apresenta a conjectura primitiva e sua refuta-
¢do0, mas indaga se a conjectura primitiva é verdadeira ou falsa, e
mostra a falsidade mediante exemplos bem conhecidos. Mas ao fazer
isso, ndo vai além do estilo infalibilista; em sua “situagido problemi-
tica”, nfio hi conjectura, mas questdo aguda e requintada, seguida
de um exemplo (nfo de contra-exemplo) a que di4 uma resposta re-
soluta. (b) Rudin ndo mostra que o conceito de convergéncia unifor-
me surge da prova, em vez disso, em sua apresentacfo, a definigdo
precede a prova. Isso ndo poderia ser de outro modo no estilo dedu-
tivista, porque se tivesse dado a prova original, e s6 entdo se se-
guissem a refutagio acompanhada da prova aperfeicoada e da defi-
ni¢gdo gerada pela prova, teria exibido o movimento de matematica
“eternamente estatica”, a falibilidade da matemditica “infalivel” que
é inconsistente com a tradigio euclideana. (Talvez se deva acrescen-
tar que continuo citando o livro de Rudin porque é um dos melhores
manuais dentro dessa tradi¢do). No prefacio, por exemplo, diz Ru-
din: “Parece importante, sobretudo para o iniciante, perceber expli-
citamente que as hipéteses de um teorema sdo realmente necessirias
para garantir a validade das conclusdes. Para esse fim, grande
niimero de contra-exemplos foram incluidos no texto”. Infelizmente,
trata-se de contra-exemplos burlescos, j4 que de fato sio exemplos
para mostrar como matemiticos prudentes devem incluir todas as hi-
péteses no teorema. Mas ele ndo diz de onde vém essas hipéteses, que
elas vém de idéias de prova, e que o teorema n#o salta da cabeca do
matemético, como Palas Atenéia, toda armada, sai da cabega de Zeus.
Seu emprego da palavra contra-exemplo nio nos deve desorientar
na esperanca de um estilo falibilista. Nota do Editor: Todas as
observagoes de Lakatos sobre a obra de Rudin baseiam-se na pri-
meira edigio desse livro. Nem todas as passagens que Lakatos cita
sdo encontradas na segunda edigio, publicada em 1964.
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senvolvimentos em matemética. (Ela tem, contudo, seus
perigos como seus atrativos). A concepcéo hegeliana de
heuristica subjacente & linguagem € aproximadamente
essa. A atividade mateméatica é atividade humana. Certos
aspectos dessa atividade — como de qualquer atividade
humana — podem ser estudados pela psicologia, outros
pela histéria. A heuristica néo est4d interessada primor-
dialmente nesses aspectos. Mas a atividade matematica
produz matematica. A matematica, esse produto da ativi-
dade humana, “aliena-se” da atividade humana que a €s-
teve produzindo. Ela se converte num organismo vivo,
em crescimento, que adquire certa autonomia da atividade
que a produziu; ela revela suas proprias leis autonomas
de crescimento, sua proépria dialética. O auténtico mate-
matico criativo é precisamente uma personificagdo, uma
encarnacdo dessas leis que sé se podem compreender na
acdo humana. Sua encarnagdo, porém, raramente é per-
feita. A atividade dos matemdaticos humanos, tal como
aparece na histéria, € apenas uma tosca concretizacio
da dialética maravilhosa de idéias mateméticas. Mas qual-
quer matematico, se tiver talento, argucia, génio, comu-
nica-se, sente o impeto e obedece essa dialética de idéias, =7

Ora, a heuristica se interessa pela dialética auténoma
da matematica, e nio por sua historia, embora ela s6
possa estudar seu assunto através do estudo da historia
e da reconstrucdo racional da historia. 28

267 Hssa idéia hegeliana de autonomia da atividade humana alie-
nada pode proporcicnar a chave para alguns problemas referentes
a0 status e metodologia das ciéncias sociais, sobretudo a economia.
Meu conceito do matemdtico como personificacio imperfeita da ma-
tematica é estreitamente analogo ao conceito de Marx do capitalista
como personificagdo do capital. Infelizmente, Marx nao restringe sua
concepgio pela énfase no aspecto imperfeito dessa personificagéo, e
nada ha de inexoravel sobre a concretizagio desse processo. Pelo con-
trario, a atividade humana pode sempre suprimir ou destorcer a auto-
nomia de processos alienados e pode ensejar outros novos. O descuido
quanto a essa interagdo fol uma das fragilidades centrais da dialética
marxista,

268 Nota dos Organizadores. Estamos certos de que Takatos teria mo-
dificado essa passagem em alguns aspectos, j4 que sua base hegeliana se
tornava cada vez mais fraca a medida que sua obra progredia. Con-
tudo, ele mantinha uma crenga na importancia fundamental de reco-
nhecer a autonomia parcial de produtos do esforgo intelectual humano.
Nesse mundo do contetdo objetivo de proposi¢des (Popper veio a
chami-lo de ‘“terceiro mundo”: veja-se seu [1972]), existem proble-
mas (causados, por exemplo, por inconsisténcias légicas entre propo-
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(b) Variacdo limitada

O modo como o conceito de variacfo limitada é em
geral apresentado em manuais de andlise é belo exemplo
de estilo dedutivista autoritario. Tomemos de novo o livro
de Rudin. No meio do seu capitulo sobre a integral Rie-
mann-Stieltjes, ele subitamente apresenta a defini¢cdo de
fungdes de variagdo limitada.

6.20 Definicdo. Seja f definida em |a, b], Colocamos
ki3

(37N V(f) = lub '21 L) =fles 1),
P

em que o lub assume todas as divisdes de |a, Bl. Se V ( f) for finita,
dizemos que f ¢ de variagdo limitada em |a, b|, e chamamos V (f ) de
variagio total de f em [a, b|. 259

Por que deveriamos estar interessados exatamente
nessa série de funcoes? A resposta dedutivista é: “Espere
e veja”. Assim, esperemos, acompanhemos a exposicdo e
tentemos ver. A definicdo é seguida de exemplos destinados
a dar ao leitor algumas idéias sobre o dominio do conceito
(isto, e coisas como esta, tornam o livro de Rudin excep-
cionalmente bom dentro da tradicAo dedutivista). Depois
vem uma série de teoremas (6.22, 6.24, 6.25); e entéo,
subitamente, a seguinte proposic¢éo:

Coroldrio 2. Se [ ¢ de variacdo limitada ¢ ¢ ¢ continua em la, b|, entdo
fe R*(). 260

( ER*(g ) é a classe das fungbes Riemann-Stieltjes integrdveis com res-
peito a g

Poderiamos estar muito mais interessados nessa pro-
posicdo se realmente compreendéssemos exatamente por
que as fungoes integraveis Riemann-Stieltjes sdo tdo im-
portantes. Rudin nem mesmo menciona o conceito intui-

sicdes) independentemente de nosso reconhecimento delas; dai poder-
mos descobrir (mais que inventar) problemas intelectuais. Mas La-
katos veio a crer que esses problemas nido “demandavam” solucio ou
ditassem sua prépria soluc¢do; pelo contririo, a engenhosidade huma-
na (que pode ou nio ser invocada) é exigida para sua solugio. Essa
opinido é pressagiada na critica a Marx na nota anterior.

259 Rudin [1953], pp. 99-100.

260 Jbid., p. 106.

-4
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tivamente mais 6bvio de integrabilidade, isto é, a integra-
pilidade cauchyana, critica da qual levou a integrabilidade
riemanniana. Assim temos agora um teorema no qual
ocorrem dois conceitos misticos: variacho limitada e inte-
grabilidade riemanniana. Mas dois mistérios ndo signifi-
cam compreensdo. Ou talvez signifiquem para aqueles que
tenham a ‘“capacidade e inclinacdo para acompanhar um
artificio de pensamento abstrato”? 2%

Uma apresentagio heuristica mostraria que tanto a
integrabilidade Riemann-Stieltjes como a variacdo limi-
tada sdo conceitos gerados pela prova, tendo origem numa
mesma prova: a prova de Dirichlet e a conjectura de
Fourier. Essa prova da o estofo problematico de ambos
os conceitos. 282

Ora, a conjectura primitiva de Fourier ®® nio contém
qualquer termo mistico. Essa conjectura primitiva de va-
riacio limitada diz que qualquer funcdo arbitraria €
fouriermente expansivel 2% — que é uma conjectura sim-
ples e sensacional. Ela foi provada por Dirichlet. >
Dirichlet examinou sua prova cuidadosamente e aprimo-
rou a conjectura de Fourier incorporando-lhe os lemas
como condicdes. Trata-se das célebres condigdes dirichle-
tianas. O teorema resultante era este: Todas as funcdoes
sio fouriermente expansiveis (1) o valor das quais num
ponto de salto é }f(x+0) +fx—0)], (2) que tém apenas um
ntimero finito de descontinuidades, e (3) que tém apenas
um ntmero finito de méximos e minimos. 2%

261 Rudin [1953], Prefacio.

262 Esta prova e o teorema que a resume estio de fato no menclo-
nado livro de Rudin, mas implicitas no exercicio 17 do .capitulo 8
(p. 164), completamente desligados dos conceitns acima, que sdo apre-
sentados de modo autoritdrio.

263 Fourier [1808], p. 112.

264 “Expansivel fouriermente” equivale a “expansivel em séries tri-
gonométricas com o0s coeficientes de Fourier”.

266 Veja-se seu [1829] e [18387]. Ha muitos aspectos interessantes
do estofo dessa prova nos quais nio podemos, infelizmente, nos deter;
por exemplo, o problema do valor da “prova” original de Fourier,
a comparagio das duas provas subseqiientes de Dirichlet, e a critica
esmagadora de Dirichlet da primeira prova ([1826]) de Cauchy.

268 Deve-se mencionar aqui que a prova de Dirichlet ndo foi prece-
dida nem estimulada por contra-exemplos & conjectura original de
Fourier. Ninguém ofereceu quaisquer contra-exemplos; de fato, Cau-
c}ly “provou” a conjectura original (cf. nota 17); o dominio de va-
lidade de sua prova era a seqiiéncia vazia). Os primeiros contra-exem-
plos s6 foram sugeridos pelos lemas da prova de Dirichlet; sobretudo
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Todas essas condices decorrem da prova. A anilise
de prova de Dirichlet tinha falha apenas quanto & terceira
condi¢do: a prova, de fato, repousa apenas na variagio
limitada da func@o. A analise de prova de Dirichlet foi
criticada e seu erro corrigido por C. Jordan em 1881,
que se tornou assim o descobridor do conceito de variacdo
limitada. Mas ele ndo inventou o conceito, ele ndo o “in-
troduziu” 26" — antes, ele o descobriv na prova de Dirich-
let durante um reexame critico. 268

Outra fragilidade da prova de Dirichlet foi o seu em-
prego da definicAo cauchyana da integral que é instru-
mento adequado apenas para fungdes continuas. De acor-
do com a definicdo cauchyana, funcdes descontinuas ndo
sdo absolutamente integraveis, e ipso facto ndo sio fou-
riermente expansiveis. Dirichlet evitou essa dificuldade
considerando a integral de uma funcio descontinua como
a soma das integrais naqueles intervalos em que a funcéo
era continua. Isso pode facilmente ser feito se o nimero
de descontinuidades for finito, mas leva a dificuldades
como se fosse infinito. Esta a razido pela qual Riemann
criticou o conceito de Cauchy de integral e inventou
outro.

Assim é que as duas defini¢gdes misteriosas de varia-
¢do limitada e de integral riemanniana sdo entzaubert,
privadas de sua magia autoritaria; sua origem pode ser
retracada a certa situacdo probleméitica nitida e estd

pelo primeiro lema. A parte isso, o primeiro contra-exemplo & con-
jectura de Fourier foi apresentado apenas em 1876 por Du Bois-Rey-
mond, que descobriu uma funcdo continua que nio era expansivel
fouriermente. (Du Bois-Reymond [1876]).

267 ‘“Apresentar” um conceito no vazio é operacido magica muito fre
qiiente na historia escrita em estilo dedutivista!

268 Veja-se Jordan [1881] e Jordan [1893], p. 241. O préprio Jor-
dan acentua que ele ndo modifica a prova de Dirichlet, mas apenas
seu teorema (‘... a demonstragio de Dirichlet é assim aplicivel sem
modificagdo a toda fung@o em que a oscilacio seja limitada...”).
Zygmund, porem, estd enganado quando declara que o teorema de
Jordan ‘“é mais geral apenas em aparéncia” do que o de Dirichiet
(Zygmund [1935], p. 25). Isto & verdade quanto & prova de Jordan,
mas ndo quanto a seu teorema. Mas ao mesmo tempo é enganador
dizer que Jordan “estendeu” o teorema de Dirichlet ao dominio mais
geral de fungdes com variagio limitada (P.e., Székefalvi-Nagy [1954],
p. 272). Também Carslaw mostra semelhante falta de compreensie
da anilise da prova em sua Introdugdo Histérica em seu [1930]. Ele
néo observa que a prova de Dirichlet é a prova-mae do conceito de
variagiio limitada gerado pela prova. i
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aberta & critica das solucdes anteriores tentadas desse
problema. A primeira definiciio é gerada pela prova, expe-
rimentalmente formulada por Dirichlet e finalmente des-
coberta por C. Jordan, critico da andlise de prova de
Dirichlet. A segunda definicio provém da critica de uma
definicdo antferior da integral que veio a ser inaplicavel
a problemas mais complicados.

Nesse segundo exemplo de exposicio heuristica, segui-

mos o modelo popperiano da légica de conjecturas e re-
futacées. Esse padrdo segue a histéria mais de perto que
0 padrdo hegeliano, que dispensa “tentativa e erro” como
realizacdo humana puramente as cegas do desenvolvimen-
to necessario de idéias objetivas. Mas mesmo numa heu-
ristica racional do tipo popperiano, temos que diferencar
entre problemas que nos propomos resolver e problemas
que de fato resolvemos; temos que diferencar entre erros
“casuais” que desaparecem e cuja critica nio desempenha,
qualquer papel no desenvolvimento, e erros “essenciais”
que em certo sentido serfio resguardados também apés
refutagio e em cuja critica se baseia o desenvolvimento.
Nessa apresentacdo heuristica os erros casuais podem ser
omitidos sem prejuizo, e lidar com eles é tarefa da histo-
ria apenas.
. . Apenas esbogamos os primeiros quatro passos do pro-
cesso de prova que levou ao conceito de variacao limitada.
Aqui, apenas sugerimos o restante da interessante historia.
A quinta etapa, 2 a procura de novo conceito gerado pela
prova em outras provas, imediatamente levou & descoberta
de variaco limitada na prova da primitiva conjectura de
que “todas as curvas sfo retificiveis”.2’® A sétima etapa
leva-nos & integral de Lebesgue e & moderna teoria da
medida.

Nota histérica: Alguns pormenores interessantes do ponto de vista
heuristico podem ser acrescentados A histéria narrada no texto,
Dirichlet estava persuadido de que os contra-exemplos locais aos seus
segundo e terceiro lemas ndo eram globais; estava persuadido, p.ex.,
de que todas as fungdes continuas, nio importa o nimero de suas
méximas e minimas, eram fouriermente expansiveis. Esperava tam-
bém que esse resultado mais geral pudesse ser provado por simples

269 Para a lista de fases padrido do método de provas e refutacées,
cf. pp. 166 8.

270 Nessa descoberta também, du Bois-Reymond foi primeiro ([1879],
[1885]), e de novo o admiravelmente penetrante C. Jordan o verda-
deiro descobridor (Jordan [1887], pp. 594-8 e [1893], pp. 100-8).
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emenda local em sua prova. Essa idéia, de que (1) a prova de
Dirichlet era apenas parcial e (2) de que a prova final podia ser
conseguida por emendas minimas, foi amplamente aceita de 1829 a
1876, quando du Bois-Reymond deu o primeire contra-exemplo autén-
tico & velha conjectura de Fourier e com o que desfez as esperangas de
tal emenda. O descobrimento por Jordan da variacio limitada parece
ter sido estimulado por esse contra-exemplo.

¥ interessante notar que Gauss, também, estimulou Dirichlet a
melhorar sua prova de modo que ela pudesse aplicar-se a fangdes
com qualquer niimero de méaximas e minimas. E curioso que, embora
Dirichlet nfo resolvesse esse problema, nem em 1829 nem em 1837,
ainda em 1853 pensasse que a solugio devia ser t3o ébvia que em
sua carta respondendo a Gauss ele a improvisou (Dirichlet [1853]).
O cerne de sua solugdio é este. A condi¢io de que a série de méximas
e minimas ndo deva ter qualquer ponto de condensagéo no intervalo
considerado, é, de fato condicdo suficiente para sua prova. E sua
segunda condigfio, sobre o nimero finito de descontinuidades pode ser
emendada, como ele declarou j4 em seu primeiro trabalho em 1829.
Ele asseverava ali que sua prova se aplica de fato apenas se a série
de descontinuidades ndo for densa em parte alguma. Essas correcgdes
mostram que Dirichlet estava muito preocupado com o problema da
anilise de sua prova, e estava convencido de que ela se aplica a
mais fungbes do que aquelas que satisfazem suas cautelosas condi-
¢bes, mais tarde chamadas de “condigdes dirichletianas”. E carac-
teristico que em seu [1837] ele nfo enuncie absolutamente o teorema.
Ele esteve sempre persuadido de que seu teorema valia para todas
as fungdes continuas como mostra sua carta a Gauss e como ele
préprio declarou ao talvez cético Weierstrass. (Cf. Ostwald’s Klas-
giker der Exakten Wissenshaften, 186, 1913, p. 125).

Ora, o teorema tal como enunciado por ele em seu [1829] de fato
abrange todos os tipos de funges ‘‘que ocorrem na natureza”. Além
disso, andlise mais requintada leva ja ao reino da anilise muito
“pura”. Acho que a anilise da prova de Dirichlet — antes de tudo
por Riemann — foi o ponto de partida da anilise abstrata moderna
e acho exagerada a opinido recentemente muito aceita de P. J ourdain
sobre o papel decisivo de Fourier. Fourier nfo estava interessado
em argumentos matemiticos que fossem além da aplicabilidade ime-
diata. O pensamento de Dirichlet era de fato diferente. Ele sentiu
vagamente que a anilise de sua prova exigia uma nova estrutura

conceitual. A tltima frase de seu [1829] é uma verdadeira profecia:

“Mas o que hi a ser feito com toda a clareza que se
deseje, exige alguns pormenores relacionados com os prin-
cipios fundamentais do calculo infinitesimal, que serdo
apresentados em outra nota...”

Mas ele jamais publicou a prometida nota. Foi Riemann quem,
a0 criticar o conceito cauchyano de integral, esclareceu esses ‘“por-
menores relacionados com os principios fundamentais do caleulo infi-
nitesimal”, e quem, articulando os vagos sentimentos de Dirichlet,
e introduzindo uma técnica revolucioniria introduziu anilise matema-
tica e, de fato, racionalidade no dominio de fungdes que nio ocorrem
na natureza e que tinham sido até entdo consideradas como monstros,
ou, no melhor, excegdes sem interesse ou “singularidades”. (Essa foi

;4
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a atitude de Dirichlet, expressa em sua [1829] e em sua carta a
Gauss [1853]).

Alguns historiadores infalibilistas da matemitica empregam no
caso a técnica anti-histérica de condensar um longo desenvolvimento
pleno de luta e critica em uma tnica acfo de vislumbre infalivel e
atribuem a Dirichlet a maturidade dos analistas posteriores. Os his-
toriadores anti-histéricos atribuem nosso conceito geral moderno de
fungio real a Dirichet, e correspondentemente designam esse conceito
de conceito dirichletiano de func¢do. E. T. Bell afirma em seu [1945],
p. 203, que “A definigdo de P. G. L. Dirichlet de uma fungio (com
valor numérico) de uma variivel (real, com valor numérico) como
uma tabela, ou correspondéncia, ou correlacdo, entre duas séries de
nimeros, sugeriu a teoria de equivaléncia de séries pontuais”. Bell
da como referéncia: “Dirichlet: Werke, I, p. 135”. Mas nada h4 pa-
recido com isso no lugar citado. Bourbaki diz: “E sabido que foi
nessa ocasido que Dirichlet, tornando precisas as idéias de Fourier,
definiu a nogio geral de uma funcdo tal como a compreendemos
hoje.” (Boubarki [1960], p. 247). “E sabido”, diz Bourbaki, mas nio
di qualquer referéncia. Achamos que esse conceito de funcao real
“é devido a Dirichlet” na maioria dos manuais classicos (p.e.,
Pierpoint [1905], p. 120). Ora, ndo ha tal definicio nas obras de
Dirichlet, absolutamente. Mas hi ampla evidéncia de que ele nédo tinha
8 minima idéia desse conceito. Em seu [1837], por exemplo, quando
ele discute fungbes continuas por partes, diz ele que em pontos de
descontinuidade a funcdo tem dois valores:

“A curva, cujas coordenadas de x e y sdo denotadas
por B e #(B) respectivamente, consiste de virias partes.
Em pontos acima do eixo % correspondente a certos va-
lores especiais de B, porgdes sucessivas da curva sdo
desligadas; e para cada tal coordenada # correspondem de
fato 2 coordenadas y, das quais uma pertence & porgio
que termina no ponto, e a outra pertence &4 porgio que
ali comega. No que se segue serid preciso distinguir esses
dois valores de ¢(8) e os denotaremos por (8 — 0) e
(g + 0).”

Essas citagdes mostram fora de qualquer ddvida razoavel o
quanto Dirichlet estava longe do “conceito dirichletiano de funcdo”.

Aqueles que associam Dirichlet com a “definicio dirichletiana”
em geral pensam na fung¢do dirichletiana que ocorre mna tltima pa-
gina de seu [1829]: funcio que é zero onde z é racional e 1 onde «
é irracional. O problema ainda é que Dirichlet insistia em que
todas as fungbes auténticas sio de fato fouriermente expansiveis e
enxergava essa “fun¢fo” explicitamente como uma anomalia. De acordo
com Dirichlet sua “fungdo” é um exemplo nio de uma funcio real
“comum”, mas de fungio que nio merece realmente o mnome.

E curioso que aqueles que cuidam de noticiar a definigdo dirich-
letiana de fungao, nio obstante ela mio existir, nfio notaram os titulos
de seus trabalhos, que mencionam a expanséo de quaisquer fungdes
‘completamente arbitririas’ (ganz willktirliche) nas séries fourierianas.
Mas isso significa que — de acordo com Dirichlet — a fungédo dirichle-
tana estava fora dessa familia de “funcdes completamente arbitrarias”,
que ele considerava como anomalia, porque uma fun¢io “comum”
tem que ter uma integral e essa obviamente nio tinha nenhumsz,
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Riemann, de fato, criticou o estreito conceito de fungio de Dirichlet
a0 criticar o conceito cauchyano de integral junto com sua emenda
ad hoc por Dirichlet. Riemann mostrou que se ampliarmos o conceito
de integral, uma anomalia como uma fungdo que é descontinua para
cada numero racional da forma p/2n em que p é nimero impar, primo
em relagdo a m, é integravel, embora seja descontinua em qualquer
série densa. Por conseguinte, essa fungfo, tdo afim da anomalia de
Dirichlet, é comum. (Nada havia de arbitririo na ampliagio de
Riemann do conceito de integral; esse passo revoluciondrio foi para
indagar que espécies de funcgdes sdo representadas por séries trigo-
nométricas, em vez de indagar que espécie de fungdes sfo fourier-
mente expansiveis. Seu objetivo era expandir o conceito de integral
tanto que todas as fungSes que sejam somas de séries trigonométricas
devam ser integraveis e com isso fouriermente expansiveis. Esse &
um dos mais belos exemplos de instrumentalismo conceitual).

Talvez o originador da lenda em torno da “defini¢ho de funcéo
dirichletiana” deva ser identificado aqui. Foi H. Hankel, que ®no
analisar o desenvolvimento do conceito de fungdo ([1882], pp. 63-112),
explicou como os resultados de Fourier romperam o antigo conceito
de fungdo; e entdo, prosseguia ele:

“Restava apenas, primeiro, retirar a condi¢gio de que
a fungio fosse analitica, com base em que tal condigio
nio tem significa¢io, e, em segundo lugar, uma vez eli-
minada, dar a explicagio seguinte. Uma fungéo é chamada
y de = se cada valor da variavel x dentro de certo inter-
valo, corresponde ali a um valor definido de y, e isso
independentemente de y depender de z de acordo com A
mesma lei por todo o intervalo, e se essa dependéncis
possa ser expressa por meio de operagdes matematicas.
Essa definigio puramente nominal eu atribuo a Dirichlet
porque jaz na base de seu trabalho sobre as séries fourie-
rianas, que demonstrava a insustentabilidade do antigo
conceito. .. -

v /A

(¢) A definicdo caratheoddrica de saq.uézzem mensurdvel

A mudanca do enfoque dedutivista para o enfoque
heuristico certamente sera dificil, mas alguns professores
de matemdatica moderna ja compreendem a necessidade
dela. Consideremos um exemplo. Nos manuais modernos
sobre teoria da medida ou teoria da probabilidade fre-
giientemente deparamos, a defini¢do caratheodérica de

see;géfrei& mensuravel:

Seja x* uma medid%xtem&-de um -elo— heredi-
tario H . Uma—segiiéncia® E em H p* mensuravel se,
para cada segqiéncia A em H ,

% () = pHANE)+pMANE )

271 Halmos [1950], p. 44.
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Tal como estd, a definico tende a ser perturbadora.
Evidentemente, ha sempre a saida facil: os matematicos
definem seus conceitos como lhes apraz, Mas professores
sérios ndo procuram esse facil refigio. Nem podem dizer
que essa seja a definigﬁo correta, verdadeira, de mensura-
bilidade e o tirocinio matematico amadurec1do também
percebe isso. De fato, comumente eles ddo uma vaga su-
gestdo de que devemos considerar as conclusdoes a serem
tiradas mais tarde da definicio: “As defini¢cdoes sdo dog-
mas; s6 as conclusdes tiradas delas podem proporcionar
novo vislumbre”. 272 Assim, temos que tomar as definigGes
de boa-fé para ver o que acontece. Embora isso tenha um
qué de autoritario, pelo menos é sinal de que o problema
foi compreendido, E uma desculpa, embora ainda autori-
taria. Citemos a desculpa de Halmos para a definicdo

caratheoddrica: “E um tanto dificil obter uma compreen-
sao intuitiva do significado de mensurabilidade x* a néo
ser mediante familiaridade com suas implicaces, que nos
propomos desenvolver a seguir.” 2’* E entdo prossegue ele:

“O seguinte comentirio, porém, pode ser valioso.
Medida externa nfio é necessariamente fungio seeiiencial
aditiva contavelmente, nem mesmo finitamente. Numa
tentativa de satisfazer ex1gé,ncia razoivel de aditividade,
dlstmgu]mos aquelds s e dividem cada outre
sequenma aditivamente — a defini¢io de mensurabilidade
p* é a formulacdo rigorosa dessa descricio um tanto
Indiseriminada. A maior justificacio desse conceito apa-
rentemente complicado &, contudo, seu sucesso, talvez sur-
preendente, mas absolutamente completo como instru-

mento ao provar o importante e valioso teorema, do
§ 13.” 274

Ora, a primeira parte, “intuitiva” dessa justificagéo
é um tanto desorientadora, porque, como ficamos saben-
do pela segunda parte, trata-se de um conceito gerado
pela prova do teorema de Carathéodory sobre a extensdo
de medidas (que Halmos apresenta apenas no capitulo
seguinte). Assim, se é intuitivo ou néo, nio tem interesse
absolutamente algum: sua base reside ndo em sua intui-
tividade, mas em sua prova-mée. Nunca se deve destacar

272 K. Menger [1928], p. 76, citado com aprovagdo de K. R. Popper
em seu [1959], p. 55.

273 Halmos [1950], p. 44.
| Toeve 11955 —p—8%

»
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a definicdo gerada pela prova de sua prova-mie e & apre-
senta-la em secOes ou mesmo capitulos antes da prova
a qual ela é secundaria do ponto de vista heuristico.

M. Loeve, em seu [1955], apresenta a definicdo muito
adequadamente em sua secdo sobre a extensio de medi-
das, como nocao necessaria no teorema de extensio: ‘“Pre-
cisaremos de varias noc¢Oes que reunimos aqui.” " Mas que
mortal sabera que instrumentos complicadissimos como
esse serdo necessarios para a operacdo? Certamente, ele
ja tem alguma idéia de que acharid e como procedera.
Mas por que, entdo, esse porte mistico de poér a definigio
antes da prova?

Pode-se facilmente acrescentar mais exemplos em que
enunciando a conjectura primitiva, mostrando a prova, os
contra-exemplos, e seguindo a ordem heuristica até o teo-
rema e a definicdo gerada pela prova, dissipariamos o
misticismo autoritirio da matemaética abstrata e atuaria-
mos como freio & degenracéo. Uns poucos estudos de caso
dessa degenracdo fariamp muito bem & matematica. Infe-
lizmente, o “estilo dedutivista e a atomizagé'.o do conheci-
mento matematico protegem ensaios “degenerados” em
consideravel Inedida.

275 Foidenmr~
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forma a ndo se constituirem em dificuldades para o leitor, a matema-

~lica se eleva ao nivel de verdadeiro alfabeto de toda a filosofia. Sob
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de Leibniz de que os matematicos tém tanta necessidade de ser fil6sofos,
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dade, como também nos conduz 2 suprema beleza. Bertrand Russell
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