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Posicoes relativas de 2 planos

Coincidentes

Paralelos
Observe que quando os vetores normais dos planos a e B sao
paralelos, esses planos podem ser coincidentes ou paralelos
(distintos).
Para identificar se esses planos sao paralelos ou coincidentes,
basta verificar se um ponto de um desses planos pertence ao
outro.

Em caso afirmativo, os planos sao coincidentes, caso
contrario, os planos sio paralelos.



Exemplo 1

Em cada item a seguir, determine a posicao relativa dos planos o e B.

a) o:2x-3y+z+4=0 [:4x-6y+2z2+4=0
Solucao: 2
Tl o) g = (4,-6,2)

Observe que os vetores normais dos planos a e [ sao
paralelos.

Assim, esses planos podem ser paralelos ou coincidentes.
Considere um ponto do plano o, por exemplo, A(0,0,-4) e
verifique se esse ponto pertence ao plano f.

Ou seja, substitua as coordenadas de A na equacao do plano .
40-6.0+2(—4)+4=0 =-4=0 (F)

Como essa substituicao conduz a uma falsidade, pode-se

concluir que o ponto A nao pertence ao plano .

Logo, os planos a e B sao paralelos.



b) o:y-3z+4=0 B:=3y+9z-12=0

Solucao: i
n, =(0,1-3) rg =(0-39)

Observe que os vetores normais dos planos a e [ sao
paralelos.

Assim, esses planos podem ser paralelos ou coincidentes.

Considere um ponto do plano o, por exemplo, A(4,-1,1) e
verifique se esse ponto pertence ao plano .

Ou seja, substitua as coordenadas de A na equacéao do plano 3

) O P e )

Como essa substituicdo conduz a uma verdade, pode-se
concluir que o ponto A pertence ao plano 3.

Logo, os planos a e B sao coincidentes.



) aiy—3z+4=0 TR
5 3 B:sy=-1+h,t,the R
z=t+h
n, =(0,1-3 :
Solucjo: ki ( )

fg =(-20,1)x(0,11) =(-12-2)
Observe que os vetores normais dos planos a e 3 ndo sao paralelos.

Assim, esses planos sao secantes e se interceptam segundo uma

retar.
Pode-se escrever uma equacao geral do plano B:—x+2y-2z+d=0

Lembre-se de que para obter o valor do parametro d basta substituir na
equacao acima as coordenadas de um ponto de . Por exemplo, P(2,-1,0).

—2+42(-1)-20+d=0 =d=4 Assim, B:—x+2y—-2z+4=0

Observe que as coordenadas dos pontos da

reta r, intersecao dos planos a e f3, satisfazem y—3z+4=0

a equacao geral do plano o e do plano 3. Ou —X+2y-2z+4=0
seja,

Esse sistema € denominado equacao geral da reta r.



Definicao 1
Considere a reta r intersecao dos planos o e 3 de equacgdes:
oa:ax+byy+cz+d; =0 B:a,x+bry+c,z+d, =0

O sistema constituido pelas
equacoes gerais dos planos a e p &
chamado equacao geral da retar.

a1X+b1y+clz+d1 =0
r.
a2X+b2y+02Z+d2 =0

Note que o vetor direcao da reta r possui representante nos planos a e 3.

Assim, V, é um vetor ortogonal a N, ea ng.

Dai, o produto vetorial Ny XNg fornece um vetor diretor da reta r, ou seja,

—



Exemplo 2

Determine uma equacgao vetorial da reta r dada a seguir.
y—3z+4=0

13
Solugéo: {_ X+ 2y s 2Z -+ 4 == O

Pode-se determinar 2 pontos da reta r atribuindo um valor a uma das

variaveis X, y, ou z e resolvendo o sistema obtido. Por exemplo,
considere z = 0 entao,

y—3.0+4=0 +4=0 =>v=-4
oy A /y
—X+2y-2.04+4=0 —x+2y+4=0

—x—8+4=0=>x=-4

Assim, o ponto A=(-4, -4, 0) € um ponto da reta r. Analogamente, B=(4,2,2)

é ponto de r. AB =B —A=(86,2). Logo, v = (4,3,1) é um vetor diretor
der.

Logo, uma equacgao vetorial daretar e

r:X=(-4,-4,0)+t(4,3,1),teR



Exemplo 3
Determine uma equacao geral da reta r dada a sequir.

r:X=(1,0,0)+t(0,3-1),teR

Solucao:
ia— I

r:{y =3t (comtreal)
z=-—t

Da equacao (1), tem-se:x—1 =0
Das equacdes (2) e (3), tem-se:

%lz—z Sy=-3zy+3z=0

Logo, tem-se:

1. 25l 0 equacgoes gerais da reta r (isto €, r como intersecio de
bRy 37 = O e e agocsd s 2 ¢

dois planos secantes)



Posicoes relativas entre uma reta e um plano

Sao trés as posicoes relativas entre uma reta r e um plano a.

e rca or/l o e r é secante a a

r
/ r
ﬁa /U‘r ﬁn/ / n «

v,
r | « | !
’¢’ P «
v, «a - a
T - /‘

r esta contida em « r € paralela a r € secante a a
rna=r rna=09 rNa={P}
(VPETPEaQ) (APEr : PEa) (3'PE€r : PEa)

Obs. 3! = existe e é
unico



Posicoes relativas entre uma reta e um plano

e rcau or// a

Quando a reta r esta contida no plano a ou, quando r é paralela ao
plano o, o vetor diretor da reta r possui representante no plano a.

y > > _— —
Dai, v, L n, & (v, ng) =0
Para identificar se a reta r € paralela ao plano o ou esta contida em
o basta verificar se um ponto de r pertence ao plano a.

Em caso afirmativo, a reta r esta contida no plano a, caso
contrario, a reta r é paralela ao plano a.



Posicoes relativas entre uma reta e um plano

e r é secante a a
r ‘ r @ secante a «
Mo

¥, i M= 292
A
/.

Se (v, n,) # 0 entdo a reta r é secante ao plano a.

Caso patrticular. se v, || n, entdo r é perpendicular ao
plano ao plano a.

(r € secante e forma angulo reto com qualquer vetor
com representante em o)



Exemplo 4

Em cada item a seguir, determine a intersecao da reta r com o plano a.
a) (x=2-2t

r:qy=-1+3t,teR
z=1+t

oa:y—3z+4=0

Pode-se iniciar verificando a posicao relativa da reta r com o plano .

v_‘r') = (_2r3)1) e E() = (0;1; _3)
Assim, (v, n,) =(-2).0+3.1+1.(-3) =0
Dai, ou r esta contida em «, ou r € paralela ao plano .

Considera-se entao um ponto da reta r, por exemplo,

A= (2,—1,1) e deve-se verificar se esse ponto pertence ao
lano o.

G A _1-3.1+4=0 =0=0 (V)

Logo, A € a e, portanto, a reta r esta contida no plano a.



® A=(2,-1,1)

( 2

O 3

a) .
8] =(2,-1,1)+A(-2,3,1)

0

@] 1

=(1,-4,0

41 0] (1 )

O a:y-3z=-4
® textol = “rc o”
rco 3 ¢




XY :
b) r: —=2=2 o:y—3z+4=0
) o y
Solucao:
Pode-se iniciar verificando a posicao relativa da reta r com o plano «a.
7 = (=23 eae n, = (0,1,-3)
Assim, (v, ng) =(-2).0+3.1+1.(-3) =0

Dai, ou r esta contida em a, ou r € paralela ao plano a.

Considera-se entao um ponto da reta r, por exemplo,
B = (0,0,0) e deve-se verificar se esse ponto pertence ao plano

ol
0—3.(0)+4=4=0

Logo, B € a e, portanto, a reta r € paralela ao plano o

rno=¢



o:y-3z=-4
textol = “r // «”




c) [x=2-2t
r:qy=-1+3t,teR a:X+y+z-4=0
2=t
¥ r
Solucao: /
Verificando a posicao relativa da reta r com

- ‘ﬁa
I
8
(v, ng)=-21+31+11+#0

Dai, a reta r é secante ao plano a.
Considere entdo P(x,y,z) o ponto de interse¢ao da reta r com o plano .

v,
o plano a: /
Ve )10} o 5 BT j

Como P pertence a reta r, pode-se escrever:
P=(2-2t,—-1+3t,1+t) paraalgumtreal.

Por outro lado, P também pertence ao plano o, entdo as coordenadas de
P satisfazem a equacao desse plano, ou seja,

(2-20)+(-1+3t)+(1+t)-4=0 =2+2t—4=0 =2t-2=0..t=1
P=(022) rna={022)



r secante a «

=(2,-1,1)

- ()
3
1
(2,-1,1) + A (-2,3,1)
1
n= 1|1

1

R=1(4,00)
c:X+y+z=4
= (0, 2, 2)



d)

X _X_

r.—===z i .
PR o:—2x+3y+z-14=0
Solugéo: ,
Vocé deve comecar verificando a posigcao 1
relativa da reta r com o plano a. Uy \ﬁa

v, =(-231) 1, =(-231) . |
?
Assim, (v, n,)=-2.(-2)+33+11+#0 / ; /

Dai, a reta r é secante ao plano a.

Observe que v, || v, Logo, a reta r é perpendicular ao plano a.
Considere entido P(x,y,z) o ponto de interse¢ao da reta r com o plano .

Como P pertence a reta r entdo vocé pode escrever:
P = (—2z,3z,z) para algum z € R.

Por outro lado, P também pertence ao plano o, entdo as coordenadas de
P satisfazem a equacao desse plano, ou seja,

—2(-22)+332)+z2z-14=0 =14z2z-14=0 =>z=1
P=(-231) rna={-231)



Definicao 2

Se os planos a e [ sdo tais que seus vetores normais
sao ortogonais, entao os planos o e B sao ditos
perpendiculares.

Observe que se os planos a e B sao perpendiculares
entao:

g LG (ng,ng) = 0

outro.

e O vetor normal de um desses /
planos possui representante no 3 —
.
Uy




Exemplo 5

Considere a reta s e o plano a, dados a seguir. Determine uma
equacao do plano 3 perpendicular ao plano a e que contém a reta s.

s:X=1(10,-1),teR oa:3x+y—-3=0

Solucao:

Inicia-se verificando a posicao relativa da
reta s com o plano a.

Ve =(10-1) i, =(310)

Vi-n, =1.3+0.1+(=1).0-0

Dai, a reta s é secante ao plano

i Y




Observe que os vetores Vg e N, possuem representantes no
plano 3 e sédo LI

Além disso, a reta s passa pela origem e como s esta contida no
plano B, pode-se concluir que a origem pertence tambéem ao
plano .

Logo, B:X=t(1,0,~1)+h(3,1,0),t,heR



