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  Tópicos	
  Teoria	da	Probabilidade	

  Variáveis	aleatórias	
•  Variáveis	discretas	
•  Variáveis	contínuas	

  Distribuição	binomial	

  Distribuição	normal	

Aula	de	hoje	
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  A	teoria	da	probabilidade	é	a	base	da	
inferência	estatística.	

  Através	da	inferência	estatística	podemos	
buscar	inferir	características	da	população	a	
partir	de	uma	amostra	de	dados	obtidos	ao	
acaso.	
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  Modelos	probabilísticos	são	modelos	teóricos	que	
nos	descrevem	a	distribuição	de	frequências	de	
um	fenômeno,	quando	se	tem	uma	amostra	
representativa	de	dados	obtidos	ao	acaso.	

  Exemplo	de	um	modelo	probabilístico	para	
lançamento	de	um	dado:	

  Modelos	Probabilísticos	são	descritos	através	de:	
  Um	Espaço	Amostral	
  Uma	probabilidade	para	cada	ponto	amostral	
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  Algumas	propriedades:	

  A	probabilidade	de	qualquer	evento	é	maior	ou	
igual	a	zero	e	menor	ou	igual	a	um.	

  A	probabilidade	de	todo	o	espaço	amostral	é	
igual	a	um.	

  A	probabilidade	do	conjunto	vazio	é	igual	a	
zero.	

Distribuição	de	probabilidades	
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  Variáveis	grau	de	instrução	(Y)	e	região	de	
procedência	(V)	–	Exemplo	de	Bussab-Morettin	

Distribuição	conjunta	das	frequências	

Ensino 
Fundamental Ensino Médio Superior Total

Capital 4 5 2 11

Interior 3 7 2 12
Outro 5 6 2 13

Total 12 18 6 36

Y
V
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  Por	definição,	a	intersecção	de	dois	eventos	A	
e	B	ocorre	quando	os	dois	eventos	ocorrem	
simultaneamente.	
•  Em	nosso	exemplo,	qual	é	a	probabilidade	de	um	funcionário	
da	empresa	ter	completado	apenas	ensino	fundamental	e	ser	
da	capital?	

	

  Já	na	reunião	de	dois	eventos	A	e	B,	temos	que	
pelo	menos	um	dos	eventos	deve	ocorrer	

  Em	nosso	exemplo,	qual	é	a	probabilidade	de	um	
funcionário	da	empresa	ter	completado	apenas	ensino	
fundamental	ou	ser	da	capital?	

Distribuição	de	probabilidades	
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  Um	evento	B	é	complementar	ao	evento	A	se	
ele	compreender	todos	os	pontos	amostrais	do	
espaço	amostral	que	não	pertençam	ao	evento	
A.	

Distribuição	de	probabilidades	
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  É	uma	variável	cujo	resultado	ou	valor	decorre	de	um	
experimento	ou	fenômeno	que	envolva	um	elemento	
casual.	

  São,	por	exemplo:	soma	de	dois	dados,	cotação	do	dólar,	
precipitação	diária	de	chuva	em	uma	cidade,	limite	de	
resistência	de	uma	peça	

  Podem	ser	
  discretas	
  contínuas	

  Notação	
  variáveis	aleatórias:	X,	Y,	...	(letras	maiúsculas)	
  valores	possíveis	das	variáveis:	x,	y....(minúsculas)	

Variáveis	aleatórias	
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  Assume	valores	em	intervalo	de	números	inteiros	

  A	função	que	atribui	a	probabilidade	a	cada	valor	possível	de	
uma	variável	aleatória	discreta	é	denominada	função	de	
probabilidade	

	 	f(x)	=	P(X	=	x)	

  Exemplo	

•  Dado	honesto:	f(x)	=	1/6,	para	x=1,	2,	3,	4,	5	ou	6	

p  Propriedades	

	

	

Variáveis	aleatórias	discretas	

∑ =
Xtodos

xf 1)(0)( ≥xf
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  A	função	distribuição	acumulada	de	uma	variável	aleatória	
X	associa	a	cada	valor	possível	de	X	a	probabilidade	de	
ocorrência	de	um	valor	menor	ou	igual	a	x.	Denota-se	F(x)	

	

	 	F(x)	=	P(X	≤	x)	

Função	distribuição	(acumulada)	

x 

f(x) 

1

0,50 

2 3 4 5

0,25 
x 

F(x) 

1

1,0
0 

2 3 4 5

0,5
0 
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Média	e	variância	de	uma	distribuição	calculada	pela	
distribuição	de	probabilidades	

Média	e	Variância	

∑ ==
xtodos

xExfx )()(.µ

∑ −=
xtodos

xfx )(.)( 22 µσ

Média 

Variância 
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  Assume	valores	em	intervalo	de	números	reais	

  Não	é	possível	listar	todos	os	possíveis	valores	de	uma	VA	
contínua	

  Associa-se	probabilidades	a	intervalos	de	valores	da	VA	
contínua	

	

Variáveis	aleatórias	contínuas	
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  f(x)	=	função	densidade	de	probabilidade	

Variáveis	aleatórias	contínuas	

a b 

x 

f(x) 

∫=≤≤
b

a

dxxfbXaP )()(0)( == xXP

Prof.	Natalia	Poiatti																																			IRI-USP		 Estatística Aplicada 



Vu	Pham	

  Seja	X	uma	variável	aleatória	continua.	A	função	de	
densidade	de	probabilidade	f(x)	é	uma	função	que	
satisfaz	as	seguintes	condições:	

	
1.  f(x)	é	positiva	para	todo	x	∈	Rx	

	
2.  Tem-se:	

	

	

		

  Para	qualquer	a	<	b	em	Rx	

Função	densidade	de	probabilidade	

∫ =
xR

xf 1)(∫=<<
b

a
dxxfbXaP )()(
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1.  A	probabilidade	de	qualquer	ponto	é	zero	

2.  P(a	≤	X	≤	b)	=	P(a	≤	X	<b)	=	P(a	<	X	≤	b)	
=	P(a	<	X	<b).	

3.  A	função	integrada	entre	dois	limites	a	e	b		
(a	<	b)	é	a	probabilidade,	ou	seja,	a	área	sob	a	
curva.	

4.  A	função	de	distribuição	é	definida	como	

	

	

Observações	

∫
∞−

=
x

dxxfxF )()(
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  	É	distribuição	discreta	de	probabilidade.	Ela	
está	associada	a	um	experimento	de	múltiplas	
etapas	

Distribuição	binomial	
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  O	experimento	consiste	de	uma	sequência	de	n	
ensaios	idênticos	

  Dois	resultados	são	possíveis	em	cada	ensaio:	
sucesso	e	fracasso	

  P(sucesso)=p						P(fracasso)=	1-p	=	q	

							p+	q=1	

  Os	ensaios	são	independentes	

Experimento	binomial	
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  O	experimento	consiste	em	8	jogadas	do	dado	
(ensaios	idênticos)	

  Cada	ensaio	resulta	em	sucesso	(sair	6)	ou	
fracasso(não	sair	6)	

  P(sucesso)=	P(sair	6)=1/6	

  P(fracasso)=	P(não	sair	6)=5/6	

  Os	ensaios	são	independentes	

Exemplo:	jogar	8	vezes	um	dado	

Prof.	Natalia	Poiatti																																			IRI-USP		 Estatística Aplicada 



Vu	Pham	

Ensaios								1			2			3			4				5			6			7			8	

Resultados				s			s			s				f				f				f				f				f	

Probabilidade	1/6	1/6	1/6		5/6	5/6	5/6	5/6	5/6	

Exemplo:	determinar	a	probabilidade	de	saírem	3	faces	6,	em	8	
jogadas	de	um	dado	

=C8,3
1
6
⎛

⎝
⎜
⎞

⎠
⎟

3

. 5
6
⎛

⎝
⎜
⎞

⎠
⎟

5

=
8!

(8−3)!3!
0,173.0,835

= 56(0,0049)(0,3939) = 56(0,0019)
= 0,106
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Solução:		

•  Número	de	tentativas				n=10	

•  Número	de	sucessos	desejado			k=3	

•  Probabilidade	de	sucesso	em	1	tentativa		p=1/2	

•  Probabilidade	de	insucesso	em	1	tentativa		q=1/2	

•  Usando	estes	parâmetros	na	fórmula	da	distribuição	binomial,	
temos	

	 	f	(X)	=	P	(X=k)=Cn,k	pk	qn-k	

Exemplo-lançamento	moedas	
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Solução:		

	Se	X	é	a	variável	aleatória	que	representa	"o	número	de	caras"		
então		

Exemplo	lançamento	moedas	(resolução	com	Excel)	

      

Se	quisermos	calcular	a	probabilidade	de	sair	
	três	caras	em	dez	lançamentos	
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Como	se	distribuem	os	valores	da	variável	aleatória	X,	isto	é,	qual	
a	distribuição	de	probabilidades	de	X	?	

X:	peso,	em	kg,	de	uma	pessoa	adulta	escolhida	ao	acaso	da	
população.	

30 40 50 60 70 80 90 100

0.000

0.015

0.030

Peso

D
en

si
da

de

 

Distribuição	normal	
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A	distribuição	normal	é	uma	das	mais	importantes	
distribuições	contínuas	de	probabilidade	pois:	

	Muitos	fenômenos	aleatórios	comportam-se	de	forma	
próxima	a	essa	distribuição.	Exemplos:		

1.  	altura	

2.  pressão	sangüínea	

3.  peso	
	Pode	ser	utilizada	para	calcular,	de	forma	aproximada,	
probabilidades	para	outras	distribuições.	

Distribuição	normal	
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21
21( ) e

2

x

f x
−µ⎛ ⎞− ⎜ ⎟σ⎝ ⎠=

σ π ,   – ∞ < x < ∞ 

Pode	ser	mostrado	que	

			1.			µ		é	o	valor	esperado	(média)	de	X	(	-∞	<	µ	<	∞)	

			2.			σ2	é	a	variância	de	X	(σ2		>	0)	

Notação : X ~ N(µ ; σ 2) 

A	VA	X	tem	distribuição	normal	com	parâmetros	µ		e	σ2	se		sua	função	
densidade	de	probabilidade	é	dada	por	

Para	cada	par	de	parâmetros	µ	e	σ		
há	uma	curva	diferente	de	f(x)	

Distribuição	normal	
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•  E(X) = µ (média ou valor esperado) 

•  Var(X) = σ 2 (e portanto, DP(X) = σ ) 

•  x = µ é  ponto de máximo de f (x) 
•  f (x) → 0 quando x → ±∞ 

•  µ - σ  e µ + σ  são pontos de inflexão de f (x) 

•  a curva Normal é simétrica em torno da média µ

Propriedades	da	Normal	
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Curvas Normais com mesma variância σ2  

mas médias diferentes (µ2 > µ1). 

µ 
1 

µ 
2 

N( µ 
1 ;  
σ 2 ) N( µ 

2 ;  
σ 2 ) 

x 

Influência	de	µ na	curva	Normal	

Prof.	Natalia	Poiatti																																			IRI-USP		 Estatística Aplicada 



Vu	Pham	

Curvas Normais com mesma média µ,  
mas com variâncias diferentes (σ2

2 > σ1
2

 ). 

Influência	de	σ2 na	curva	Normal	

N(µ;σ1
2) 

N(µ;σ2
2) 

σ2
2  > σ1

2 

µ 

Prof.	Natalia	Poiatti																																			IRI-USP		 Estatística Aplicada 



Vu	Pham	

Cálculo	de	probabilidades	
P(a < X < b) 

a b µ

Área sob a curva e acima do eixo horizontal (x) entre a e b. 
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Se X ~ N(µ ; σ 2),  

0 z 

f(z) 

a – µ
σ

b – µ
σ

Z ~ N(0 ; 1) 

E(Z) = 0  

Var(Z) = 1 

a µ b x 

f(x) 
X ~ N(µ ; σ2) 

XZ − µ
=

σ
definimos 

Prof.	Natalia	Poiatti																																			IRI-USP		 Estatística Aplicada 



Vu	Pham	

P( ) P Pa X b a ba X b Z− µ − µ − µ − µ − µ⎛ ⎞ ⎛ ⎞< < = < < = < <⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ σ σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Portanto, 

Dada a v.a. Z ~N(0;1) podemos obter a v.a. X ~ N(µ;σ2) através da 
transformação inversa 

X = µ + Z σ.

A v.a. Z ~ N(0;1) denomina-se normal padrão ou reduzida. 
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Uso	da	tabela	normal	padrão	

Denotamos : A(z) = P(Z ≤ z), para z ≥ 0. 
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Exemplo: Seja Z ~ N (0; 1), calcular 
a) P(Z ≤ 0,32) 

P(Z ≤ 0,32) = A(0,32) = 0,6255. 
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Encontrando	o	valor	na	Tabela	N(0;1)	

z 0 1 2 

0,0 0,5000 0,5039 0,5079 

0,1 0,5398 0,5437 0,5477 

0,2 0,5792 0,5831 0,5870 

0,3 0,6179 0,6217 0,6255 

M M MM
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b) P(0 < Z ≤ 1,71) 

P(0 < Z ≤ 1,71) = P(Z ≤ 1,71) – P(Z ≤ 0)  

  = 0,9564 - 0,5 = 0,4564. 

Obs.:    P(Z < 0) = P(Z > 0) = 0,5. 

= A(1,71) – A(0) 
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d) P(Z ≥ 1,5) 

P(Z > 1,5) = 1 – P(Z ≤ 1,5) = 1 – A(1,5) 

= 1 – 0,9332 = 0,0668. 
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Como encontrar o valor z da distribuição N(0;1) tal que: 

(i) P(Z ≤ z) = 0,975 

z  é tal que A(z) = 0,975. 
Pela tabela, z = 1,96. 

Z z 
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