SISTEMAS LINEARES DE EQUACOES DIFERENCIAIS NO PLANO

1. UM EXEMPLO

Vamos considerar, inicialmente, o caso de sistemas 2 X 2. ou seja,
sistemas da forma:

r =ax + by

Yy =cx+dy
Exemplo 1.

T =2r + 3y

y=2xr+y

ou, em forma matricial.

HEHIHE

Os autovalores da matriz A = 5 1 ] sao —1 e 4, com autovetores

associados [ _11 ] e [ g ] , respectivamente.

Vamos fazer uma mudanca linear de variaveis:

HEIEI I H R b

Entao temos:
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HEEHRH

Portanto:;
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Assim, nas novas variaveis u e v, o sistema se torna “desacoplado”

U= —1u

v = 4o,

cujas solucoes sao

u(t) = Cre~! e v(t) = Che'.

O par (u(t),v(t)) = (CreM, Cye), define uma curva no plano
uv, cuja forma vamos investigar em seguida. No plano xy teriamos
curvas com o mesmo aspecto qualitativo, que seriam a imagem das
curvas no plano uw, pela transformacao definida pela mudanca de
variaveis acima, ou seja

Zl?(t) = Cle_t + 30264t, y(t) = —C’le_t + 20264t.
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Vamos entao considerar as diferentes possibilidades para sistemas
lineares no plano. No que segue, suporemos sempre que a matriz

c d

b| ., . . L -
A = [ ¢ ] ¢ nao singular, isto ¢, 0 nao ¢ autovalor de A.

2. AUTOVALORES REAIS DISTINTOS

Suponhamos que a matriz A possua dois autovalores reais distintos
A e pu, Neste caso, como vimos, existem sempre dois autovetores
linearmente independentes w; = e wsy associados respectivamente a
e .

Fazendo uma mudanca linear de variaveis:

x S S wi wy U
= UWi +vWy = ) p) ,
Y wy wy v

como no exemplo acima, obtemos o sistema “desacoplado”:
U= \u
U = uv,

cujas solucoes sao

u(t) = CreM e v(t) = Chet,

Se C1 = (9 = 0, temos a solucao nula. No caso geral, o par
(u(t),v(t)) = (CreM e v(t) = Cye!t), define uma curva no plano uw,
cuja ‘forma’ depende do quociente A/u. No que segue, vamos supor
C1 # 0 (consideragoes analogos valem se Cy # 0).

2.1. A/p > 1. Entao temos v(t)* = CoeMt e u(t)* = Cl'eMt. Por-
A

tanto, v(t) = g—%u(t)% e a curva parametrizada (u(t), v(t)), —oo <

t < oo coincide com o grafico da funcao v = Cu®, =z > 0, com

o :
a=5F<leC = o Abaixo, o esbocgo da curva para alguns valores
1
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de C4 e Oy, no caso em que A e i sao positivos. Caso ambos sejam
negativos, o sentido de percurso das curvas se inverte.

-20 -15 -10 -5 5 10 15 20 25

FIGURE 1. \/u>1

A
2.2. 0 < M pu < 1. De modo anélogo, obtemos v(t) = %u(t)“ e
1

a curva parametrizada (u(t),v(t)), —oo <t < oo coincide com o
A

grifico da funcao v = Cu®, u>0,com§>1eC = % Abaixo,
1

o esboco da curva para alguns valores de C7 e Cy. no caso em que A
e 1 sao positivos. Caso ambos sejam negativos, o sentido de percurso
das curvas se inverte.
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FIGURE 2. 0 < \/u <1

2.3. A/ < 0. Procedendo analogamente, obtemos v = Cu®, u >

C/\

K - 2

0, com & < 0eC = or
valores de C e Cy. no caso em que A > 0 e u < 0 sao positivos.
Trocando o sinal de ambos, o sentido de percurso das curvas se in-

verte.

Abaixo, o esboco da curva para alguns

FIGURE 3. A\/u <0
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3. UM UNICO AUTOVALOR REAL

Neste caso, temos duas situacoes distintas. No caso mais simples,
temos um nico autovalor A e o autoespaco associado tem dimensao
2, ou seja, existem duas autofuncoes a duas autofuncoes linear-
mente independentes w; e wy associadas a A. Nesse caso, a situacao
¢ analoga ao caso de autovalores reais distintos A e u, que agora
coincidem.

FIGURE 4. A\/pu =1, auto espaco de dimensao 2

3.1. A/ =1 com autoespago de dimensao 2.
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Finalmente, consideramos os casos em que nao podemos encon-
trar duas autofuncoes linearmente independentes. Como veremos,
nesse caso a matriz do sistema no pode ser diagonalizada e, por-
tanto, no podemos transformar o sistema origanal em um sistema
"desacoplado” por uma mudanca linear de coordenadas.

4. UM UNICO AUTOVALOR REAL COM AUTOESPACO DE
DIMENSAO 1

Consideremos o seguinte:

Exemplo 2.
x=3x — 18y
y =2z — 9y

ou, em forma matricial.

HEEIHE

A equacao caracterfstica é (A + 3)? = 0 e, portanto, o tinico auto-
valor ¢ A = —3
Para encontrar os autovetores associados a —3, devemos resolver a

equacao:
6 —18 x| |0
2 —06 y| |0

obtendo x — 3y =0 & x = 3y.
tomando y = 1, obtemos o autovetor associado

3 : ,
v = [ | ] . Qualquer outro autovetor associado a A = —3 sera um

multiplo de v e, portanto, nao eziste uma base de R* formada por
autovetores da matriz dos coeficientes A. Vamos entao procurar
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um autovetor generalizado, ou seja um vetor w tal que (A — \)w =
v. onde A = —3 é o unico autovalor da matriz A e v é autovetor
associado. Temos entao a equacao:

6 =18 x| |3

2 —6||y| |1
obtendo 2z — 6y =1 <z =3y + 1/2.
tomando y = 0, obtemos o autovetor generalizado

o= [ 1/2 ] |
Fazendo a mudanca linear de variaveis:

Rk b
ORI RBREIH]
- (s )]

Assim, nas novas variaveis u e v, o sistema se torna

-3 1w
10 =3 v |

U= —3u-+v
v = —30.

Da segunda equacao, obtemos
v(t) = Cre 3! e, substituindo na primeira
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w4 3u = Cre™", de onde u(t) = Cote ™ + Cre .
Segue um esbogo da curva (u(t), v(t)), para alguns valores das con-

stantes Cp e ().

A

=

—40

0
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10
=2

FIGURE 5. A\/pu = 1, autoespago de dimensao 1

De fato, pode-se mostrar que o procedimento acima pode ser es-
tendido para o caso geral de um tunico autovalor real com autoespaco
de dimensao 1, ou seja dado o sistema

se a matriz A =

@
y

a b x
c d Y

[ a b x
¢ d Y

. possul um unico autovalor real A,

associado ao autovetor v, entao podemos sempre encontrar um au-
tovetor generalizado w, tal que (A — A)w = v. Seja B™! a matriz
cujas colunas sao os vetores v e w e u, v novas variaveis definidas por
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. , , wl| | A1 u
Entao, teremos, apos alguns céalculos [ ; ] = [ 0\ ] [ . ] :

Assim, nas novas variaveis u e v, o sistema se torna

U= \u-+uv
U= \v.

Da segunda equacao, obtemos

v(t) = Cre e, substituindo na primeira

i — \u = CieM, de onde u(t) = CyteM + CreM.

Segue um esbogo da curva (u(t), v(t)), com A = 1 e alguns valores

para C7 e Cs.

—40 -30 -20 -10 10 20 30 40 50

FIGURE 6. A/u = 1, autoespago de dimensao 1

5. AUTOVALORES COMPLEXOS

a b
d

autovalor complexo A = «a + i3, associado ao autovetor complezo

v. Entao como os coeficientes da matriz sao, por hipdtese, reais,

teremos,

Suponhamos finalmente que a a matriz A =

] , possul um
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(A=XNv=0—=A-Xv=0—=(A— N1 =0.

Portanto, A é outro autovalor de A associado ao autovetor T. Pas-
sando entao para o campo complexo, podemos proceder exatamente
como no caso de autovalores reais distintos, obtendo, apds uma mu-
danca de variaveis linear, as solucoes complexas.

£(t) = eMv = eY(cos Bt +isen Bt)v e n(t) = eMv = e*(cos Bt —
isen [5t)v.

Escrevendo agora v = v1 + v, teremos

£(t) = e (cos Btuy — sen Stug) + 1e™(cos Sty + sen Stuy)

n(t) = e™(cos Stvy — sen Btvy) — ie®(cos Btvg + sen Stuy).

Usando o principio da superposicao, obtemos as solucoes reais:

u(t) = %(5 + 1) = e*(cos ftvy — sen Stvg) e

v(t) = 5 (€ — n) = e™(sen Btuy + cos Ptuy).
A solucao geral sera dada pela combinacao linear

C’lu(t) + CQ'U(t) =
e (C} cos Bt + Cosen St)vy + e (Cy cos Bt — Cisen Bt)v,.

Observemos adicionalmente que,

Av = v = A(vy + ivg) = (a+i6) (v, + 1v9) = A(vy) = avy — P,

e A(vy) = avy — Py

Portanto, a a matriz de A na base {vy, vy} sera

[5 7]

As solugoes u(t), v(t), obtidas acima serao as solugoes do sistema
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HiEdi8!

Abaixo, algumas trajetorias para diferentes valores dos parametros

Q€ B, Cl, Cg.
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FIGURE 7. A =2mi

>

FIGURE 8. A =14 2mi
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FIGURE 9. A =1 —2m
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