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Arvores AVL: Complexidade e Remocao



Arvore AVL - Rotacées -
Relembrando

O processo de rebalanceamento e conduzido utilizando 4
tipos de rotacoes

L.
*‘RR
‘LR
*‘RL

Suponha que o0 novo no inserido é Y:
*As rotacoes sao caracterizadas pelo ancestral A (com fator
de balanceamento +2 ou -2) mais proximo dono Y.




Arvore AVL - Rotacées -
Relembrando

Seja B o filho de A no qual ocorreu a insercao de Y
LL: Y inserido na subarvore esquerda da subarvore
esquerda de A
LR: Y inserido na subarvore direita da subarvore esquerda
de A
RR: Y inserido na subarvore direita da subarvore direita de
A
RL: Y inserido na subarvore esquerda da subarvore direita
de A
'LL(A=+2; B=+1)
‘LR (A=+2; B=-1)
'RR(A=-2;B=-1)
'RL (A=-2; B=+1)




Arvore AVL - Rotacdes Caso LL

Subarvore balanceada




Arvore AVL - Rotacées Caso LL

Subarvore balanceada Subarvore desbalanceada apos insergcao

Altura de B, aumenta para h+1




Arvore AVL - Rotacées Caso LL

Subarvore balanceada Subarvore desbalanceada ap6s insercao
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Arvore AVL - Rotacées Caso LL

pA J Assumindo pA e pB ponteiros para
as subarvores com raizes A e B:
= pB = pA->LeftNode;
A * pA->LeftNode = pB->RightNode;
* pB->RightNode = pA;
* pA=DpB;

\\\\\\\\\\\\\\




Arvore AVL - Rotacées Caso LL

pA J Assumindo pA e pB ponteiros para
as subarvores com raizes A e B:

* pB = pA->LeftNode;

A = pA->LeftNode = pB->RightNode;
0B = pB->RightNode = pA;
* pA=pB;
B
Ar
B, Br




Arvore AVL - Rotacées Caso LL

J Assumindo pA e pB ponteiros para
as subarvores com raizes A e B:
* pB = pA->LeftNode;
= pA->LeftNode = pB->RightNode;
B = pB->RightNode = pA;
P PA = pA=pB;




Arvore AVL - Rotacées Caso LL

0]5] J Assumindo pA e pB ponteiros para
as subarvores com raizes A e B:

* pB = pA->LeftNode;

=} * pA->LeftNode = pB->RightNode;
= pB->RightNode = pA;
A * pA=pB;
A
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Arvore AVL - Rotacées Caso LL

pB pA - Assumindo pA e pB ponteiros para
as subarvores com raizes A e B:

= pB = pA->LeftNode;

B = pA->LeftNode = pB->RightNode;
* pB->RightNode = pA;
* PA=pB;
A
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Arvore AVL - Rotacdes Caso RR

Subarvore balanceada




Arvore AVL - Rotacdes Caso RR

Subarvore balanceada Subarvore desbalanceada apos insercao
-2 —
A I
-1 —
B A h+2
h
A \I/
...... BL . BR TIIlr rIr
W/

Altura de B aumenta para h+1



Arvore AVL - Rotacdes Caso RR

Subarvore balanceada Subarvore desbalanceada apos insergao
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Altura de B; aumenta para h+1




Arvore AVL - Rotacées Caso RR

- Assumindo pA e pB ponteiros para
as subarvores com raizes A e B:
= pB = pA->RightNode;
= pA->RightNode = pB->LeftNode;
* pB->LeftNode = pA;
* pA=pB;




Arvore AVL - Rotacdes Caso RR

J Assumindo pA e pB ponteiros para
as subarvores com raizes A e B:

pB = pA->RightNode;
pA->RightNode = pB->LeftNode;
pB->LeftNode = pA;

PA = pB;



Arvore AVL - Rotacdes Caso RR

J Assumindo pA e pB ponteiros para
as subarvores com raizes A e B:
= pB = pA->RightNode;
= pA->RightNode = pB->LeftNode;
* pB->LeftNode = pA;
* PA=pB;




Arvore AVL - Rotacdes Caso RR

- Assumindo pA e pB ponteiros para
as subarvores com raizes A e B:

pB = pA->RightNode;
pA->RightNode = pB->LeftNode;
pB->LeftNode = pA;

pA = pB;



Arvore AVL - Rotacées Caso RR

1 Assumindo pA e pB ponteiros para
as subarvores com raizes A e B:
* pB = pA->RightNode;
* pA->RightNode = pB->LeftNode;
* pB->LeftNode = pA,
" pA=pB;




Arvore AVL - Rotacdes Caso LR a)

Subarvore balanceada Subarvore desbalanceada apos insercao
’
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Subéarvore rebalanceada




Arvore AVL - Rotacdes Caso LR b)

Subarvore balanceada




Arvore AVL - Rotacdes Caso LR b)

Subarvore balanceada Subarvore desbalanceada apos insercédo




Arvore AVL - Rotacées Caso LR b)

Subarvore balanceada Subarvore desbalanceada apos insergcao
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Arvore AVL - Rotacdes Caso LR c)

Subarvore balanceada




Arvore AVL - Rotacdes Caso LR c)

Subarvore balanceada Subarvore desbalanceada apos insergao




Arvore AVL - Rotacdes Caso LR c)

Subarvore balanceada Subarvore desbalanceada apos insergao
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Arvore AVL - Rotacées Caso LR

P o 1 Assumindo pA, pB e pC ponteiros
para as subarvores com raizes A, B

e C:
= pB = pA->LeftNode;

= pC = pB->RightNode;
* pB->RightNode = pC->LeftNode;
= pC->LeftNode = pB;

° = pA->LeftNode = pC->RightNode;
* pC->RightNode = pA;




Arvore AVL - Rotacées Caso LR

P o J Assumindo pA, pB e pC ponteiros
para as subarvores com raizes A, B

e C:
= pB = pA->LeftNode;

B o = pC= plB-::»RightNude;
* pB->RightNode = pC->LeftNode;

* pC->LeftNode = pB;

° = pA->LeftNode = pC->RightNode;
= pC->RightNode = pA;

.............




Arvore AVL - Rotacées Caso LR

PES o 1 Assumindo pA, pB e pC ponteiros
para as subarvores com raizes A, B

8 L
* pB = pA->LeftNode;

B o = pC = pB->RightNode;
= pB->RightNode = pC->LeftNode;
_ o oC = pC->LeftNode = pB;
e * pA->LeftNode = pC->RightNode;

= pC->RightNode = pA;
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Arvore AVL - Rotacdes Caso LR

P - Assumindo pA, pB e pC ponteiros

para as subarvores com raizes A, B
e C:
A * pB = pA->LeftNode;
pB « pC = pB->RightNode;
pC » pB->RightNode = pC->LeftNode;
* pC->LeftNode = pB;
B = pA->LeftNode = pC->RightNode;
= pC->RightNode = pA;
* pA=pC;




Arvore AVL - Rotacées Caso LR

pC PpA
1 Assumindo pA, pB e pC ponteiros
para as subarvores com raizes A, B
A e C:
* pB = pA->LeftNode;

pB = pC = pB->RightNode;
= pB->RightNode = pC->LeftNode;
= pC->LeftNode = pB;

B = pA->LeftNode = pC->RightNode;

= pC->RightNode = pA;
"= pA=pC;




Arvore AVL - Rotacées Caso LR

- Assumindo pA, pB e pC ponteiros

para as subarvores com raizes A, B
e C:

* pB = pA->LeftNode;

= pC = pB->RightNode;

= pB->RightNode = pC->LeftNode;

= pC->LeftNode = pB;

= pA->LeftNode = pC->RightNode;

= pC->RightNode = pA;

" pA=pC;




Arvore AVL - Rotacées Caso LR

pC

- Assumindo pA, pB e pC ponteiros
para as subarvores com raizes A, B
e C:
* pB = pA->LeftNode;
PA « pC = pB->RightNode:
= pB->RightNode = pC->LeftNode;
= pC->LeftNode = pB;
= pA->LeftNode = pC->RightNode;
= pC->RightNode = pA;
" pA=pC;




Arvore AVL - Rotacées Caso LR

pC

PA
- Assumindo pA, pB e pC ponteiros
para as subarvores com raizes A, B
e C:
= pB = pA->LeftNode;
= pC = pB->RightNode;
= pB->RightNode = pC->LeftNode;
* pC->LeftNode = pB;
= pA->LeftNode = pC->RightNode;
= pC->RightNode = pA;
" pA=pC;




Arvore AVL - Rotacdes Caso RL a)

Subarvore balanceada Subarvore desbalanceada apos insergcao
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Subarvore rebalanceada




Arvore AVL - Rotacdes Caso RL b)

Subarvore balanceada Subarvore desbalanceada apaos insergao




Arvore AVL - Rotacées Caso RL c)

Subarvore balanceada
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Subarvore rebalanceada
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Balanceamento de arvores AVL

* Uma arvore AVL de altura h é balanceada se h =
O(log(n))

*Outra forma de pensar: Dada uma arvore AVL de
altura h, qual seria o valor minimo possivel para
n?



Balanceamento de arvores AVL

e Uma arvore AVL de altura h @ balanceada se h =

O(log(n))
*Outra forma de pensar:




Balanceamento de arvores AVL

*Seja Tw uma arvore AVL com altura h e numero
minimo de nos.

Nesta defini¢do — h=4

O

N

r -

T1

T2

T3

T4



Balanceamento de arvores AVL

eBasta calcular um limite inferior do numero de nos
de T. . Seja |Tsw| o numero de nos de Tk.

-

|7

h

0 0

(T, = 0 , para h = 0 : ‘
 |Th| = | , para h =1 = .
S fFh — 1+|z}1—1‘+|ﬂ1—2‘ 3 Pdldh> 1 ’ !
4 7

5 12

6 20

7 33

8 54

9 38

=

143




Sequencia de Fibonacci:

i
Ih
fn

Jn = %{(Hz\/g)h - (1_2\/5)}1

0 . para h =0
1 ., para h =1
fho1+ fh—o ,para h>1

|:-[}L| 2 fh



Balanceamento de arvores AVL

Th| > fa

fu=J5| (%) - (55)"

Cc:.mc:-_1 (1_'\/5)h < 1  Temos |Th| > \}3(1+2\/3)h = |




Balanceamento de arvores AVL

‘ﬂm‘ 2 fh

fn = % [(1+2\/g)h - (1_2\/5)’1

(1_‘/5)’Z <1 Temos |Tp| > \}5(1_'_2‘/3)}1 —1

h < o 10%‘2(‘Th‘ + 1) 5 10ga(\/5) 7 1+v/5

log, a

h = O(logn)

AVL é uma arvore balanceada!




Remocao em arvores AVL

*A remocao em arvores AVL e similar a remocao em
uma Arvore Binéria de Busca (ABB).

*Todavia, é preciso verificar o balanceamento e, se
necessario, aplicar algumas das rotacoes.



Remocao em arvores AVL

Antes da remocéao




Remocao em arvores AVL

Depois da remocéao




Remocao em arvores AVL

Depois da remocéao Depois do rebalanceamento




Remocao em arvores AVL

Antes da remocéao




Remocao em arvores AVL

Depois da remocgéao Depois do rebalanceamento

Sem necessidade
9 de rebalanceamento

Obs: foi utilizado o maior elemento da subarvore esquerda do né sendo removido




Remocao em arvores AVL

Antes da remocao




Remocao em arvores AVL

Depois da remocéao




Remocao em arvores AVL

Depois da remocao Depois do rebalanceamento




Remocao em arvores AVL

Antes da remocao




Remocao em arvores AVL

Depois da remocédo Depois do rebalanceamento

Sem necessidade
8 de rebalanceamento

(2 (10)
@ @ @
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Remocao em arvores AVL

Antes da remocao

(3
(2 (10)
O @ W
(&)




Remocao em arvores AVL

Depois da remoc¢ao

r/ ‘-2*“ ”“




Remocao em arvores AVL

Depois da remocgéao Depois do rebalanceamento

RL
r,‘:éh\l I
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