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CONTINUIDADE: CONCEITO

@ A intuicdo é a mesma: pontos préximos tem imagens préximas,

e

gréfico ndo da “saltos” etc.

@ Formalmente também (com as devidas adaptag¢des no conceito de
distancia no dominio)
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FIGURA: Continuidade de uma funcio f : RZ — R.

ALEXANDRE LYMBEROPOULOS



CONTINUIDADE: POR EXTENSO E PROPRIEDADES

@ Dizemos que f: A C R?2 — R é continua em (xg, yo) € A se, para
cada € > 0, existe & > 0 tal que quando |[(x,y) — (x0,y0)|| < &
temos |f(x,y) — f(x0, y0)| < €.

@ Viu como é a mesma coisa?
@ A continuidade sé faz sentido para pontos no dominio da funcgao!

@ As propriedades da fun¢des continuas num ponto (xp, yg) sdo as
mesmas: além de formarem um subespaco vetorial do espaco das
fungdes com dominio contendo (xg, yp), o produto e o quociente
(desde que o denominador n3o se anule naquele ponto) de duas
dessas fun¢des também é continua.
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COMPOSTAS

@ Um composicado de tais funcdes muito importante é aquela com uma
curva no plano, v: | C R — R? (precisamos que Imy C Dy):

(fFoy): I = R.

@ Essas compostas sdo fun¢des como as que estudamos no célculo 1 e
vao ajudar a entender o comportamento de f.

@ Se 7y e f s3o continuas, em ty e (xp, yo) = Y(tp) respectivamente,
entdo f oy é continua em ty.

@ Isso mostra que se, ao longo de alguma curva continua 7 que passa
por (xo, o), f oy for descontinua, ent3o f serd descontinua em

(x0, ¥0)-
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EXEMPLOS

e :R2 — R constante é continua.

@ Se f: IR?2 — R é continua, ent3o suas restricoes aos eixos
coordenados também o s3o, pois sdo as compostas de f com curvas
continuas que parametrizam tais eixos.

@ Com isso vemos que se f se escreve como soma, produtos,
quocientes ou compostas de expressdes, que dependem
continuamente de cada uma de suas variaveis, entdo é continua.

@ Um conceito que permite detectar a continuidade ou descontinudade
de f num ponto é o de limite:
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LIMITES

@ Objetivo é estudar o comportamento da fun¢do na vizinhanga de um
ponto (que pode n3o estar no dominio, mas precisa estar
“arbitrariamente préximo" de pontos do dominio). Tais pontos sdo
chamados ponto de acumulagdo do dominio de f.

@ Se (xp, yo) é um ponto de acumulagdo de A, dizemos que
f: ACR? = R tem limite L € R em (xg, yg) se, para cada € > 0,
existe 6 > 0 tal que quando 0 < ||(x,y) — (x0, ¥0)|| < & temos
[f(x.y) = f(x0. y0)| <e.

o Notac3o: lim f(x,y) = L.
(x.y)=(x0.%0)

@ Compare criticamente com a definicdo de continuidade.

@ Como calcular?
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CALCULO DE LIMITES: PRINCIPAIS RESULTADOS - I

TEOREMA (LIMITE DE FUNCOES CONTINUAS)

Se f € continua em (xg, yo) (e portanto definida ali), temos

lim  f(x,y) = f(x0,%0)-
(x,y)—=(x0.¥0)

TEOREMA (DO CONFRONTO)

Se f(x,y) = g(x,y)h(x,y), com
@ g limitada numa vizinhanga de (xo, yo) (ou seja |g(x,y)| < M nessa
vizinhanga) e
lim h(x,y) =
o S
entdo lim f(x,y)=0.
(x.y)=(x0.%0)
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CALCULO DE LIMITES: PRINCIPAIS RESULTADOS - II

TEOREMA (LIMITE AO LONGO DE CURVAS)

Seja f: AC R? — R uma fungio tal que

lim f(x,y) = L.
(x,y)—=(x0,¥0) bey)

Entso tl;rrg (f oy)(t) = L, para toda curva v : | C R — R?, continua
0

em tg € | tal que Imy C Ds.

@ A maneira mais interessante de usar o resultado acima é na
contrapositiva: se existem duas curvas, ao longo das quais os limites
das compostas sao distintos, entao f ndo tem limite naquele ponto.
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EXEMPLOS - I

| (x2 +1)sin(yx) — /x2+ (y — 4)2

im :

(x.y)=(0,0) (x—=1)3+y?

como a fun¢do em questo € continua no ponto (0, 0), temos que

lim f(x,y)=f(0,0) = 4.
(x.y)—(0,0) () 0.0
- sin(x? 4+ y?)
(xy)=(00) X2 +y?
podemos fazer u = x? + y? e ento (x,y) — (0,0) <= u — 0,
logo

, sin(x2 + y?) . sinu
lim 5 = lim =1
(xy)=(0,0)  x*+y u=0 U
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: x*sin(x? + y?)
° lim — a5
(x,y)—(0,0) X*+y
@ como 0 < x* < x* + y? para todo (x,y) € R?\ {(0 0)} temos que

x4

0 1,
<A

um fator limitado.
© Além disso,

lim sin(x2 +y%) =0 or qué?).
o ™00) (x*+y7) (por qué?)

@ Logo

4ain(y2 4 2 A

lim % = lim 7sm(x +y3) =o.
(x,y)—(0,0) x4y (x,y)—(0,0) X +}/ N——
——

limitado

—0

@ Como mostrar que algo é limitado? Vem pra aula!
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EXEMPLOS - 111

("] lim %:
(x.y)=(0,0) X* +y
@ Compondo com a curva y1(t) = (t,0), t € R temos

. tx0 .
(Fom)() = im zr-ge = fm0 =0

lim
t—0
@ A curva 12(t) = (0,t), t € R, d4 o mesmo valor e portanto n3o

ajuda... (Por que mesmo?)
© Compondo com a curva y3(t) = (t, t), t € R temos

tXt 1
lim (f o t) = lim —5 = —=.
t—)O( 73)(t) t—0 t2 + t2 2
Logo concluimos que o limite em questdo ndo existe.

@ Como encontrar as “curvas certas”? Vem pra aula!
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