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Na Fisica Cléssica

@ Na Dinamica Cléssica (ndo-relativistica), as Leis de Newton comandam a evolug¢ido temporal:

dp _
o =F

—ma‘c:>5c'—F
P= m

@ ou aequagdo de Lagrange (L =T — V):

oL _d (LY _g
ox dit \ox /)

@ ou as equagdes de Hamilton (H =T + V):

dp_on dx_om
dt ox’ dt —  ap

@ Mas nido na Mecanica Quéantica!!

> (mas veremos que existem muitos pontos em comum com a representagdo hamiltoniana da Mecanica
Cléssica)
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A equacgdo de Schrodinger

@ Na mecénica quantica, procuramos por uma fun¢ao de onda que satisfaga a Equacao de
Schrédinger

A Equagao de Schrodinger unidimensional para uma particula é

W %Y oY
—%@(x,t) +V(x)¥(x,t) = zhg(x,t)

x € a posigdo, t € o tempo

m é a massa da particula

V(x) é a func¢do energia potencial sentida pela particula
» é comum chamar V(x) simplesmente de potencial

h é uma constante:

h
h=_— =1,0545718 x 10~3*Js
2

» h é a constante de Planck: | 1 = 6,62607004 x 103* Js

e ¥(x,t)éachamada funcdo de onda
» ¥(x,t) em geral é um nimero complexo
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Lembrete: nimeros complexos

Ntumero complexo z: |z = a + bi

» a e b sdo nimeros reais

(]

@ Veja que z = |z| (cos 0 + isenb)
@ Equacao de Euler: para 0 real,

@ g éapartereal: Re(z) =a 5
0 :
@ b ¢é a parte imaginaria: Im(z) = b ¢’ =cosf+ zsenQ ‘
. it _
e i é a unidade imagindria: i = v/—1 > em particular, ¢ = —1

< ) N )
- veja que H e Entdo é possivel escrever: |z = |z|e

Diagrama de Argand: @ O conjugado complexo de z é

» sezéreal = z* =z

Im(z) ,
) z o pode-se também escrever|z* = |z| e "
1 » (pois o argumento de z* é —0)
N ! , ‘
N | @ Repare que z*z = |z[e? |z]e™ = |2z = |z
1 » = z"z é sempre real e positivo
6 ! . . .
p Re(z) @ para achar z*, basta trocar i por —i
» exemplo:
@ Omoédulodezé |z| = Va2 + b2 5 . N
1 —ol
@ 0 é o argumento de z > = > :
cos(7t/3) —4i cos(7t/3) +4i

@ |z| e 0 sdo sempre reais, com |z| > 0
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Lembrete: nimeros complexos

Outras relagoes tteis

® z +z* = 2Re(z) é sempre real
e z —z" = 2iIlm(z) é sempre imagindrio

@ Repare que, como

¢ = cos® + isen

e ¥ = cosh —isenb|,
segue que
¢ +e % =2cos6
e — e = 2isend
@ ou seja,
oif 4+ o—if
cosf = ———
2
i0 _ p—if
senf = »
21
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o Em frac¢des complexas do tipo

21
Z)

podemos sempre tornar o denominador real

fazendo .
1 %y
Zy Z3
ou seja,
2125
z=—"=
222,

em que 2z} = |z3|? é real.

e Exemplo:
1 1 —i —1 —1
TE= TS = = = 1
i i —i —i? 1
. 1 .
vale a pena memorizar a relagdo | - = —i
i
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Plano de aula

Q Interpretagdo estatistica da fungdo de onda
@ Normalizacdo da equacdo de onda
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Interpretacgdo estatistica da fungdo de onda

@ A funcdo de onda define uma distribui¢do de probabilidades, tal que
Y (x,t) ¥ (x,t)dx

é a probabilidade de encontrar a particula no intervalo [x, x + dx] no instante ¢
» ¥*(x,t) é o complexo conjugado de ¥ (x, t)
* repare que Y*(x,t) ¥(x,t) = |¥(x,t)|* é real e positivo

Yy

X1 X X

e veja que ¥(x — too,t) — 0, para que ¥ seja

@ a probabilidade de encontrar a particula
P P quadrado-normalizavel:

em x; < x < xp no instante t é

Ppo(t) = / P (x, ) ¥ (x, £) dx / - Y (x, ) ¥(x, t)dx =1

—00
1

> ou seja, a particula tem que estar em algum lugar!
» mas, diferentemente da Fisica Classica, ndo
sabemos exatamente onde ela se encontra!!!

» Pjp(t) ndo depende de x, apenas de ¢
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X

e veja que ¥(x — £oo,t) — 0, para que ¥ seja

@ a probabilidade de encontrar a particula
P P quadrado-normalizavel:

em x7 < x < xp no instante t é

Pi(t) = / P (x, £) W, £) dx / - P (x, 1) ¥(x t)dx =1

—0o0
1
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Normalizacgao e equacdo de Schrodinger

e Veja que, se a fungdo ¥(x, t) é solucdo da equagdo de Schrodinger

n* 9%y 0¥
—%ﬁ(x,t) +V(x)¥(x,t) = zhi(x,t) ,
a funcao
Ya(x,t) =A¥(x,t),
com A qualquer constante complexa, também é solugao.
@ Portanto, é preciso encontrar A tal que
—+o0
A" (x,t) A¥(x, t)dx =1

@ ou seja:
-1

+o0
A = |A]? = U ¥ (x, £) ¥ (x, £) dx

» como apenas o médulo de A interessa, posso escolher A real e positivo

* em principio poderia também escolher A real e negativo, ou até mesmo complexo
* A complexo introduz apenas uma fase ¢4, em A = |A|e’4, sem significado fisico.
* se A éreal e positivo, 84 = 0 (ou um mdltiplo inteiro de 27r)
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Exercicios

Exercicios
1. No instante t = 0 uma particula é representada pela fun¢do de onda

Az, 0<x<a
¥(x,0) = Alé%;‘, a<x<b

0, caso contrario

sendo A, a e b constantes reais.

(a) Normalize V¥, isto é, escreva A em termos de a e b.

(b) Esboce ¥(x,0) como fungdo de x.

(c) Onde é mais provavel achar a particula em t = 0?

(d) Qual é a probabilidade de encontrar a particula a esquerda de a? Verifique o resultado nos casos
limitesbh =aeb = 2a.

(e) Qual é o valor esperado de x?

2. Considere a funcao de onda '
Y (x,t) = Ae Mlp—iwt

sendo A, A e w constantes reais.
(a) Normalize Y.
(b) Determine os valores esperados de x e de x2.
(c) Encontre o desvio padrao de x. Esboce o gréfico de |¥|2 em fungio de x e marque os pontos x + o,
para uma ideia do “espalhamento” de x. Qual é a probabilidade de encontrar a particula fora desse
intervalo?
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Invaridncia temporal da condi¢do de normalizacdo

@ De acordo com a interpretacdo estatistica da mecanica quantica, a fun¢ao de onda precisa estar

sempre normalizada.
@ Portanto, a normalizac¢ido da funcdo de onda,

P() = /+O°‘I’*(x,t)‘i’(x,t) dx =1,

—00

precisa valer em qualquer instante ¢.

@ Ou seja, é preciso que

AP d ([t B
E‘ﬁ(/ ‘I’(x,t)‘I’(x,t)dx)—O

—00
em qualquer instante .

@ Vamos demonstrar esse resultado
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Invaridncia temporal da condi¢do de normalizacdo

e Como

2_1: _ % (/+W‘F*(x,t)‘1’(x,t) dx)

[oe]
@ entao

P o9
ﬁ‘/_w S [¥ (6, 0) ¥ (3, )] dx

» veja que, dentro da integral, a derivada é parcial, pois ¥ e ¥* dependem de x e t, ao passo que a
integral depende apenas de ¢

@ Vamos simplificar um pouco a notagéo:
ap 0

» subentende-se que a integral vai de —coa +coe ¥, ¥* sdo fungdes de x e t.

@ usando a regra da cadeia:

i—fz/(aT ‘I’+‘~I’*8—T> dx

ot ot
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Determinacdo das derivadas temporais
usando a equacao de Schrodinger

e Em notagdo simplificada, a equagdo de Schrodinger é

n* 92Y oY
C2m 9x2 +VE = ha_

lembrando que o potencial V é uma funcao real de x

@ isolando a derivada temporal de ¥:

oY oty 1
o amioe Tt
@ usando 1/i = —i:
oY  ih °Y i
ot  2mox: h
@ seu complexo conjugado entdo é
* VAR
oY*  ih oY +1V*‘P*

ot  2m o9x2 'k

» como V éreal, resultaque V* =V

LOM3260 (EEL-USP, 2019) A Equagao de Schrodinger e a fungdo de onda

Prof. Luiz T. E Eleno

14 /38



@ Substituindo as derivadas temporais na equagdo

P () o

dt ot ot
obtemos ip - ; i 2y ;
5:/<_%WT+}’—M+%W‘Y — *)dx
o P ih [ [P 2
at " om (ax2T ‘F*N)dx

@ Vocé pode verificar que

2\ * 2 *
PH o PY a(a‘fT T*G_T>

ox2 9x2  o9x \ox = ox
° Entao dP ih J0 (Y B‘P
Z *
i om a(x“’ 8x)dx
ou seja,

. * —+o0
[y 2]
dt o

ox  ox|_
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Invaridncia temporal da condi¢do de normalizacdo

@ Para terminar o cédlculo de
dp il [a\F*T - a‘y] oo

dt ~ 2m|ox 0 ox|

precisamos saber o valor de ¥ em x — o0

@ Aqui entra a condigdo de normaliza¢do: como vimos, se
—+o0
/ ¥ (x,1)2dx = 1
—00

¢ preciso que
Y(x — £o0) -0

caso contrario, ¥ ndo seria quadrado-normalizavel

@ Com isso, demonstramos que

ar _
dr

0
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Plano de aula

@ Distribuigio de probabilidades, valores esperados e operadores
@ Valor esperado da posigdo
@ Valor esperado da velocidade v
@ Lembrete: Integracdo por partes
@ Valor esperado do momento linear p e operadores
@ Valor esperado de operadores
@ Valor esperado do potencial e do hamiltoniano
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Valores esperados

@ Ja que ¥*Y é uma distribuigado de probabilidades, podemos calcular propriedades estatisticas

como média, mediana, variancia, desvio padrao, etc.
» em mecanica quantica, a média é chamada de valor esperado

@ O valor esperado de qualquer fungdo Q(x,t) no instante ¢ é

+o0
(Q) = / Qx, t)¥*(x, 1) ¥(x, t)dx

—00

» repare que (Q) é uma fungdo de t

@ em notagdo simplificada, podemos escrever

Q= [Q¥vax

@ E melhor ja se acostumar a escrever de forma ligeiramente diferente:

Q= [ ¥ Q¥dx

» o motivo ficard claro em breve!
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Valor esperado da posigdo x

@ o valor esperado para x é

(x) = / T (1) 0 W (o, ) dx

—00

ou, em notacdo simplificada:

(x) = /‘-I’*x‘I’dx

@ Com base na Fisica Classica, Paul Ehrenfest postulou que o valor esperado da velocidade v é

e o valor esperado para o momento p é

@ Precisamos, entdo, calcular d (x) /dt para determinar (v) e (p)
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Valor esperado da velocidade v

@ o valor esperado da posicao é

(x) = /‘I’*x‘I’dx

@ entdo o valor esperado da velocidade é

(v) = d;? = % (/‘P*x‘l’dx>

@ a derivada passa para dentro da integral como derivada parcial:

(o) = /%(‘Y*x‘l’) dx
@ Como x e t sdo varidveis independentes:
(v) = /x3 (P*Y) dx
ot
@ ja calculamos a derivada dentro da integral:

ih [ 9 (oY 0¥

que pode ser simplificada por integra¢ao por partes
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Lembrete: integracdo por partes

@ Considere duas fungdes, f(x) e g(x).

@ Do célculo diferencial, a regra da cadeia diz que

d(fg) = fdg + gdf

e portanto
fdg = —gdf +d(fg)

@ portanto, no célculo da integral [ fdg,

/abfdg= —/ﬂbgdf+/ubd(fg)

ou seja,

[ sig = [ sdf + !
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Exemplo de aplicacdo

e Calcule a integral

7T
I :/ xsenxdx
0
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Exemplo de aplicacdo

e Calcule a integral

7T
I :/ xsenxdx
0

@ Solugio: Fazendo

Teremos

LOM3260 (EEL-USP, 2019)

f=x = df =dx
dg =senxdx = g = —cosx

T
1= —/ —cos xdx + [—x cos x|}
0

7T
I:/ cosxdx + 7w
0

0
I = [senxiy + 7

=I=r
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Outro exemplo

e Calcule a integral

I=/ xe *dx
0
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Outro exemplo

f(x)

e Calcule a integral

I=/ xe “dx
0

@ Solugio: Fazendo

f=x = df =dx
dg =e “dx = g=—e"

Teremos 0
I= —/ —e M dx + [—xe= T,
0

(lembre que e~ vai a zero “mais rdpido” que x para x — c0)
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Valor esperado da velocidade v

@ voltando ao problema original:

zh 9 (JoY* LY
(v) = — ax<ax‘1’—‘1’ $> dx

@ Vamos fazer

f=x = df =dx
d_ai(a‘l’ B‘I’) _a‘qu \Fa‘{’

ax T oy

in Y . 0¥
=)= o _/<axT Yoax

(o altimo termo é nulo porque ¥ (+o0) — 0)

in oY oy

(/‘P*—d —/aj*wdx>

@ vamos integrar por partes a segunda das integrais da equagdo acima —
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@ Vamos integrar por partes:

Iz/aaly Yix
@ Fazendo
f=Y = df =—
dg = axdx = g=Y%"
0
/‘F* ——dx + [T
e portanto

/‘I’*—dx
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Valor esperado da velocidade v

@ Voltando a expressdo para (v):

it ¥ o

@ chegamos finalmente a (v):

Cd(x)  in [ .0¥
W)= = m/T ax °%
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Valor esperado do momento linear p e operadores

@ usando a expressao para o valor esperado do momento linear (p):

(p) =m (v)
@ encontramos (p): oY
(p) = —ih/‘l’*gd"

@ que pode ser colocada de forma muito mais sugestiva:

(p) = /‘Y* (—ihai) Ydx

que nos leva a postular que, em mecanica quéntica, p é representado por um operador p dado
por

2
p——zhg

» um operador é simplesmente uma instrugdo para se fazer algo com a fungdo que o segue

HA

>0 sobre p (p) serve para identificd-lo como um operador

@ p é um operador diferencial

@ podemos encarar £ como um operador multiplicativo, , pois

(x) = /‘P*x‘l’dx
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Valor esperado de operadores

@ Vamos pensar numa fungdo conservativa qualquer Q da Fisica Classica
» Q deve ser fungdo da posigdo e do momento da particula: Q(x, p)
* exemplos: energia cinética, energia potencial, energia total, momento linear, momento angular, . ..
@ Na Fisica Quéntica, a grandeza Q(x, p) é representada por um operador Q(%,p), com £ = x e

p—p=—ind/ox:

A .9
Q(x,p) — Q <x, — zhax>

e O valor esperado do operador Q(%, p) serd

ou, em notacdo simplificada,

Q= [¥Qvax

» repare que Q age sobre a funcdo ¥ que a segue
% por isso, é costume chamar a integral acima de “sanduiche” de Q
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Valor esperado de operadores
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Valor esperado da energia cinética T

@ Exemplo: energia cinética, dada na Fisica Classica por

D 2 2
AP S (R Y SRS I
T_2 _2mpp_2m( lhax)( lhax  2mox?

e portanto, o operador energia cinética é

n* 92
" 2mox?

~
I

@ o valor esperado de T' é:
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Valor esperado do potencial e do hamiltoniano

@ No nivel atdbmico, todas as forgas sdo conservativas (F = —dV /dx).
» por isso, a energia potencial V(x) depende apenas da posi¢ao.

N

» = o operador quantico correspondente é multiplicativo: | V = V(x)

@ = o valor esperado para o potencial é

(WZ/TW@WM

@ Para forcas conservativas, a hamiltoniana H é igual a energia total:

2
H:T+V:;

@ = o operador que representa a energia é o operador hamiltoniano:

. 92

A=T+V =10+ V()

@ o valor esperado para o operador hamiltoniano é

(H) = / YAy = / ¥ (T + V) ¥dx

2 52
=|(H) = /‘F* <_2hmaaxz +V(x)) Ydx
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O operador hamiltoniano e a equagdo de Schrodinger

@ Compare a tltima equagao,

/‘I’*( 2 9% 2+V(x)>‘i’dx

com a equagado de Schrodinger,

h? 0%Y a\F
que pode ser reescrita como
h? 92 ) 4
<—%@ + V(x)) Y = lhg
ou seja,
oY
— hﬁ

que é uma forma bem mais compacta de se escrever a equagdo de Schrodinger!!!
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Exercicios

Exercicios
3. Calcule d (p) /dt. A resposta,

é outra manifestacdo do postulado de Ehrenfest: valores esperados obedecem leis cldssicas.
Olhe bem: na Fisica Cléssica,

dp_ WV _p

dt ox
é a2? lei de Newton!!

4. Digamos que vocé adicione uma constante Vj ao potencial. Na Mecanica Classica nada muda (é
apenas uma mudanga do referencial), mas e na Mecéanica Quéntica? Mostre que a fungao de
onda ganha um fator de fase e~/"*/". Qual ¢ o efeito disso sobre o valor esperado de uma
grandeza qualquer?
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Plano de aula

© Principio da incerteza
@ Variancia e desvio padrao
@ Principio da Incerteza
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Varidncia e desvio padrao

e Em estatistica, a variancia da funcéo g(x,t), indicada por qu, é definida como

o = ((qg—(a))?)

> ou seja, a varidncia é o “valor esperado do desvio quadrético da média”
@ essa equacdo pode ser simplificada da seguinte forma:

ot = (=2 () + (9)*)
= () —2(q(a)) + ((0)°)

@ veja que (g) é constante em relacdo a x (depende apenas de t), entdo

0? = (%) —2(q <‘1>2

@ portanto:

02 =) — (9)°

@ o desvio padrao de g, indicado por 0y, € dado por

— 2
07 =1/ %

ou seja,
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Varidncia e desvio padrao de operadores

@ A funcdo cléssica q(x, t) se transforma no operador (quantico) 4
» o valor esperado de qualquer operador ¢, como de costume,

@)= [¥avdx

@ assim, a variancia de 4 é

o? = (G- 1)) = /‘P (4 — (g)* ¥ dx
ou ainda
o = () — (9)* = /‘I’*ﬁz‘lfdx - /‘I’ (9)* ¥ dx

ou

o = ()~ @) = [YP¥dx— (@) [¥¥ax

» lembrando que §%> = 4§ — é o operador § aplicado duas vezes
> lembre também que, se ¥ estd normalizado = f Y*Pdx =1

Exercicios
@ Complete os exercicios do slide 11.
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Principio da Incerteza de Heisenberg

@ Na mecénica quantica, a particula tem um cardter ondulatério

@ o comprimento de onda A relaciona-se com o momento p de acordo com a férmula de de
Broglie:

_h _2rh
P=X= A

@ Mas, podemos falar apenas em valores esperados de operadores, com seus respectivos
desvios-padrdo
> isso vale também para o operador momento § e para o operador posigdo £
> ou seja, ndo sabemos com precisdo nem a posi¢do nem o momento de uma particula, apenas sua
distribui¢do
> o desvio-padrdo de £ é da mesma ordem de grandeza de A
@ 0s desvios-padrao dessas duas grandezas relacionam-se pelo Principio da Incerteza de
Heisenberg:

N S

Ox0p 2

» mais adiante, veremos a expressdo geral para o Principio da Incerteza, que estd embutido na equagdo
de Schrodinger e na normalizagdo da fung¢do de onda.
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Exercicios

Exercicios

5. Uma particula de massa m se encontra no estado (ou seja, com a fun¢do de onda)
¥(x,£) = Ae-olm?/n) it

sendo A e a constantes reais positivas.

(a) Ache A.
(b) ¥ é solugdo da equagdo de Schrodinger para qual potencial V(x)?
(c) Calcule os valores esperados de x, p, x% e p?.

(d) Determine oy e 0. O produto dos dois € consistente com o Principio da Incerteza?

6. Seja P,p(t) a probabilidade de encontrar a particula no intervalo 4 < x < b no instante ¢.

(a) Mostre que
dp,
T =J@n =]

onde
ih oY* 0¥

Quais sdo as unidades de J(x, {)?
(b) Encontre J(x,t) para a funcdo de onda do Ex. 5.

Comentdrio: | é chamado de fluxo (ou corrente) de probabilidade, pois nos diz a taxa em que a
probabilidade “flui” através de x. Se P,;(t) aumenta com ¢, entdo mais probabilidade flui para a
regido a < x < b do que a deixa nesse instante.
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Mais exercicios

Exercicios

7. Em geral, a mecanica quantica é relevante quando o comprimento de onda de de Broglie (A = I/ p) da particula em
questdo é maior do que o tamanho caracteristico do sistema (d). Em equilibrio térmico a temperatura absoluta T, a
energia cinética média de uma particula é

2
p 3
= —kgT
2m 2 P
(kg = 1,38 x 10-23J/K é a constante de Boltzmann) e, portanto, o comprimento de onda tipico de de Broglie é
h

vV 3kaT ’

O objetivo deste problema é antecipar quais sistemas terdo que ser tratados quanticamente e quais podem
tranquilamente ser descritos classicamente.

(a) Sélidos. O parametro de rede de um sélido tipico é de cerca de d = 0,3 nm. Encontre a temperatura abaixo da
qual os elétrons livres” desse sélido sdo quanticos. E um nticleo (use o sédio como exemplo)? Conclusio: em
s6lidos, os elétrons livres sdo sempre quanticos; os niicleos quase nunca o sdo. O mesmo vale para liquidos
(onde o espagamento atdmico é quase o mesmo), com excegdo do hélio abaixo de 4 K.

(b) Gases. Para quais temperaturas os &tomos de um gés ideal monoatémico a pressdo P sdo quanticos? Dica: use a
equacdo do gas ideal, PV = NkgT, para deduzir o espacamento interatémico médio. R.:

T < (1/kg)(h*/ 31’11)3/ 5p2/5 Para o gds mostrar comportamento quantico, é preciso que # seja 0 menor possivel,
e P tao grande quanto possivel. Faca o célculo para o hélio a pressao atmosférica. O hidrogénio no espaco
sideral (onde o espagamento intermolecular é de cerca de 1cm e a temperatura é de 3K) é quantico?

“nos sélidos, os elétrons das camadas mais internas estdo ligados aos nticleos; para eles, o comprimento caracteristico é o raio atomico.
Mas os elétrons mais externos estdo apenas fracamente ligados; para eles, a distdncia relevante é o parametro de rede. Tais elétrons sao
chamados de elétrons de valéncia. Em alguns metais, sio chamados também de elétrons livres.
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