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Movimento no Espaco:

Velocidade e Aceleracéo

Nesta secao, mostraremos como as ideias dos vetores
tangente e normal, assim como as de curvatura, podem
ser usadas na fisica para estudar o movimento de objetos,
sua velocidade e sua aceleracao, guando estao se
movendo ao longo de uma curva espacial. Em particular,
seguiremos o0s passos de Newton, usando seu metodo

para deduzir a Primeira Lei de Kepler para o0 movimento
planetario.
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Velocidade e Aceleracao
Suponha que uma particula se mova no espaco de forma

gue seu vetor posicao no instante t é r(t). Observe da
Figura 1 que, para pegquenos valores de h, o vetor

r(t + h) — r(1)
h

se aproxima da direcao da

particula que se move ao longo
da curva r(t). Seu modulo mede
o tamanho do vetor deslocamento ¢~

0]
por unidade de tempo. /\*

Figura 1
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Velocidade e Aceleracao

O vetor [1] fornece a velocidade media no intervalo de
tempo de comprimento h e seu limite € o vetor velocidade

v(t) no instante t:

_ V(i) = !hi% r(r + h})l — r(?) (0

Portanto, o vetor velocidade é também o vetor tangente e
tem a direcao da reta tangente a curva.

A velocidade escalar da particula no instante t € a
magnitude do vetor velocidade, ou seja, |v(t)].
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Velocidade e Aceleracao

Isto € apropriado, pois, a partir de[2], temos

lv(D)| = |r'(t)| =— = taxa de variacao da distancia com
relacao ao tempo

Como no caso de movimento unidimensional, a
aceleracao da particula € definida como a derivada da

velocidade:

a(t) = v'(t) = r"(t)



!mplo 1

O vetor posicao de um objeto em movimento em um plano
é dado por r(t) =t3i + t?j. Determine a sua velocidade, a
velocidade escalar aceleracao quando t = 1 e ilustre
geometricamente.

SOLUCAO: A velocidade e a acelerac&o no instante t sdo
v(t)=r'(t) = 3t21 + 2t |
a)=r"(t)=6t1+2]

e a velocidade escalar é

[v() | = V3122 + (212 = /91* + 412




!mplo 1 — Solucao

Quando t =1, temos

continuacao

v(l)=3i+2j al)=6i+2] |v()|=v13

Os vetores velocidade e aceleracao estao mostrados na
Figura 2.

Figura 2



Movimento no Espaco:

Velocidade e Aceleracéo

Em geral, por integracao vetorial podemos recuperar a
velocidade quando a aceleracao for conhecida e a posicao
guando a velocidade for conhecida:

v(t) = v(ty) + J: a(u) du r(r) = r(z) + J: v(u) du

Se a forca que age sobre a particula € conhecida, entao a
aceleracao pode ser determinada a partir da Segunda Lel
de Newton para o Movimento. A versao vetorial dessa lel
nos diz que, se em qualquer instante de tempo t, uma forca
F(t) age sobre um objeto m produzindo uma aceleracao
a(t), entao

F(t) = ma(t)



Componentes Tangencial e
Normal da Aceleracao
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Normal da Aceleracao

Quando estudamos o0 movimento de uma particula, é
frequentemente util decompor a aceleracao em duas
componentes, uma na direcao da tangente e outra na
direcao da normal. Se escrevemos v = |v| para a
velocidade escalar da particula, entao

r'(?) v(?) \Y

O] [v)] v

e, assim, v=vT
Se derivarmos ambos os lados em relacao a t, obteremos

T(r) =

5 a=v' =v'T+vI'
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Normal da Aceleracao

Se usarmos a expressao da curvatura, temos

| _ T

'] v

6 K = logo T | = kv

O vetor normal unitario foi definido na secéao anterior como
N=T'|T'|, entao 6| fornece

T'"=|T'IN :kvN

e a Equacao 5 se torna

7 a=10vT+ kv’N

12



Normal da Aceleracao

Escrevendo a; e a, para as componentes tangencial e
normal da aceleracao, temos

a=arl +ayN
onde

Essa conclusao esta ilustrada na
na Figura 7.
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V Componentes Tangencial e
Normal da Aceleracao

Vamos olhar agora o que a Férmula 7 nos diz. A primeira
coisa a observar € que o vetor binormal B nao aparece.
Independentemente de como o0 objeto se move no espaco,
sua aceleracao sempre esta nos planos de T e N (o plano
osculador). (Lembre-se de que T fornece a direcao e
sentido do movimento e N aponta a direcao na qual a
curva esta entortando.) Em seguida, observamos que a
componente tangencial da aceleracao ¢é v', a taxa de
variacao da velocidade escalar, e a componente normal da
aceleracao € kv?, a curvatura vezes o quadrado da
velocidade escalar.
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V Componentes Tangencial e
Normal da Aceleracao

ISso explica 0 que acontece com um passageiro em um
carro — uma virada brusca em uma rua pode ser vista
como um valor grande de curvatura k, de forma que a
componente da aceleracao perpendicular ao movimento é
grande e o0 passageiro € jogado contra a porta do carro. A
alta velocidade em uma curva tem o mesmo efeito; de fato,
se dobrarmos nossa velocidade escalar, a, sera
aumentada por um fator de 4.

Apesar de termos uma expressao para as componentes
tangencial e normal da aceleracéo na Equacao 8, é
desejavel obter expressoes que dependam somente de
rr,er’.



" Componentes Tangencial e

Normal da Aceleracao

Com essa finalidade, tomamos o produto escalar de v = vT
com a como dada na Equacao 7:

Portanto

9

ar — U

Vea=VvT -+ (VT+KkVN)
=wW'T T+ KV3T + N
= vV’ (umavezque T-T=1eT-N=0)

vea o r'(n) - r'(r)

)

v

Usando a formula da curvatura dada, temos

10

ay — KUV

_ [r'(r) X r"(1) |

r'(s) |’

'

2

r'(n|* =

16



!mplo !

Uma particula se move com funcao posicao r(t) = (t?, t?, t3).
Determine as componentes tangencial e normal da
aceleracao.

SOLUCAO: r)=22i+2j+t3k
r'(t) =2ti + 2tj + 32k
M"oH=21+2j+6tk
Ir'(t)] =+/822 + 9r°

17



!mplo / — Solucao

Portanto, da Equacao 9 vem que a componente tangencial

Vd

e

continuacao

() r(n 8t + 18

N P N Y TE
ik

Umavez que r'(t) Xr'(r) = |2t 21 31| =617i— 617}
2 2 6t

Da Equacao 10 obtemos a componente normal

() X ()] _ 627
r'(7) | V8t + 91

ay —
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Lels de Kepler para o
Movimento Planetario
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" Leis de Kepler para o

Movimento Planetario

Leis de Kepler

1. Um planeta gira em torno do Sol em uma érbita eliptica, com o Sol em um dos
focos.

2 O segmento de reta gue liga o Sol a um planeta varre dreas iguais em intervalos de
tempo 1guais.

3 O guadrado do periodo de revolug@o de um planeta € proporcional ao cubo do com-
primento do eixo maior de sua érbita.

Como a forca gravitacional do Sol sobre um planeta é
muito maior que as forcas exercidas por outros corpos
celestes, podemos ignorar todos 0s outros corpos do
Universo, exceto o Sol e um planeta girando em torno dele.
Usaremos um sistema de coordenadas com origem no Sol
e seja r = r(t) o vetor posicao do planeta. (Poderiamos
igualmente considerar r o vetor posicao da Lua ou de um
satélite girando em torno da Terra, ou um cometa

movendo-se em torno de uma estrela.) 20
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Movimento Planetario

O vetor velocidade é v =r' e 0 vetor aceleracédo é a =r".
Utilizaremos as seguintes leis de Newton:

Segunda Lei do Movimento: F=ma

_ L GM GM
Lei da Gravitagao: F=————r = — 2m
r r

u

onde F é a forca da gravidade sobre o planeta, m e M sao
as massas do planeta e do Sol, G é a constante
gravitacional, r = |r|, e u = (1/r)r é o vetor unitario na
direcao der.

21
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Movimento Planetario

Mostraremos inicialmente que o planeta se move em um
plano. Igualando a expressao para F nas duas leis de
Newton, chegamos a

GM
a=———r
I

e assim, a € paralelo ar. Segue que r x a = 0. Usamos a

formula

% [u() X v(t)] = u'(z) X v(z) + u(r) X v'(1)

d
para escrever — =(rxv)=r'xv+rxv’

=vxVv+rxa=0+0=0
Logo, rxv=nh
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Movimento Planetario

onde h é um vetor constante. (Podemos assumir que h # 0;
ISto €, r e v nao sao paralelos.) Isto significa que o vetor

r = r(t) & perpendicular a h para todos os valores de t, de
modo que o planeta sempre se situa no plano através da
origem perpendicular de h. Assim, a orbita do planeta &
uma curva plana.

23
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Para demonstrarmos a Primeira Lei de Kepler, vamos
reescrever o vetor h como segue:

h=rxv=rxr"=rux(ru)
=rux(ru’+r'u)=r>(uxu’)+rr'(uxu)

=ré(uxu’)

Entao,
—GM

7'2

_ D\ . 1 pela Férmula
GM [(u - u’)u —(u - uju’] ax(bxc)=(a-c)b-(a-b)c

axh=

ux(ruxu’)=—-GMu x (uxu’)

24



" Leis de Kepler para o

Movimento Planetario

Masu-u=|ul?=1e,umavez que |u(t)| =1, ocorre

u-u’=0. Portanto

e

axh=GMu’

(vxh)Y=v xh =axh =GM U’

Integrando ambos os lados da equacao, obtemos

11

vxh=GMu+c

onde ¢ é um vetor constante.

25
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Neste ponto & conveniente escolher os eixos coordenados
de forma que o vetor da base candnica k aponte na
direcao do vetor h. Em seguida, o planeta se move no
plano xy. Como ambos v x h e u sao perpendiculares a h,
a Equacao 11 mostra gue c pertence ao plano xy. Isso
significa que podemos escolher 0s eixos x e y de forma
gue o vetor | esteja na direcao de ¢, como mostrado na

Figura 8. [

Figura 8 26
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Se #¢é o angulo entre c e r, entao (r, ) sao as
coordenadas polares do planeta. Da Equacao 11, temos

r-(vxh)=r-(GMu+c)=GMr-u+r-c

=GMru-u+|r||c|cos &= GMr + rc cos ¢

onde c = |c|. Entao,

~r+(vxXh 1 r-(vXxh)
: GM + ccos 6 GM 1 + ecosf

27



Movimento Planetario
onde e = ¢/(GM). Mas

re-(vxh)=(rxv)-h=h-h=|h|?2=h?
onde h = |h|. Logo

h*/(GM) eh?/c
’/‘= j—
1 + ecosb 1 + ecosb

28
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Escrevendo d = h?/c, obtemos a equacao

ed
12 r=
1 + ecos@

vemos que a Equacao 12 é aquela da forma polar da
secao conica com foco na origem e excentricidade e.

Sabemos que a orbita de um planeta € uma curva fechada
e assim a conica deve ser uma elipse.
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