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!es de Poténcias

Uma série de poténcias € uma serie da forma

o0
1 Yoex"=cy+ cx + cax?+ x4
n=0

onde X é uma variavel e c,’s sao constantes chamadas
coeficientes da série. Para cada x fixado, a série Ll &
uma serie de constantes que podemos testar guanto a
convergéncia ou divergéncia. Uma série de poténcias pode
convergir para alguns valores de x e divergir para outros
valores de x. A soma da série € uma funcao

f(X) = Co+ C X+ CX2+ -+ C X"+ - -



!es de Poténcias

cujo dominio é o conjunto de todos 0s x para 0s guais a
série converge. Observe que f se assemelha a um
polindmio. A Unica diferenca é que f tem infinitos termos.

Por exemplo, se tomarmos c, = 1 para todo n, a série de
poténcias se torna a série geometrica

o0

Exn:1+x+x2+...+xn+...
n=0

gue converge em -1 < x < 1 e diverge quando |x| > 1.
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Em geral, a série da forma
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poténcias sobre a. Observe que, ao escrevermos o termo
correspondente a n = 0 nas Equacébes 1 e 2, adotamos a
convencao de que (x —a)? = 1, mesmo quando X = a.
Observe também que, quando x = a, todos 0s termos sao
O paran=>1 e assim a serie de poténcias (2] sempre

converge quando X = a.
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!mplo 1

Para quais valores de x a série >, n!x" é convergente?

n=0

SOLUCAO: Usamos o Teste da Raz&o. Se fizermos a,,,
como habitualmente, denotar o n-esimo termo da série,
entao a, = nIx". Sex # 0, temos

(n + 1)!x""!

n

i = lim (n + 1)|x| = ©©

n—>c0

= lim

n—>00

Iim
n—> 0

a, n'x

Pelo Teste de Razéo, a série diverge quando x # 0. Entao,
a serie dada converge apenas quando x = 0.
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Veremos gue o principal uso de uma série de poténcias e
gue ela fornece uma maneira de representar algumas das
mais importantes funcdes que aparecem na matematica,
na fisica e na quimica. Em particular, a soma da série de
poténcias, € chamada de funcao de Bessel.

Lembre-se de que a soma de uma série € igual ao limite da
sequéncia das somas parciais. Assim, guando definimos a
funcao de Bessel como a soma de uma série, queremos
dizer que, para todo numero real X,

Jo(x) = lim s,(x) onde s,(x) = E (—1)x*

. = 221 ')2
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As primeiras somas parciais sao
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A Figura 1 mostra os graficos
dessas somas parciais,

gue sao polindomios. Todas sao
aproximagoes para a funcao J ,, mas
observe gue as aproximacoes se

tornam melhores quando mais
termos sao incluidos.
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Somas parciais da fungéo de Bessel J,

Figura 1
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A Figura 2 mostra um grafico mais completo da funcéao de
Bessel.
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Figura 2

Para as séries de poténcias que vimos até agora, 0
conjunto de valores de x para 0s quais a serie e
convergente tem sempre sido um intervalo.
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O teorema a sequir, diz que isso, em geral, é verdadeiro.

a0

3| Teorema Para dada série de poténcias 2, c.(x — @), existem apenas trés possibi-
lidades: =0

(1) A série converge apenas quando x = a.

(11) A série converge para todo x.

(iii) Existe um niimero positivo R tal que a série converge se |x — a| < R e diverge
se |x —a| >R.

O numero R no caso (iii)) € chamado raio de convergéncia
da série de poténcias. Por convencao, o raio de
convergéncia € R =0 no caso (i) e R = oo no caso (ii).
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“Series de Poténcias

O intervalo de convergéncia de uma série de poténcias é
aquele gue consiste em todos os valores de x para 0s
guais a série converge. No caso (i) o intervalo consiste em
apenas um unico ponto a. No caso (ii) o intervalo é

(— 00 ,o0). NO caso (iii) observe gue a desigualdade

|Xx —a| < R pode serreescritacomoa— R <x<a+R.
Quando x € uma extremidade do intervalo, isto €, X = a £R,
qualguer coisa pode acontecer — a série pode convergir em
uma ou ambas as extremidades ou divergir em ambas as
extremidades. Entao, no caso (i) existem quatro
possibilidades para o intervalo de convergéncia:

(@a-R,a+R) (a—-R,a+R] [a-R,a+R) [a-R,a+R]
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A situacao é ilustrada na Figura 3.

convergéncia para |[x —a|<R

a—R a a+R

divergéncia para |x —a|> R

Figura 3

Resumimos aqui o raio e o intervalo de convergéncia para
cada um dos exemplos ja considerados nesta secao.

Série Raio de convergéncia Intervalo de convergéncia
Série geomélrica > x R=1 (-1,1)
n=0
Exemplo 1 Y nlx" R=0 {0}
n=0
o (x—3
Exemplo 2 3 &= R=1 2, 4)
n=1 n
c (<1yx™
Exemplo 3 _— R=w —00, o
P 2y (=)




