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Aula 9

Solucao da Equacao de Laplace em Coordenadas

Cilindricas e Esféricas

Vamos ver como a Equacao de Laplace
pode ser resolvida em sistemas de coor-
denadas nao cartesianos. Comecemos por
coordenadas cilindricas, vendo uma apli-

Yi

Isolante
cacao de interesse pratico. \‘
Consideremos a "cunha cilindrica" mostrada
na figura, formada por dois planos condu-
tores aterrados em 6 = 0 e # = [ e uma
superficie cilindrica em r = a polarizada M
com potencial ¢ = V. A cunha é infi- Isolante
nita na direcao z, de forma que o poten- s >
cial nao deve depender da coordenada z. _ L *
Naturalmente a simetria do problema in- g }Vi
dica que devemos resolver a Equacao de
Laplace em coordenadas cilindricas. As-
sim o problema é especificado como
10 0 1 0
Vi =0= <o <7’a—f +ﬁ87§2b:(); o(r,0)
(1)
¢(r,0) = ¢(r,5) =0;  ¢(a,0) =V

Novamente vamos utilizar o método de separacao de varidveis, supondo

¢(r,0) = R(r)T(0)




Substituindo na Equacao de Laplace, temos

Td(dR\ R&T
r dr " dr r2 dp?
ou
rd [ dR\ 1d&T
Rdr (d_) e Y 3)

O primeiro termo da equacao é funcao s6 de r, enquanto que o segundo ¢ funcao so
de #. Como os dois termos tém que se anular para qualquer valores de r e 6, a 1Unica
possibilidade é que cada termo seja igual a uma constante

r d dR 9 1 d*T 9
Rdr(rdr) “ o Taer T 4)
Equacio para R(r)
d dR 9
E facil de ver que a solucio desta equacio é
R(r) = Ayr® + Byr™®  [basta derivar Cr® e substituir na equacaol (6)
Como « ainda é arbitrario, é necessario considerar também a possibilidade de a = 0,

que levaria a R = const, que é uma solucao trivial. Mas existe uma solucao nao trivial
para este caso, como podemos ver diretamente

d [ dR dR dR By
Oé—O = T%(T%> 0 T%—BO %—T
(7)
. R(r) = Ay + Bolnr
Entao a solugao geral da equagdo para R(r) é
R(T’) = Ao + BQZTLT + AlTa + Bﬂ"ia (8)

|O aparecimento do termo [nr é uma caracteristica do sistema de coordenadas cilin-
dricas|.




Equacao para T'(0)

d*T
T i —o’T . T(0) = Crecos(ab) + Dysen(ad) (9)
Neste caso temos que também considerar o caso espacial a = 0.
d*T

Entao a solugao geral para ¢(r,6) é

o(r,0) = (Ap + Bolnr)(Co + Do) + (A1r® + Byr~)[Cicos(af) + Dysen(af)]  (11)
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a=0 a#0

Condicado de Regularidade

Tanto no sistema de coordenadas cilindricas como esféricas, além das condicoes de
contorno, temos que considerar com cuidado o comportamento da solucao quando r — 0,
se este ponto fizer parte do dominio onde queremos a solucgao.

De fato, no limite r — 0, Inr — oo0; 7~% — oo (o > 0); entdo, para evitar a divergéncia
do potencial em r = 0, especificamos

By=0; B, =0 (12)

e o potencial fica
o(r,0) = Co + Dob + A1r[Cicos(al) + Dysen(ab)] (13)

Condicées de Contorno

=0 = ¢(T,0)200+D1Ta0120 00201:()

(14)
S 0(r,0) = Do + Ajr@sen(af)
onde combinamos D; na constante A;.
0=8 = &, B)= DB+ Air®sen(af) =0 (15)




Fazemos entao Dy = 0; se fazermos também A; = 0, obtemos a solu¢ao trivial ¢(r, 0) =
0. A outra possibilidade é considerar

af =mm;, m=1,2,3... a=— (16)
Entao a solucao geral fica
> mr mm6
o(r,0) = = A,,r 5 sen (—)
=3 ;

m=1

(17)

r=a = V:Ama%ﬂsen(m?ﬂe>

Usando novamente a condicao de ortogonalidade das func¢des trigonométricas, temos

B ! B !
V/o sen (mﬁw@) df = ;Ama”};/o sen (mﬁw@) sen (mTWH) db (18)

Essas integrais ja foram feitas anteriormente,

(19)
B m’w@) (mw@) I}
sen sen | —— ) dO = =6,,m
[ oo (757 sen (75 ) 0= 5
Entao
2 > mr ﬂ ,
= ;Ama Ej §5m,m; m’ impar (20)
e obtemos
4 mm
A, =V (21)
mr

De forma que o potencial "dentro"da cunha fica

o(r,0) = %Z% (2) % sen (”%9) (22)

m
impar




Campo Elétrico

Tendo o potencial, podemos calcular diretamente o campo elétrico dentro da cunha

or Ba o I5;
impar

10¢ 4V r\ 5 1 mm
o= =g =g () s (7)

m
impar

E:—ng = b, = % _ 4vz<z>%ﬂ_lsen<m—ﬂ0)

(23)

E interessante agra verificar o comportamento do campo préximo da origem, ou seja,
quando r — 0. Neste limite o termo dominante no somatério ¢ o com menor poténcia
de r, ou seja, o termo m = 1; entao temos

~ 4V (r\ 51 mm6
E, = — % (E) " sen <_B > WV e i
= 1B~ (5) (24)
mxr a a
Eom —2 (5) % cos (222)

O valor do angulo 8 da cunha é arbitrario; entao vamos ver como se comporta o campo
quando variamos o valor de 3; isto é indicado nas figuras a seguir

V
i~

|E |ocr |E |ocr® ~ const




Vemos que quando § > m, o campo tende a divergir na ponta da cunha, ou seja,
aumentaria sua intensidade na ponta, o que é denominado “Poder das Pontas” na lin-
guagem popular.

Exercicio

Calcular a expressao de densidade de carga ¢ na superficie r = a e a da capacitancia
por unidade de comprimento na dire¢do L, ou seja, C'/L.

Separacao de Variaveis em Coordenadas Esféricas

Em coordenadas esféricas, a Equacao de Laplace é dada por

2 _ 10 (%% L0 (92 1 &% _
Vi b,¢) =0 = r2or2 \| o2 * r2sent 06 sen@ae * r2sen26 0p® 0 (25)

Devido a sen?f aparecer na derivada em relacdo a ¢, nao ¢ imediato fazer a separacao
de variaveis diretamente nas coordenadas r, 6 e ¢. Por isso, vamos considerar primeiro
a separacao em 1; fazendo

o(r,0, ) = R(r)Y (0, ¢) (26)

onde a funcao Y depende tanto de € como de ¢. Substituindo na Equacao de Laplace,
temos

r2dr dr r2sen 00 00 r2sen?0 0p?

Multiplicando todos os termos desta equacao por 72/ RY, obtemos

1d [ ,dR ) oY 1 P
Rar ( %) * Ysend 06 (SG”Q%) t Vseniopz " (28)

O primeiro termo da equacao s6 depende de r, enquanto que o segundo e o terceiro
dependem de 6 e . Como eles tem quem se anular para quais valores de r, 6 e @,
fazemos

1d (,dR\ , 1 9 oY ey,
S8 (2t Y Yy - YL 2
Rdr (T dr) 7 Yseno 00 (sen@ 89) Y een®0 Dp? “ (29)




Equacdo para R(r)

Iniciaremos com a equacao para a funcao radial,

d [ ,dR\

Conforme explicaremos em aula, equacgoes deste tipo em que a “dimensao” de todos
os termos seja a variavel dependente (R, neste caso) a solugdo deve ser a variavel inde-
pendente elevada a uma poténcia. Assim, vamos supor que a solucao seja dada por

R = Cr"; C e a constante (31)

Substituindo na equacao, obtemos

Ca(a+1)r* =a*Cr*® = ala+1)=0a?
. (32)
na= -1 VI+ia?

Esta constante pode ser expressa de forma mais conveniente introduzindo uma outra
constante, 3, relacionada com « através da expressao

1 1
o’ =B(B+1) = a=g[-1+V(1+26)%=;[-1+(1+28)] (33)
Assim, as duas raizes sao a; = e ay = —(1 4 (3), de forma que a solugao geral para
R(r) é
‘R(r) = ArP 4+ Br~(6+1) ‘ (34)




