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Capitulo 1
Regresao Spline

Um spline consiste em uma fita ou régua flexivel usada para desenhar curvas
que passam por pontos pré determinados, com o intuito de auxiliar na etapa
de delineamento de objetos como cascos de navio, pecas de aviao, etc.

De acordo com o glossério Inglés-Portugués de Estatistica e pela Socie-
dade Portuguesa de Estatistica(SPE) determina spline como ”fungao definida
segmentadamente por polinomios(no sentido nato”.

Em outras palavras, spline é um conjunto de fungoes polinomiais, conec-
tadas em determinados pontos de corte(onde definiremos mais adiante como
nés) utilizados para ajustar uma curva a um conjunto de dados.

Técnicas diferentes sao utilizados para representar esse ajuste por parte,
como: spline linear, b-spline, spline cubico, entre outros. Neste trabalho,
nosso intuito, e inserir conceitos basico da técnica de regressao spline.

1.1 Spline Linear

Também conhecido como funcao linear segmentada, consiste em uma técnica
que baseia-se em um conjunto de funcoes lineares conectadas continuamente
nos nos. Para cada intervalo intervalos entre os nos, existe um segmento
de reta. Na conexao entre cada segmento de reta, os nds sao suavizados e
apresentam mudancas abruptas na direcao dos segmentos de reta.

Considerando que o eixoxr esta dividido em n parcelas, definidas pelos
nos &1, &s, ..., €01, 0 modelo mais simples de spline linear, possui a seguinte
forma:

f(x) = Bo+ Bi(x) + Ba(z — &)y + oo + Buga (v — &)y

em que



@ =&),(@—§) >0
(x—=§&)s = {07(x_€1)<0

Podemos notar que, conforme o valor no eixo x aumenta, novos termos
sao adicionados a fungao. Note que, se x < &1, a equagao que ird configurar
esse espago (entre o menos valor e & serd f(x) = By + fB1(x), agora, quando x
estiver entre os dois nds seguintes, a equagao sera f(z) = So+51(x)+La(x—E1)
e assim sucessivamente.

A figura abaixo, representa o modelo de spline linear?

& [$) {3

Para fazer um teste de hipdtese com respeito a linearidade da variavel
resposta e o preditor, pode ser avaliado da seguinte maneira

Hy=p2=03=...= 0
H, = p; # Bj, onde i#j

Assim, se a hipdtese for verdadeira, a contribuicao dos termos spline
correspondentes aos coeficientes de regressao 5, = f3 = ... = 3, é nula(ou
muito pequena), restando apenas o intercepto fpe o coeficiente de regressao
(1 associado ao termo linear, ou seja, a linearidade em z esta satisfeita.

O teste linearidade de preditores quantitativos, pode ser realizado por
meio da estatistica do teste da razao:

f(x) = Bo + Bi(x)



f(x) = Bo+ Bi(x) + Bar — &) + oo 4 Buyr(x — &)
respectivamente denotados por

Lo(Bo, Biix) e Ly = (Bo, Bi, -, Bni ).

Portanto, a estatistica e da forma:

Ly
“2log 22~ 2
0og Ll Xn—l

onde o numero de grau de liberdade é definido pela diferenca entre o
nimero de parametros 3 dos dois modelos.

1.2 Spline Cubico

De forma anéloga a como o spline linear é construido, nés construimos agora
os spline cubico, entretanto, a divergéncia se encontra no fato dos dados de
cada intervalo serem ajustados por um polinomio de grau trés.

O splone cubico pode ser denominado como restrito ou nao restrito. Ele
serd dito restrito se as caudas(partes do polinémio antes do primeiro né e apds
o ultimo né) forem modeladas através de fungoes lineares, e caso contrério,
sera dita nao restrita.

A funcao de spline cubico restrito com k nés, &1, &, ..., & pode ser escrita
como:

f(@) = Bo+ bz + fo(x — &)% + Bs(@ — &2)% + ... + Brya(z — &) onde

@ -&)»P -6 >0
(o= = {O,x—§k<0

Todavia, alguns estudos (STONE et al, 1985, Additive regression and
other nonparametric models) mostram que splines cibicos nao restritos nao
apresentam bom comportamento nas caudas, sendo estas, muito sucetiveis a
mudancas. Portanto, por convencao, as fungoes que vem vem antes e depois
do primeiro né sao forcadas a terem formato linear.

Note ainda que, por existir uma conexao em cada nd, a funcao apline
acaba se tornando uma tnica curva continua, entretanto, o que difere do
spline linear, é a suavizagao em em cada nd, o que converge em vantagens,
como captar pequenas ondulacoes no comportamento dos dados.

A figura abaixo, representa um spline linear e um spline cibico, todos
ajustados aos mesmos dados, onde podemos perceber uma suavizagao no
ajuste utilizando spline ctbico.
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1.3 B-Spline

B-spline é uma transformacao feita na variavel x antes de se iniciar a etapa
de ajuste do modelo. O b— spline é um polinomio definido em partes de grau
m definido para uma variavel . A principal propriedade de um b-spline é
a continuidade nos noés de forma nao abrupta. o spline cibico é um caso
particular de b-spline.

Outras propriedades sao vistas em um b-spline dado k nimero de nés e
m sendo o grau do polinomio, que sao:

e A fungao consiste em k + 1 pedagos do polinémio de grau m;
e Os pedacos se unem nesses k nds, cujas derivadas nos pontos existem;
e 0 b-spline é positivo no dominio de k + 2 nés e nulo nos restante;

Exceto nas caudas, cada pedago de polinomio se sobrepoe com 2xm
pedagos de polinomios vizinhos;

Os nos podem ser equidistantes ou nao.

Podemos representar a curva ajustada para os dados como

k+m+1

fl@)=Y_ a;Bjx)

J=1



em que Bj(x) denota o valor do j-ésimo b-spline de grau m no ponto
x para uma malha de k nés equidistantes

Vale observar que: para ao caso de nds nao equidistantes, a equacao
sofre pequenas modificacoes.

1.4 Aplicacao:

Dado um conjunto de dados de um experimento em que representa a queda

de tensdo da bateria (em voltagem) de um motor de missil guiado é observada

ao longo do tempo(em segundos). A queda da tensao da bateria foi observada

em 41 instantes da trajetéria do missil. O objetivo do estudo, é utilizar o

modelo ajustado de regressao por partes para simular a trajetoria do missil.
Descricao dos dos dados:

Medida Queda de Tenséo

n 41
Meédia 11,34
D.Padréo 2,56
Cv 22.6%
Minimo 7,14
12 Quartil 9,51
Mediana 11,15
32 Quartil 13,81
Maximo 15,18

A figura abaixo representa a comportamento de queda do missil:
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Nota-se indicios de mudancas de comportamento da queda da tensao entre
6 e 10 segundos e 10 e 15 segundos. Uma proposta é ajustar uma regressao
por partes dividindo o intervalo de tempo em trés partes(até 6,5 segundos,
entre 6,5 e 13 segundos e entre 13 e 20 segundos), ficando o seguinte modelo
de regressao linear:

f(x) = Bo + Biai + Bor} + Psxf + Ba(w; — 6,5)% + Bs(x; — 13)3 + ¢

parai = 1,..,41 em que f(x;) e x; denotam, respectivamente, a queda de
tensdo e o tempo decorrido até o i-ésimo instante, com & ~%#¢ N(0, o2)
As estimativas do modelo estao representadas abaixo:

Efeito Estimativa E. Padrdo valor-t valor-P
o 8,465678 0,200520 42,119 0,00
B4 -1,453124 0,181586  -8,002 0,00
B 0,489889 0,043018 11,388 0,00
33 -0,029467 0,002848 -10,347 0,00
B4 0,024706 0,004039 6,116 0,00
Bs 0,027112 0,003578 7,577 0,00
R? 0,990

R2-ajustado 0,989

S 0,268

F 7255 (5e35¢g.l) 0,00

Os coeficientes sdo marginalmente significativos.

Agora, faremos uma analise diagnéstica, na qual esta representada abaixo:
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Entao, facamos a andlise de residuos

Residuo Studentizado
0
1

Percentil da N{0,1)

Nota-se pelos graficos de diagndsticos 3 pontos de alavanca e 2 pontos po-
tencialmente influentes. A eliminagao das 3 obervagoes altera numericamente
algumas estimativas, todavia nao muda a inferéncia. Todos os coeficientes
continuam altamente significativos.



Entao, obtemos o modelo ajustado:

e Parte 1

Para 0 < 2 < 6,5 temos o seguinte modelo ajustado
[ = 8,466 — 1,453z + 0,4902% — 0, 02923

e Parte 2

Para 6,5 < x < 13 temos o seguinte modelo ajustado
f= 8,466 — 1,453z + 0,490z% — 0, 02923 + 0,025(x — 6,5)>

e Parte 3

Para 13 < x < 20 temos o seguinte modelo ajustado

7i = 8,466 — 1,453z + 0,490z2 — 0, 02923 + 0, 025(z — 6, 5)3+
0,027(z — 13)3.

Portanto, a curva ajustada é da seguinte forma:

Valtagem

CONCLUSAO:
Este exemplo mostra a utilidade de regressao por partes através de um
spline cubico com dois pontos de mudanca.
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