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Processo de Poisson com diferentes tipos de eventos.

Consideramos um processo de Poisson com taxa M. Suponha
que em cada instante de ocorréncia de evento com probabilidade
pi,i=1,...,n,(p1+p2+---+p, = 1) vamos classificar o evento
como o0 evento do tipo 2. Por exemplo, considere que as pessoas
que entram numa loja formam um processo de Poisson com
intensidade A\. Podemos supor que a pessoa que entra na loja
pode ser jovem com probabilidade 10%, pode ser adulto com
probabilidade 70% e idoso com probabilidade 20%. Neste caso
p1 = 0.1,po = 0.7 € p3 = 0.2, notamos que p; + p> +p3 = 1.
Sejam N;(t) o nimero de eventos do tipo 7 que ocorreram até
o tempo t.

Processos {N;(t),t > 0} sdo processos de Poisson com taxas p;\
para cada i = 1,...,n. Os processos Ni(t), Na(t),..., N,(t) sao
independentes.



Processo de Poisson com diferentes tipos de eventos.

Ex. 1. Suponha que a chegada dos imigrantes em um pais
forma um processo de Poisson com taxa A = 1 pessoa por um
dia. Sabe-se que 40% dos imigrantes sdo europeus, 40% s3ao
africanos e 20% s3o asiaticos. Qual é o tempo médio até que
o0 décimo imigrante asiatico chegue?

Solucao. Imigrantes asiaticos formam um processo de Poisson
com taxa Ags = A-0.2 = 0.2 (pessoa por dia) Seja Sip 0 tempo
de espera do décimo imigrante asiatico. Temos que E[Sio] =
105 = 1055 = 50 dias. O



Distribuicao condicional do tempo de chegada (Ross, Cap.
5.3.5).

Sabe-se que exatamente um evento ocorreu durante o tempo
(0,t]. Qual é a distribuicao de tempo da ocorréncia deste evento?
Devido a estacionariedade e independéncia dos incrementos,
espera-se a distribuicao uniforme. Realmente,

F(s) =P(Ti < s|N(t) =1) = P(T1 <s,N(t) =1)
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O que prova que a distribuicao de tempo de ocorréncia condici-
onal seja uniforme no intervalo [0, t].



Distribuicao condicional do tempo de chegada (Ross, Cap.
5.3.5).

Este resultado pode ser generalizado, mas para isso, temos que
introduzir o conceito de estatisticas de ordem. Sejam Yi1,Y>,...,Y,
variaveis aleatorias. Vamos dizer que Y(y), Y(),..., Y(,) SA0 es-
tatisticas de ordem que correspondem a Yi,Y2,...,Y,, se Y,
€ 0 k-ésimo menor valor entre Y1,Y>,...,Y,, k=1,2,...,n. Por
exemplo,sen=3eY1 =4,Y>2=5Y3=1,entao Yy) =1,Yn) =
4,Yi3) = 5. Se Y, =1,...,n, sao independentes identicamente
distribuidas com a densidade f, entdao a densidade conjunta das
estatisticas de ordem Y(y),Y(2),...,Y(,) € dado pela formula

n
fyi,y2,- - yn) = nl Hf(yz'), y1 < yo < - < Yn.
=1



Distribuicao condicional do tempo de chegada (Ross, Cap.
5.3.5). A inferéncia de

n
flyt,y2,. .. yn) = n!Hf(yi), y1 <yo < -+ < Yn.
=1

segue O seguinte raciocinio:

(I) (Yv(l)aYv(2)7 - 7Y'(n)) € igual a (ylay27 S 7yn) s€ (Yl,YQ, < 7Yn)
€ igual a qualquer uma das n! permutacdes de (y1,y2,...,Yn);

(ii) a oTILensidade de que (Y1,Y2,...,Y,) éigual a (yiy, Yiy, - - - ,yin)~é
szl fly,) = szl f(y;), onde iy, ..., i, € uma permutacdo
dos indices 1,2,...,n.

Se a distribuicao de Y; é uniforme no intervalo [0,t], entdao a
densidade conjunta das estatisticas de ordem &

Tn:
Fyn,y2,-un) = o0 0<y1 <y2 < <yn <t (1)



Distribuicao condicional do tempo de chegada (Ross, Cap.
5.3.5). Podemos provar (Teorema 5.2, RosS)

Sabe-se que N(t) = n. A distribuicdo conjunta de n tempos de
ocorréncias Si1,...,S, desses eventos € igual a distribuicao de
estatisticas de ordem para n variaveis independentes e unifor-
memente distribuidas no intervalo [0, t].

Para obter a densidade conjunta condicional de S4,...,5S, dado
que N(t) = n notaremos que para 0 < s1 < - < s, < t, O
evento {S; = s1,52 = s2,...,S, = sn, N(t) = n} € equivalente
ao evento que os n + 1 tempos entre ocorréncias satisfazem
Th = 81,12 =82 —81,..., 1 = 8 — Sp—1, Tpn41 >t — sp. LOQO,
f(Sla"'aSn7n)
S$1,...,8p | M) =
Fst o 1) =505 = n)
Ae M1 e As2ms1) | \em A1) gm A=)
o e~ M(At)"/n! )

onde 0 <s1 < ---< s, <t.

[



Paradoxo de tempo de espera.

Suponha que as chegadas de Onibus formam um processo de
Poisson com intensidade X\ Onibus por hora. Suponha que um
homem chega as 10:00hs no ponto de Onibus. Seja T o tempo
que ele espera o proximo onibus. Qual € a média do tempo de
espera T.



Paradoxo de tempo de espera.

Um raciocinio pode ser o seguinte: O intervalo de tempo entre
OS Oocorréncias tem distribuicao exponencial com intensidade .
Logo, o tempo médio de intervalo €& % Por isso, espera-se que o
tempo de espera deveria ser menor do que o0 tempo médio do in-
tervalo entre as chegadas: E(T) < %, mais precisamente, espera-

se que a média E(T) seja igual a %, devido a “uniformidade’” do
momento de chegada do homem num ponto de Onibus dentro
do intervalo entre chegadas de Onibus. Mas esse raciocinio esta

errado.

O raciocinio certo neste caso € usar a propriedade de dis-
tribuicao exponencial: no momento quando o homem chega
no ponto de Onibus, o intervalo de tempo do ultimo Onibus
até o proximo, que tem a distribuicao exponencial, ja ‘“esque-
ceu''quanto tempo passou depois do ultimo onibus. Por isso, o
tempo até o proximo Onibus tem distribuicao exponencial com
intensidade A, o que significa que o homem vai esperar em média

1. — 1 = 1
o tempo 1 : E(T) = §, mas ndo =3.



Paradoxo de tempo de espera.
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tem distribuicao exponencial tem distribuicao exponencial

Instante 10 horas cobre-se com “mais chances’com um inter-
valo "largo” - soma de duas variaveis independentes T 4+ T e
exponencialmente (com a taxa ) distribuidas. Entdo, o inter-
valo que vai cobrir o instante 10hs tem distribuicao gamma com
0S parametros 2 e A. Essa distribuicao é mais ‘larga’ de que
uma exponencial com a mesma taxa .



Paradoxo de tempo de espera.

O mesmo resultado vale para o tempo 71_ que passou da par-
tida do ultimo Onibus até o momento da chegada do homem
no ponto do Onibus (até as 10:00hs). A distribuicdao de T_
€ exponencial com a mesma taxa . Este fato leva a seguinte
conclusao: a distribuicao do intervalo entre os Onibus cujo inécio
€ menor do que 10:00hs e o final € maior do que 10:00hs nao
tem distribuicao exponencial, mas sim, a distribuicao gamma
com os parametros 2 e A (soma das duas variaveis exponenciais
independentes com o0 mesmo parametro \).



Paradoxo de tempo de espera.
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Paradoxo de tempo de espera. Anexo (R code)

T=100 # tempo de chegada de passageiro

N=10000 # numero de simulacgdes

lambda=1 # taxa de distribuigdo exponencial

jj<-vector() # comprimento de intervalo que "cobre" o ponto T
xi<-vector() # tempo de espera do préximo dnibus

for(i in 1:N){ # start for: ciclo de simulacgdes
S=rexp (lambda)
while(S<T){ # start while: simulamos Poisson até ultrapassar T
jump=rexp (lambda)
S<-S+jump
} #end while
xi[i]=S-T;
33 [11=jump;
} #end for



Paradoxo de tempo de espera. Anexo (R code)

Visualizacao de resultados de simulacao: histogramas

br=seq(0,27,by=0.5)

hist(xi,probability = T,main = "after T intervals",
x1lim = c(0,7) ,breaks=br,ylim=c(0,1) ,xlab = " ")

x=seq(0,7,by=0.01)

lines(x,exp(-x),col="red")

hist(jj,probability = T,main = "cover intervals",
xlim = ¢(0,7) ,breaks=br,ylim=c(0,1) ,xlab = " ")
lines(x,x*exp(-x),col="red")

hist(rexp(N,lambda) ,probability = T,main = "true exp",
xlim = ¢(0,7) ,breaks=br,ylim=c(0,1),xlab = " ")
lines(x,exp(-x),col="red")



Colecao completa (Ross, Exemplo 5.12).

Temos m diferentes tipos de cupons. Em cada instante, uma
pessoa escolhe um cupom independentemente dos outros tipos
de cupons ja escolhidos. Supomos que ela escolhe um cupom
do tipo j com probabilidade p;, em que ZTzlpj = 1. Seja N
O numero de cupons coletados necessarios para completar uma
colecao que tem pelo menos um cupom de cada tipo. Ache a
média de N.



Colecao completa (Ross, Exemplo 5.12). Solucao.

Seja N; o niumero de tentativas para obter o primeiro cupom do
tipo j. Para cada j, o numero N; tem distribuicao geomeétrica
com probabilidade de sucesso p;. O numero N pode ser repre-
sentado agora pela formula

N = max N;.
1<j<m
Infelizmente, N;'s ndo sao independentes. Mas o problema pode
ser reduzido a achar a esperanca de uma variavel aleatdria que
€ 0 maximo de variaveis independentes . Para issOo, supomos
que a pessoa escolhe um cupom em instantes de tempos que
formam um processo de Poisson com taxa A = 1. O evento que
ocorre no processo de contagem classifica-se como evento do
tipo j se foi escolhido um cupom do tipo j. Seja N;(t) o numero
do cupons escolhidos até o instante ¢. Sabemos que N;(t), para
qualquer j, forma um processo de Poisson com a taxa Ap; = p;.



Colecao completa (Ross, Exemplo 5.12). Solucao.

Para j qualquer processo N;(t) é processo de Poisson com a taxa
Ap; = p;. Seja X; o tempo da primeira ocorréncia do evento do
tipo 5 e seja
X = max X;
1<j<m

0 tempo quando a colecao de cupons vai estar completa. Os
tempos X;'s sao independentes e exponencialmente distribuidos
com taxas p;, logo obtemos a distribuicdo de X:

P(X <t) =P(maxX; < t)

m
=P(X;<t paraj=1,...,m) = H(l —e_pjt>.
j=1



Colecao completa (Ross, Exemplo 5.12). Solucao.

Tendo a distribuicdo de X: Fx(t) = HTZl(l — e—pﬂf), obtemos a
esperanca
E(X) = / P(X > t)dt = / <1 - H(l _ e—Pﬂf))dt.
0 0 )
j=1

Falta achar a esperanca de N. Para isto, basta notar que

N
i=1

em que 7; sao os intervalos de tempos entre sucessivas ocorréncias
de eventos no processo de Poisson com taxa 1. Logo,

E(X) = E(N)E(T1) = E(N).
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