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Anexo A:  Equações diferenciais de equilíbrio 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

217

 

Anexo B:  Obtenção de equações constitutivas 

 

 

Este anexo trata da obtenção de algumas equações constitutivas para uma barra, 

enfatizando as hipóteses feitas para sua validade, a saber: 

i) admite-se que o material da barra seja homogêneo, isótropo e tenha comportamento 

elástico-linear; 

ii) admite-se que a seção transversal da barra seja constante (leia-se, sem alteração 

significativa de suas dimensões e de seu formato) com relação ao comprimento de 

arco (Si) que define a posição da seção em qualquer configuração iΣ  considerada 

(inicial ou deformada); 

iii) as seções planas na configuração inicial 1Σ  da barra permanecem planas na 

configuração deformada iΣ  (i >1) da barra (desconsidera-se o “empenamento”); 

iv) as seções transversais permanecem ortogonais ao eixo da barra, quer na configuração 

inicial, quer na configuração deformada da barra; 

v) admite-se que os efeitos de quaisquer tensões normais atuando em planos ortogonais 

ao da seção transversal possam ser desprezados. 

 

As hipóteses enumeradas acima são as utilizadas na teoria clássica de barras (ver, por 

exemplo, Atanackovic [10], pg. 23). Se, além destas hipóteses, admitíssemos que o eixo 

da barra é inextensível, recairíamos na teoria clássica de barras proposta por Bernoulli-

Euler. Tal hipótese não será considerada neste estudo, de tal forma que a extensibilidade 

do eixo da barra entrará como uma das “medidas de deformação” da barra. Contudo, 

deve-se observar que as deformações medidas devem ser suficientemente pequenas para 

assegurar a validade da hipótese (ii). Deve-se ressaltar ainda que, pela hipótese (iv), não 

pode haver distorções na seção, ou seja, estamos desprezando a influência do 

cisalhamento na geometria deformada da barra. Uma discussão detalhada acerca da 

adoção desta hipótese pode ser apreciada em Atanackovic [10]. Cumpre ressaltar ainda 
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que a restrição da possibilidade de distorção, a ser considerada em regimes de não-

lineridade geométrica (grandes deslocamentos e/ou grandes deformações), leva a 

ambiguidades de configurações elásticas numa barra sob torção, conforme apontado por 

Alexander; Antman [1], que se referem às hipóteses (i)-(v) como hipóteses de Kirchhoff. 

 

O estudo a seguir é uma generalização do apresentado por Atanackovic [10], que mostrou 

como obter algumas equações constitutivas para uma barra em condições de deformação 

plana. Consideremos, inicialmente, que a geometria da barra em sua configuração inicial 

(não-deformada) 1Σ  seja conhecida, o que significa conhecer a posição de um ponto 

genérico pertencente ao eixo da barra (ou, em outras palavras, conhecer a curva formada 

pelo eixo da barra), bem como a orientação dos eixos principais de flexão da seção com 

relação às direções principais de curvatura ( bn
rr

  e  ). 

X

Y
Z

O

C
x

y
 z

 

Figura b.1: Barra na configuração inicial ( 1Σ ) e indicação dos eixos principais de flexo-

torção (x, y, z) numa determinada seção. 

 
A figura b.1 mostra uma barra em sua configuração inicial ( 1Σ ). O sistema OXYZ indicado 

nesta figura é um sistema fixo de eixos, enquanto o sistema Cxyz é um sistema com origem 

no centróide C da seção transversal (definida pelo comprimento de arco S1 da curva 

formada pelo eixo da barra) e associado às direções principais de flexo-torção da seção 

(direções x, y e z). Designemos por ( kji
rrr

,, ) os versores associados respectivamente às 
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direções x, y e z. Seja P um ponto genérico pertencente a esta seção transversal conforme 

ilustra a figura b.2. O vetor posição do ponto P com relação ao sistema de eixos fixos 

OXYZ pode ser dado pela relação: 

=pr
r

 (P-O) = (P-C) + (C-O)     (b.1) 

 

Porém, da figura b.2 é imediato observar que: 

(P-C) = jyix pp
rr

.. +       (b.2) 

e como: 

bfnfj

bfnfi rrr
rrr

).(sen).(cos

).(cos).(sen

11

11

+=

−=
     (b.3) 

resulta: 

(P-C) = bfyfxnfyfx pppp

rr
).sen.cos.(      ).cos.sen.( 1111 +−++   (b.4) 

onde n
r

 e b
r

 são os versores que definem as direções normal e binormal da curva formada 

pelo eixo da barra e 1f  é o ângulo formado entre os versores n
r

 e j
r

 (ver figura b.2). 

Deve-se notar que, pela hipótese (iv), os versores bnji
rrrr

  e   , ,  são todos coplanares. 

P

x

y
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i
r

 

j
r

n
r

  

b
r

 

C xp

yp

 

Figura b.2: Seção transversal da barra e localização do ponto P. 

 
Designando por =cr

r
 (C-O) o vetor posição do centróide C da seção transversal com 

relação ao sistema de eixos OXYZ, teremos: 

cppppp rbfyfxnfyfxr
rrrr

     ).sen.cos.(      ).cos.sen.(    1111 ++−++=   (b.5) 
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Se derivarmos a expressão (b.5) com relação ao comprimento de arco (não deformado) 

S1, virá: 

11
11

1

1
11

1
11

1

1
11

1

    ).sen.cos.(    .).cos.sen.(         

    ).cos.sen.(    .).sen.cos.(  

dS
rd

dS
bd

fyfxb
dS
df

fyfx

dS
nd

fyfxn
dS
df

fyfx
dS

rd

c
pppp

pppp
p

rrr

rrr

++−+++

+++−=

  (b.6) 

 

e, lembrando que (ver equações (a.5)): 

t
dS

rd

n
dS

bd

tb
dS

nd

c rr

r
r

rrr

   =  

.  =  

.  .  =  

1

1
1

11
1

τ

χτ

−

−

     (b.7) 

teremos, após substituição de (b.7) em (b.6): 

b
dS
df

fyfx

n
dS
df

fyfx

tfyfx
dS

rd

pp

pp

pp
p

r

r

rr

.).cos.sen.(         
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   ).cos..sen..1(    

1
1

1
11

1
1

1
11

1111
1









+++

+







+−+

+−−=

τ

τ

χχ

   (b.8) 

 

Utilizando agora as relações (a.20), teremos: 

bfyfx

nfyfxtyx
dS

rd

tpp

tppxpyp
p

r

rrr

.).cos.sen.(           

  .).sen.cos.(     )...1(     

111

11111
1

κ

κκκ

++

+−++−=
 (b.9) 

 

Calculando a norma do vetor 
1dS

rd p
r

 , obtemos: 
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[ ] 2/1 2
1

222
11

1
).()..1(       tppxpyp

p yxyx
dS

rd
κκκ +++−=

r
 

ou seja: 

[ ] 1

2/1 2
1

222
11 .).()..1(       dSyxyxrd tppxpypp κκκ +++−=

r
  (b.10) 

 

Pode-se verificar a consistência da equação (b.10) notando-se que, para 0== pp yx  

(ou seja, quando P coincide com o centróide C), resulta 1    dSrd p =
r

. Uma segunda 

verificação pode ser feita para o caso em que 1τ = 0 (i.é., a curva formada pelo eixo da 

barra não possui tortuosidade) e π=1f  (constante), ou seja, para o caso de deformação 

plana. Neste caso, é fácil perceber que a equação (b.10) se reduz a: 

11 )..1(      dSyrd pp χ+=
r

 

que coincide com as fórmulas (2.1.13) e (2.3.3) dadas por Atanackovic [10]. 

 

Se retomarmos, agora, a expressão (b.10) e calcularmos a aproximação em série de 

Taylor até os termos de primeira ordem, obteremos: 

111 )...1(      dSyxrd xpypp κκ +−=
r

    (b.11) 

A expressão (b.11) nos fornece uma aproximação para o comprimento inicial de uma fibra 

que passa pelo ponto P e é “paralela” ao eixo central (na configuração não-deformada da 

barra). Para calcularmos o alongamento ( zpε ) sofrido por esta fibra devemos calcular 

agora seu comprimento na configuração deformada iΣ  (i > 1). Utilizando um 

procedimento totalmente análogo ao desenvolvido para o cálculo de prd
r

, chegamos a: 

[ ] itippxipyipp dSyxyxrd .).()..1(       
2/12222* κκκ +++−=

r
  (b.12) 

onde *
prd

r
 é o comprimento da fibra na configuração deformada da barra ,e yixi κκ ,  e 

tiκ  são as componentes de curvatura e torção do eixo central deformado dadas por: 
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i
i

i
ti

iiyi

iixi

dS
df

f
f

τκ

χκ
χκ

     

sen.   
cos.

+=

=
−=

      (b.13) 

Linearizando a expressão (b.12), obtemos: 

ixipyipp dSyxrd )...1(      * κκ +−=
r

    (b.14) 

 

Como estamos admitindo pequenas deformações, podemos calcular o alongamento zpε  

da fibra em estudo através da seguinte relação: 

p

pp
zp

rd

rdrd
r

rr
−

=
*

ε       (b.15) 

Substituindo (b.11) e (b.14) em (b.15), virá: 

111

111

)...1(

)...1()...1(
     

dSyx

dSyxdSyx

xpyp

xpypixipyip
zp κκ

κκκκ
ε

+−

+−−+−
=   (b.16) 

 

E lembrando que a relação entre os comprimentos de arco deformado (dSi) e não 

deformado (dS1), medidos ao longo do eixo central, é dada por: 

1).1( dSdS ci ε+=      (b.17) 

teremos, após substituição: 

)..1(

]).1.[(
          

   
)..1(

]).1.[(
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1
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  (b.18) 

 

Note que cε  é a deformação de uma fibra que passa pelo centróide da seção (isto fica 

evidente se fizermos 0== pp yx  na fórmula acima). Pode-se observar ainda que, se 

considerarmos o caso em que 1ττ = = 0 (não há torção inicial na curva formada pelo eixo 
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da barra) e π== 1ff  (constante), ou seja, para o caso de deformação plana, a fórmula 

(b.18) fica: 

).1(

]).1.[(
      

).1(
     

1

1

1 xp

xxicp

xp

c
zp y

y

y κ

κκε

κ
ε

ε
+

−+
+

+
=    (b.19) 

que está de acordo com as fórmulas (2.1.19) e (2.1.24) dadas por Atanackovic [10]. 

 

Considerando, agora, a hipótese (v), segundo a qual os efeitos de quaisquer tensões 

normais atuando em planos ortogonais ao da seção transversal são desprezíveis, podemos 

calcular a força normal (T) e os momentos fletores atuantes na seção transversal da barra 

segundo as direções y ( yM ) e x ( xM ), através de: 

∫∫

∫∫

∫∫

+=

−=

=

A
pzpx

A
pzpy

A
zp

dAyEM

dAxEM

dAET

...

...
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ε
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ε

      (b.20) 

 

Utilizando (b.18) em (b.20), teremos as seguintes equações constitutivas para a barra: 
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]).1.[(.]).1.[(...        

1
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 (b.21) 

 

sendo as grandezas geométricas ******   e  ,,,, xyyyxxyx IIISSA  dadas por: 
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Consideremos, agora, o caso particular em que as direções principais de flexão da seção 

transversal (direções i
r

 e j
r

) coincidem inicialmente (i.é, na configuração não-deformada 

1Σ ) com as direções principais de curvatura n
r

 e b
r

 (ou seja, 2/1 π=f ). Neste caso, 

conforme mostram as equações (a.20) e (b.13): 

11

1

  
0  
χκ

κ
=
=

y

x  

de tal forma que as equações constitutivas (b.21) ficam simplificadas para: 

]).1.[(.]).1.[(...   

]).1.[(.]).1.[(...

]).1.[(.]).1.[(...      

*
1

**

*
1

**

*
1

**

xicxyicxycxx

xicxyyicycyy

xicxyicyc

IEIESEM

IEIESEM

SESEAET

κεχκεε

κεχκεε

κεχκεε

++−+−=

+−−++−=

++−+−=

  (b.23) 

 

e as grandezas geométricas ******   e  ,,,, xyyxyx IIISSA  ficam dadas por: 
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Para termos uma idéia mais clara a respeito da influência da curvatura inicial da barra sobre 

as equações constitutivas, vamos analisar um caso em que a seção transversal da barra 

seja retangular ( b x t), conforme ilustra a figura b.3: 
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b

 t

 x

 y

 

Figura b.3: Seção transversal retangular (t x b). 

 
Das equações (b.24) resulta imediatamente para a seção retangular: 
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  (b.25) 

 

Porém, para a função ímpar g(ξ ) definida por: 

)2  ,2(        ,   
2
2

ln)( −∈
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
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


−
+

= ξ
ξ
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ξg  

é fácil mostrar (por expansão em série de Taylor) que, nas proximidades de ξ  = 0, a 

função g(ξ ) pode ser aproximada por: 

)(
12

    )( 5
3

ξ
ξ

ξξ Og ++=  

onde )( 5ξO  representa um erro de aproximação da ordem de 5ξ . 

 

Assim, utilizando tal resultado em (b.25), resulta para as grandezas ****   e  ,, yxy IISA : 
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Considerando um erro da ordem ( )2
1 ).( χtO  como aceitável, teremos das expressões 

(b.23), (b.25) e (b.26), as seguintes equações para o caso analisado: 
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Considerando, ainda, que as deformações sejam pequenas, de tal forma que seja razoável 

desprezar infinitésimos de ordem superior (como o produto de 1.χt  por )( 1χκ −yi  ou o 

de 1.χt  por cε ) quando comparados aos termos remanescentes, chega-se finalmente às 

seguintes expressões clássicas: 
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onde: 
12
.

   e    
12
.

   ,  .
33 tb

I
bt

ItbA yyxx ===  correspondem, respectivamente, à área e aos 

momentos de inércia (com relação aos eixos x e y) da seção transversal. 
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