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3. MODELO ANALÍTICO PARA CARREGAMENTOS 

AXISSIMÉTRICOS 

 

 
O objetivo deste capítulo é apresentar um modelo analítico para o cálculo de tensões e 

deformações nas diversas camadas que constituem os tubos flexíveis e cabos umbilicais 

quando submetidos a esforços axissimétricos. Os carregamentos axissimétricos a serem 

considerados incluirão os efeitos de tração, torção, pressão externa e ainda, no caso de 

tubos, pressão interna. Serão também considerados carregamentos axissimétricos 

originados de deslocamentos impostos (deslocamento axial e rotação em torno do eixo). 

 

O capítulo está subdividido em sete itens: no primeiro item determinaremos o número de 

incógnitas existentes para a análise de um tubo flexível ou cabo umbilical, levando em conta 

algumas hipóteses gerais, e mostrando a seguir como obter um sistema de equações que 

permita resolver o problema de forma geral. Os cinco itens seguintes mostram de forma 

mais detalhada as equações utilizadas e a modelagem de cada camada do tubo/cabo. Será 

dada ênfase à modelagem das camadas helicoidais (armaduras de tração), uma vez que a 

geometria destes elementos impõe dificuldades de modelagem muito maiores que as 

devidas às camadas plásticas. O último item retoma o sistema final de equações, 

exemplificando sua utilização para um caso prático. 

 

Mostraremos por fim que os valores de rigidez axial e torsional para a estrutura em 

consideração podem ser obtidos como “sub-produtos” da análise efetuada. Devido à não-

linearidade geométrica decorrente da própria construção destas estruturas, mostra-se que 

a rigidez axial e torsional são dependentes do carregamento aplicado. Verificaremos 

também que, apesar de ser possível a obtenção de formas analíticas para se expressar tais 

valores de rigidez, estas expressões dependerão do número, do tipo e da disposição das 

camadas que constituem a estrutura analisada. 
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3.1 Determinação do problema e hipóteses gerais 

Neste item estaremos interessados na quantificação e especificação das incógnitas 

existentes na análise de um tubo flexível (ou cabo umbilical) submetido à ação de 

carregamentos axissimétricos, bem como no estabelecimento de um sistema de equações 

que permita resolver o problema de determinação destas incógnitas de forma geral. Tal 

sistema de equações seguirá de perto a proposta de solução do problema indicada por 

Féret & Bournazel [20], que identificaram as incógnitas e listaram as equações necessárias 

para obter sua solução, sem contudo explicitá-las (o artigo traz, na verdade, somente 

algumas poucas equações para uma solução “simplificada” do problema). 

 

Deve-se ressaltar que a proposta deste capítulo está ligada à análise local de risers, i.é, à 

determinação da distribuição de esforços nas diversas camadas, uma vez conhecidos os 

esforços solicitantes que atuam em duas seções transversais do riser distantes L1 entre si. 

A escala de comprimento (L1) que estaremos considerando aqui é tal que L1 é bem 

pequeno se comparado ao comprimento suspenso da linha, mas suficientemente grande se 

comparado ao seu diâmetro. Designando D o diâmetro externo da linha, poderíamos então 

admitir que 10 < L1/D < 100 seria um intervalo aceitável para a relação L1/D. 

 

Denotaremos por Σ1 a configuração inicial, não-deformada, do riser (tubo ou cabo). 

Nesta configuração, também chamada configuração de referência, admite-se que a 

estrutura esteja totalmente descarregada e tenha seu eixo central perfeitamente reto. Após 

a aplicação dos esforços, a estrutura irá adquirir uma nova configuração, a qual será 

denotada por Σ2 (configuração deformada devida aos carregamentos axissimétricos). 

 

Antes de iniciarmos a discussão acerca das incógnitas do problema, devemos ressaltar 

algumas das hipóteses utilizadas em sua solução. São elas: 

i) os carregamentos axissimétricos serão aplicados de tal forma que o eixo central do 

tubo/cabo permaneça reto; 
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ii) admite-se que o atrito interno entre as camadas possa ser desprezado; 

iii) as seções que eram inicialmente planas antes da deformação continuarão planas após a 

deformação, o que significa que o alongamento 1/ LL∆  (medido na direção do eixo 

central do riser) será o mesmo para todas as camadas, independentemente de haver 

separação entre elas; 

iv) a rotação (twist) por unidade de comprimento do riser, 1/ Lϕ∆ , será considerada a 

mesma para todas as camadas que constituem a estrutura, mesmo havendo 

descolamento entre elas; 

v) os materiais de todas as camadas que compõem o tubo (ou cabo) constituem meios 

contínuos, homogêneos e isótropos e apresentam comportamento elástico linear; 

vi) admite-se linearidade geométrica, ou seja, os deslocamentos são muito pequenos se 

comparados ao comprimento (L1) do trecho de riser que está sendo analisado, e as 

deformações e distorções são bastante pequenas se comparadas à unidade. 

 

Como se pode observar, estas seis hipóteses são gerais, i.é, aplicam-se a todas as 

camadas do riser, sejam elas helicoidais ou plásticas. Outras hipóteses que forem 

específicas para cada camada a ser tratada serão consideradas oportunamente. Deve-se 

ainda ressaltar que as hipóteses dadas acima são encontradas (muitas vezes implicitamente) 

em várias referências que tratam do problema (ver, por exemplo, Claydon et al. [13], 

Féret; Bournazel [20], Goto et al. [22], Pesce et al. [49] e Witz; Tan [72], entre outros). 

 

Observa-se ainda que tal conjunto de hipóteses simplifica consideravelmente a análise local 

de risers submetidos a carregamentos axissimétricos e, embora algumas delas possam ser 

consideradas triviais, é importante discutirmos alguns pontos relacionados a elas. A 

primeira hipótese, por exemplo, é essencial para assegurar a validade dos resultados a 

serem obtidos adiante. Contudo, é importante ressaltar que o fato de serem aplicados (ao 

trecho considerado do riser) apenas esforços axissimétricos, como tração e torção, não 

impede que o riser apresente deslocamentos transversais. De fato, mesmo que o trecho de 

riser considerado seja inicialmente reto, pode haver uma combinação de esforços (torção 
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+ compressão) que causem à linha problemas de instabilidade global, de tal forma que 

deslocamentos transversais acabem surgindo. Este problema será discutido com maior 

detalhe no capítulo 6 que irá tratar da análise de instabilidade global de linhas. 

 

A segunda hipótese, que desconsidera as forças de atrito interno entre as camadas, 

introduz uma forte simplificação ao problema, o que pode ser bastante desejável numa 

primeira modelagem. Por outro lado, tal hipótese encontra um certo “respaldo” na 

existência de camadas têxteis anti-fricção que são colocadas entre as camadas adjacentes 

às camadas helicoidais, e cujo objetivo é realmente o de reduzir as forças de atrito entre as 

camadas, facilitando o deslizamento entre as mesmas e aumentando a flexibilidade do 

tubo/cabo. Uma outra razão que nos levou a não considerar as forças de atrito diz respeito 

ao modelo a ser considerado: mesmo utilizando o modelo de atrito de Coulomb (o mais 

simples possível), restaria determinar o coeficiente de atrito entre as camadas envolvidas. 

Como a determinação deste coeficiente envolve vários outros fatores, acreditamos que a 

incerteza trazida com a sua utilização não seria, neste momento, menor que aquela com a 

qual estamos trabalhando. A questão do atrito interno será discutida novamente nos 

capítulos 4 e 5, quando serão comparados diversos valores de rigidez de um tubo flexível 

obtidos de forma analítica e experimental. 

 

Segundo as hipóteses (iii) e (iv), os mesmos valores de deformação axial ( 1/ LL∆ ) e de 

rotação por unidade de comprimento ( 1/ Lϕ∆ ) são atribuídos a todas as camadas do 

riser. Tais hipóteses simplificam bastante a análise e seu emprego é justificável, se 

considerarmos que nas aplicações práticas não deve haver grandes gradientes de 

deformações nas diversas camadas que constituem o riser, nas condições em estudo (ou 

seja, para os carregamentos e o comprimento considerados para o trecho). 

 

Pela quinta hipótese admite-se que todos os materiais empregados constituem meios 

contínuos, homogêneos e isótropos, com comportamento elástico linear. Tais hipóteses são 

clássicas na Teoria da Elasticidade Linear e podem ser utilizadas para materiais metálicos 
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e/ou plásticos, desde que o nível de deformações não alcance valores excessivos de modo 

a provocar o escoamento do material. O estudo de fenômenos como fluência e 

envelhecimento dos materiais fogem ao escopo deste trabalho e não serão considerados 

aqui. 

 

A sexta e última hipótese visa justamente garantir que as deformações produzidas pelos 

esforços aplicados sejam bem pequenas quando comparadas à unidade, e que os 

deslocamentos provocados pelos mesmos esforços sejam pequenos quando comparados 

às dimensões características do tubo ou cabo (como o diâmetro). Tal hipótese dá, 

portanto, consistência à hipótese (v), que requer pequenas deformações. 

 

Voltando, agora, ao problema de determinação da distribuição de tensões em um riser 

flexível1, nas condições em estudo, consideremos que o mesmo seja composto por n 

camadas helicoidais e m camadas plásticas. As incógnitas do problema podem, então, ser 

resumidas e identificadas conforme indicado na tabela 3.1 a seguir. 

 

 

                                                 
1 Consideraremos, inicialmente, o estudo de um tubo flexível e, a seguir veremos as modificações 

necessárias para o tratamento de cabos umbilicais. 
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Tabela 3.1: Incógnitas para a determinação da distribuição de esforços em tubos. 

Identificação da Incógnita Símbolo Número de 
incógnitas 

Pressão de contato ou afastamento entre a i-ésima e 
(i+1)-ésima camadas. 

pc,i  ,  gi n + m -1 

Tensões nos tendões das armaduras, nas direções  
tangencial e normal2. 

σ σt i n i, , ,  2n 

Tensões nas camadas plásticas, nas direções 
longitudinal, radial e circunferencial. 

iiriz ,,,  ,  , θσσσ  3m 

Variação de espessura das camadas 
it ∆  n + m 

Variação do raio médio das camadas 
iR∆  n + m 

Variação do ângulo de assentamento nas camadas 
helicoidais  

iα∆  n 

Deformação axial do tubo 
1LL∆  1 

Rotação do tubo por unidade de comprimento 
1Lϕ∆  1 

Total de incógnitas: 6(n + m) + 1 

 

Como temos um total de 6(n+m) + 1 incógnitas, precisamos obter um número equivalente 

de equações independentes para a resolução do problema. Como em qualquer problema 

da mecânica dos sólidos deformáveis, as equações necessárias à solução podem ser 

obtidas considerando-se: 

i)  as equações constitutivas dos materiais, 

ii)  as equações de equilíbrio e 

iii)  as relações entre deslocamentos e deformações. 

 

Deve-se ressaltar que as tensões de cisalhamento (τ) nas camadas plásticas, devidas à 

torção aplicada ao tubo, também serão consideradas na análise. Porém, como a 

determinação destas tensões é bastante simples, uma vez conhecida a rotação do tubo por 

                                                 
2 A tensão tangencial no tendão é aquela que atua segundo a direção tangente ao seu eixo central, 

enquanto a tensão normal é a que atua numa direção ortogonal às superfícies de contato do tendão 

com as camadas adjacentes. 
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unidade de comprimento ( 1Lϕ∆ ), preferimos não introduzir mais incógnitas ao conjunto 

indicado na tabela 3.1. A principal razão para isto é facilitar a resolução numérica do 

sistema de equações a ser proposto a seguir, pois, com a determinação das tensões de 

cisalhamento sendo feita à parte, cada camada do tubo, seja helicoidal ou não, estará 

associada a apenas seis incógnitas3, a saber: 

• Para as camadas não-helicoidais: iR∆ , it ∆ , iiriz ,,,  ,  , θσσσ  e pc,i  (ou gi); 

• Para as camadas helicoidais: iR∆ , it ∆ , init ,,  , σσ , iα∆  e pc,i  (ou gi); 

 

Se, ao invés do tubo flexível, tratássemos de um cabo umbilical, também composto por n 

camadas helicoidais e m camadas não-helicoidais (incluindo, entre estas, o núcleo elétrico), 

teríamos como incógnitas as mesmas indicadas na tabela 3.1, exceto que, para o núcleo 

elétrico, a incógnita referente à variação do raio médio seria substituída pela variação do 

raio externo e a incógnita referente à variação de espessura seria eliminada para esta 

camada, resultando, assim, um total de 6(n+m) incógnitas. Contudo, nada impede que 

utilizemos, também para os cabos umbilicais, o mesmo número de equações que o 

necessário para os tubos flexíveis, mantendo para o núcleo elétrico a variação de 

espessura e a variação do raio médio desta camada como incógnitas. Portanto, visando a 

uniformização do tratamento, este será o procedimento adotado. Os itens seguintes (3.2 a 

3.6) mostrarão com detalhe as equações necessárias para a determinação das incógnitas, 

considerando os diversos tipos de camadas existentes. 

 

 

                                                 
3 A única exceção ocorre para a última camada, pois, não havendo camada externa a ela, não há pressão 

de contato nem folga. 
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3.2 Modelagem analítica das camadas helicoidais 

Este item encerra a obtenção de equações referentes à modelagem analítica das camadas 

helicoidais de tubos e cabos, estando dividido em três partes. Na primeira parte serão 

determinadas as equações de equilíbrio dos tendões das armaduras, considerando o 

carregamento em questão. A segunda parte traz duas importantes relações geométricas: a 

primeira entre a deformação axial do tendão (medida na direção tangente ao seu eixo 

central) e as componentes de deformação da camada ( 1/ LL∆ , 1Lϕ∆  e 1/ RR∆ ), e a 

segunda entre a variação do ângulo de assentamento dos tendões e as mesmas 

componentes de deformação 1/ LL∆ , 1Lϕ∆  e 1/ RR∆ . A terceira parte conclui a 

modelagem das camadas helicoidais, apresentando as equações constitutivas utilizadas 

para relacionar o campo de tensões ao campo de deformações nos tendões das armaduras 

de tração. 

 

3.2.1 Equações de equilíbrio 

Neste item mostraremos que, para tubos e cabos submetidos a carregamentos 

axissimétricos, podemos chegar de forma consistente a uma importante equação que rege 

o comportamento dos elementos helicoidais (armaduras de tração) presentes nestas 

estruturas. Tal equação relaciona o diferencial de pressão entre as camadas vizinhas a uma 

armadura de tração aos esforços de tração que solicitam os tendões, sendo encontrada e 

utilizada com freqüência em vários artigos que tratam do tema, porém sem nenhuma 

dedução rigorosa, que explicite as diversas hipóteses envolvidas em sua obtenção. As 

equações deduzidas a seguir também serão utilizadas para as camadas circunferenciais de 

pressão, quando houver. 

 

No anexo A, foram obtidas as equações gerais de equilíbrio de uma barra, sob ação de 

um carregamento genérico, e cujo eixo na configuração deformada é descrito por uma 

curva qualquer no espaço. Considerando que na configuração inicial Σ1 os tendões 

constituam barras naturalmente curvas, podemos então utilizar diretamente as equações 
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(a.21) e (a.22), que fornecem as equações diferenciais de equilíbrio de forças e de 

momentos para a barra (leia-se: tendão). Temos então: 
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onde o subscrito “2” indica que os valores das variáveis estão associados à configuração 

Σ2 (configuração deformada devida aos carregamentos axissimétricos). 

 

Lançando mão das hipóteses levantadas no item 3.1, podemos admitir que, na 

configuração deformada Σ2, as variações dos esforços solicitantes no tendão com relação 

ao comprimento de arco S2 (medido ao longo do eixo central do tendão) são todas nulas. 

Assim, as equações de equilíbrio (3.1) e (3.2) ficam simplificadas para: 
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As componentes de curvatura e de torção, segundo as direções principais de flexo-torção 

da seção transversal do tendão, associadas às configurações inicial (Σ1) e deformada (Σ2) 

são dadas por (ver equações (c.16) e (c.61) do Anexo C): 
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Devemos ressaltar, contudo, que as equações (3.5) e (3.6) são válidas desde que seja 

admitida a hipótese (feita no Anexo C) de que as direções principais de flexo-torção da 

seção ( kji
rrr

,, ) coincidam respectivamente com as direções principais de curvatura 

( tbn
rrr

,, ) da curva formada pelo eixo central do tendão em todos os pontos do eixo (i.é, 

para qualquer valor do comprimento de arco S2) e para cada uma das configurações 

consideradas. 

 

Se lembrarmos ainda que as relações entre os esforços solicitantes T, xM  e yM  e suas 

respectivas componentes de deformação são dadas pelas seguintes equações constitutivas 

(ver equação (b.27), Anexo B): 
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então, usando as equações (3.5) e (3.6) e a terceira equação de (3.7), as equações (3.3) e 

(3.4) ficam reduzidas a: 
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A terceira equação de (3.9) mostra então que, nestas condições, a componente dos 

momentos distribuídos (por unidade de comprimento do tendão) segundo a direção 

tangente ao eixo central do tendão é nula (não há portanto uma distribuição de torque ao 

longo do tendão). 

 

Considerando que não haja contato entre tendões de uma mesma camada helicoidal e 

lembrando que as forças de atrito estão sendo desprezadas (segundo hipótese (ii) do item 

3.1), podemos admitir que: 

0       ;         0       ;       0 === xzy mff  

pois são as forças de contato (entre tendões de uma mesma camada) e as forças de atrito 

as principais responsáveis pelas forças distribuídas nas direções y e z e pela componente 

de momentos distribuídos segundo a direção principal x. 

 

Logo, da segunda ou da terceira equação de (3.8), segue que a força cortante Qx (atuante 

segundo a direção da normal) é nula nestas condições. E, portanto, da segunda equação 

de (3.9), conclui-se que a componente dos momentos distribuídos (por unidade de 

comprimento do tendão) segundo a direção principal y também deve ser nula. 

 

Restam, assim, somente as equações: 
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Consideremos que o momento de torção na seção transversal do tendão seja dado por 

(ver, por exemplo, Witz; Tan [72]): 

).( 12 tttz GIM κκ −=      (3.11) 

 

Substituindo a segunda equação de (3.7) e a equação (3.11) na segunda equação de 

(3.10), podemos então determinar a força cortante Qy, obtendo o seguinte resultado: 

212212 ).()..( χτττχχ −+−−= tyy GIEIQ   (3.12) 

 

Admitindo que as forças distribuídas xf  possam ser expressas em função da diferença das 

pressões de contato externa ( c,ep ) e interna ( c,ip ) à camada, teremos: 

) - .( = . = c,ic,ecx ppbpbf ∆     (3.13) 

onde b é a largura do tendão. 

 

Substituindo agora (3.12) e (3.13) na primeira equação de (3.10), virá: 
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Utilizando, enfim, as relações (3.5) e (3.6) em (3.14), e lembrando que: 
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teremos, após linearizarmos a expressão (3.14) em torno de R∆ = 0 e α∆ = 0, a seguinte 

expressão: 
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Pode-se mostrar que, das três parcelas que comparecem no lado direito da equação 

(3.15), o termo dominante corresponde ao produto 1.χT . Desta forma, uma fórmula 

aproximada que pode substituir (3.15) é dada por: 

b
T

pp ecic
1

,,
.χ

≅−      (3.16) 

 

Para tendões com seção transversal retangular (b x t), por exemplo, pode-se mostrar que 

o erro cometido ao utilizarmos (3.16) ao invés de (3.15) é da ordem de 2
1)/( Rt . Assim, 

para uma camada helicoidal com tendões de seção transversal retangular tendo t = 5 mm, 

e sendo 1R  = 50 mm, teremos um erro da ordem de 1% apenas. 

 

É interessante notar que a fórmula (3.16) pode ser relacionada diretamente à clássica 

fórmula de tensão circunferencial em vasos de pressão de parede fina submetidos apenas à 

pressão interna, desde que se tome o raio do vaso como o raio de curvatura do tendão 

(ver, por exemplo, Hibbeler [24] ou Timoshenko; Goodier [70]). De fato, tomando: 

0, =ecp   (não há pressão externa) 

tbT t .. =  σ   (seção transversal retangular, b x t) 

11 1/ =  ρχ   ( 1ρ  = raio de curvatura) 

resulta de (3.16): 
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A equação (3.16) pode ser encontrada também em diversas referências que tratam da 

análise local de risers flexíveis (ver, por exemplo, Féret; Bournazel [20], Pesce et al. [49] 

e Witz; Tan [72]). Contudo, devemos ressaltar que tal equação só pode ser utilizada desde 

que todas as hipóteses feitas até o momento para sua obtenção sejam consideradas 

aceitáveis. Além das hipóteses gerais (admitidas para todas as camadas) levantadas no 

item 3.1, lembramos que as seguintes hipóteses foram admitidas na obtenção da equação 

(3.16): 
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1. as variações dos diversos esforços solicitantes no tendão com relação ao comprimento 

de arco S2 (medido ao longo de seu eixo central) são todas nulas; 

2. as direções principais de flexo-torção da seção transversal do tendão ( kji
rrr

,, ) 

coincidem respectivamente com as direções principais de curvatura ( tbn
rrr

,, ) da curva 

formada pelo eixo central do tendão em todos os pontos do eixo (i.é, para qualquer 

valor do comprimento de arco S2) e para cada uma das configurações consideradas; 

3. não há contato entre tendões de uma mesma camada helicoidal; 

4. as forças distribuídas xf  podem ser expressas em função da diferença das pressões de 

contato externa e interna à camada; 

5. admite-se que 1/ 1 <<Ra , onde a representa uma dimensão característica da seção 

transversal do tendão (como a espessura, no caso de tendões de seção retangular) e 

1R  representa o raio médio da camada na configuração inicial 1Σ . 

 

A primeira hipótese parece ser bastante aceitável para carregamentos de natureza 

axissimétrica como os que estamos considerando, desde que aceitas as hipóteses gerais já 

discutidas no item 3.1 (deve-se observar que a hipótese (1) decorre das hipóteses gerais). 

Devemos ainda lembrar que, embora os carregamentos distribuídos ao longo do riser 

(como o peso próprio e o empuxo) provoquem uma variação dos esforços solicitantes em 

suas seções transversais e, conseqüentemente, nas seções transversais dos tendões, 

podemos considerar tais variações desprezíveis na escala de comprimento ( 1L ) 

considerada, posto que as mesmas ocorrem numa escala de comprimento superior a 1L . 

 

A hipótese (2) é uma das mais fortes dentre as admitidas, já que os eixos principais de 

flexo-torção da seção transversal não são necessariamente coincidentes com as direções 

principais de curvatura do eixo central do tendão. Porém, se a seção transversal do tendão 

for circular, isto realmente ocorre, deixando de ser uma simplificação (deve-se, contudo, 

tratar a torção de forma cuidadosa). Para seções transversais retangulares admitiremos que 

esta hipótese também é aceitável, tendo em vista que a constrição imposta pelas camadas 
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adjacentes praticamente impõe a coincidência entre as direções ( kji
rrr

,, ) e ( tbn
rrr

,, ). Para 

outros tipos de seção transversal, como as presentes nas camadas de reforço de pressão e 

nas carcaças intertravadas, admitiremos que a hipótese (2) também seja válida, embora 

devamos reconhecer que um estudo mais aprofundado com relação a estas camadas seja 

necessário. 

 

A terceira hipótese, segundo a qual não há contato entre tendões de uma mesma camada, 

também é justificável pois geralmente existe uma pequena folga entre tendões adjacentes 

de uma mesma camada. Naturalmente, admite-se também, de forma implícita, que a folga 

entre dois tendões vizinhos de uma mesma camada seja a mesma, quaisquer que sejam os 

tendões tomados, de forma a garantir uma simetria na distribuição dos tendões ao longo do 

perímetro circunferencial. Problemas como o de uma eventual superposição dos tendões 

não serão considerados neste trabalho. 

 

A hipótese (4) também parece ser bastante aceitável, tendo em vista todas as condições e 

hipóteses já assinaladas, não necessitando de maiores discussões. Admite-se também que 

as pressões de contato entre os tendões e as camadas adjacentes estão uniformemente 

distribuídas nas respectivas superfícies de contato. Tal distribuição uniforme decorre das 

hipóteses gerais apontadas em 3.1 e da distribuição simétrica dos tendões ao longo do 

perímetro circunferencial. 

 

A condição de que o raio médio da camada helicoidal seja suficientemente maior que as 

dimensões caraterísticas da seção transversal dos tendões (hipótese (5)) geralmente é 

observada em grande parte das camadas helicoidais presentes em risers flexíveis, de tal 

forma que esta hipótese é seguramente plausível. De qualquer forma, é importante assinalar 

que, caso a hipótese não se confirme, não apenas a equação (3.16) deixa de ser uma 

aproximação válida da equação (3.15), como também as equações constitutivas dadas por 

(3.7) deixam de ser corretas (ver Anexo B). 

 



 

 

68

 

Para concluir este item, queremos apenas ressaltar que, uma vez garantida a validade das 

hipóteses feitas até aqui (cuja fundamentação foi detalhada nos parágrafos anteriores), as 

duas únicas equações de equilíbrio que restam são as equivalentes às equações (3.10), 

abaixo rescritas: 

0..

0   .  . 

22

22

=−+−

=++−

yzy

xy

QMM

fTQ

χτ

χτ
 

Estas duas equações ficam “resumidas” na forma da equação (3.16) − ou, de forma mais 

completa, da equação (3.15) − que diz respeito ao equilíbrio do tendão como 

“membrana”. As demais equações de equilíbrio ficam automaticamente satisfeitas. 

 

3.2.2 Equações de compatibilidade de deformações 

No anexo C foram deduzidas duas equações largamente empregadas na análise estrutural 

dos tendões das armaduras helicoidais: a primeira relaciona a deformação axial do tendão 

com as chamadas “componentes de deformação” da camada (dadas por 1/ LL∆ , 1/ Lϕ∆  

e 1/ RR∆ ), enquanto a segunda fornece a variação do ângulo de assentamento dos 

tendões com as mesmas “componentes de deformação” da camada. As equações são 

dadas respectivamente por (ver equações (c.43) e (c.49), Anexo C): 

1
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Tais equações são obtidas a partir de simples relações envolvendo parâmetros 

geométricos da camada e mostram que as medidas de deformação envolvidas não podem 

ser, de fato, independentes umas das outras. Deve-se observar, porém, que as equações 

(3.17) e (3.18) são válidas somente para o caso em que as chamadas “componentes de 

deformação” da camada assumem valores constantes na escala de comprimento 
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considerada ao longo do riser ( 1L ). Os resultados previstos por estas equações são, 

portanto, consistentes com as hipóteses adotadas neste capítulo. 

 

3.2.3 Equações constitutivas 

Como admitimos que o material das camadas helicoidais é homogêneo, isótropo e com 

comportamento elástico linear, as equações constitutivas para tais camadas resultam 

diretamente da aplicação da lei de Hooke. Assim, considerando que o estado de tensões 

associado aos pontos dos tendões possa ser aproximado pelas tensões normais σ t  

(tensão que atua na direção do versor tangente à curva formada pelo eixo central do 

tendão) e σ n  (tensão devida às pressões de contato que atuam na direção do versor 

normal à curva formada pelo eixo central do tendão), e que o estado de deformações nos 

pontos do tendão possa, da mesma forma, ser aproximado pelas componentes de 

deformação dadas por: 

  = 
1S
S

t
∆

ε  (deformação axial média conforme equação (c.40), Anexo C) e 

  = 
t
t

n
∆

ε  (deformação devida à variação de espessura dos tendões) 

então as equações que relacionam o campo de tensões ao campo de deformações são 

dadas por (ver, por exemplo, Timoshenko; Goodier [70]): 

[ ]

[ ]tnn

ntt

Et
t
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−=
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=
     (3.19) 

 

Utilizando agora a equação (3.17) na primeira das equações (3.19), teremos então as 

seguintes equações relacionando as incógnitas associadas às camadas helicoidais 

(conforme indicado na tabela 3.1): 
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3.3 Modelagem analítica das camadas plásticas 

Este item traz as equações referentes à modelagem analítica das camadas plásticas 

presentes em tubos e cabos, como a barreira de pressão e a capa externa, e está dividido 

em duas partes. Na primeira parte serão apresentadas expressões que fornecem a 

variação da espessura, a variação do raio médio e a tensão axial numa dada camada 

plástica submetida a pressões interna e externa e a uma deformação axial imposta. Ainda 

nesta primeira parte, mostraremos como ficam expressas as tensões de cisalhamento nas 

camadas plásticas em função do ângulo de giro imposto às mesmas. Na segunda parte 

faremos um confronto entre as equações “exatas”, obtidas pela Teoria da Elasticidade, e 

equações simplificadas utilizadas na literatura, mostrando que as últimas podem fornecer 

bons resultados, admitindo-se válida a hipótese de tubo de parede fina. 

 

3.3.1 Equações para as camadas plásticas 

Os carregamentos axissimétricos impostos às camadas plásticas podem consistir em: 

pressões interna e externa à camada, uma força normal de tração ou compressão (ou, de 

forma equivalente, um deslocamento axial imposto à camada) e um momento de torção (ou 

uma rotação axial imposta à camada). Admitiremos que para estes carregamentos o estado 

de tensões nos pontos destas camadas possa ser aproximado pelas tensões normais σ r , 

θσ  e σ z  (que atuam respectivamente nas direções radial, circunferencial e longitudinal da 

camada) e pelas tensões de cisalhamento θτ z . Considerando as hipóteses feitas 

anteriormente (item 3.1), notamos que é válido o princípio da superposição e, portanto, 

podemos obter o campo de tensões normais em função dos carregamentos de tração (ou 
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deslocamento axial) e de pressão interna e externa aplicados à camada, enquanto as 

tensões de cisalhamento ficam expressas em função da torção ou da rotação axial imposta 

à camada. 

 

• Variação de espessura da camada: 

O anexo D traz o equacionamento para camadas cilíndricas de parede espessa submetidas 

a carregamentos axissimétricos como pressão interna e externa e tração axial. As 

expressões foram obtidas a partir da formulação geral dada pela Teoria da Elasticidade 

Linear, admitindo válidas as hipóteses da Teoria. A variação da espessura da camada 

pode então ser facilmente calculada através de: 

)()( aubut −=∆  

onde u(r) é o campo de deslocamentos radiais da camada, dado pela equação (d.7), e a e 

b são, respectivamente, o raio interno e externo à camada. Resulta, assim: 

( ) ( )
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)21()21(
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22
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Reescrevendo a expressão (3.21) em função da espessura t e do raio médio R da camada, 

e lembrando ainda que a deformação axial das camadas plásticas pode ser expressa como 

a deformação axial do riser (conforme hipótese (iii) feita no item 3.1), teremos: 
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  (3.22) 

 

• Variação do raio médio da camada: 

A variação do raio médio da camada é dada através da expressão: 

2
)()(

  
2

  int aubuRR
R ext +

=
∆+∆

=∆  

a qual, usando as fórmulas do anexo C, fica: 
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Procedendo de forma análoga ao que foi feito acima, teremos a seguinte expressão 

equivalente a (3.23) para a variação do raio médio (escrita em função da espessura e do 

raio médio da camada): 
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• Tensão axial atuante na camada: 

No anexo C mostra-se que a tensão axial nas camadas plásticas é dada pela seguinte 

expressão: 
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Reescrevendo a expressão (3.25) em função da espessura t e do raio médio R da camada, 

teremos: 
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• Contribuição das camadas plásticas na resistência a torção: 

Admitiremos que as camadas plásticas ofereçam uma certa resistência aos momentos de 

torção aplicados aos tubos flexíveis ou cabos umbilicais. Considerando as hipóteses feitas 

no item 3.1, a relação entre o momento de torção resistido pela camada e o ângulo de giro 

imposto à ela é (ver, por exemplo, Hibbeler [24]): 

M GJ
Lt p= ( ).

∆ϕ
      (3.27) 
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e a máxima tensão de cisalhamento atuando na camada será: 

τ max
t

p

M
J

b b
L

   G= = . .
∆ϕ

     (3.28) 

onde G é o módulo de elasticidade transversal do material da camada e Jp é o momento 

polar de inércia da seção transversal. 

 

 

3.3.2 Confronto entre a solução “exata” e a aproximada 

O anexo D e o item anterior trazem a solução “exata”, dada pela Teoria da Elasticidade, 

para o problema da distribuição de tensões e deformações numa camada cilíndrica de 

parede espessa submetida a uma tração axial e a pressões interna e externa distribuídas 

uniformemente sobre a superfície. Uma solução aproximada para este problema pode ser 

encontrada com freqüência na literatura4, admitindo-se válida a hipótese de tubo de parede 

fina. Neste caso, fazendo-se o equilíbrio de forças na direção radial, pode-se mostrar que 

a tensão circunferencial “média” θσ  é dada aproximadamente por: 

t
Rpp ei ).( −

=θσ      (3.29) 

onde pi e pe são, respectivamente, os valores absolutos das pressões interna e externa à 

camada considerada, R é o raio médio, e t é a espessura da camada. 

 

Já a tensão radial é estimada através da “média” entre as pressões interna e externa à 

camada, ou seja: 

2
)( ei

r
pp +

−=σ       (3.30) 

 

Considerando, agora, que as componentes de deformação ε r , θε  e ε z  medidas nas 

direções radial, circunferencial e longitudinal da camada, são dadas por: 

                                                 
4 Ver, por exemplo, Witz; Tan [72] e Pesce et al. [49]. 
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εr

t
t

 =   
∆

 (deformação radial, devida à variação de espessura da camada) e 

  = 
R
R∆

θε  (deformação circunferencial, devida à variação do raio médio da camada). 

εz

L
L

 =   
∆

 (deformação longitudinal, ou axial, da camada plástica); 
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teremos as seguintes equações constitutivas (admitem-se, novamente, as hipóteses 

clássicas da teoria da elasticidade linear): 
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Substituindo as equações (3.29) e (3.30) nas equações (3.31), teremos então as seguintes 

expressões simplificadas para a determinação da tensão axial e das variações de espessura 

e de raio médio na camada: 
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Comparando, agora, as expressões simplificadas (3.32), (3.33) e (3.34) com suas 

análogas (3.22), (3.24) e (3.26), obtidas a partir da solução “exata”, é fácil observar que 

os dois conjuntos de expressões são muito parecidos, a não ser pelos fatores (1-t/2R) e 

(1+t/2R) que multiplicam os termos de pi e pe, respectivamente, nas expressões “exatas”. 

Conclui-se, portanto, que a solução simplificada pode fornecer bons resultados, desde que 

a hipótese de tubo de parede fina seja válida. Neste caso, o erro cometido ao utilizarmos 

as equações (3.32), (3.33) e (3.34), ao invés das equações (3.22), (3.24) e (3.26), será 

da ordem5 de t R . 

                                                 
5 Naturalmente há valores de pi, pe e  ∆L/L para os quais as expressões “exatas” (3.22), (3.24) e (3.26) se 

anulam, o que levaria a diferença percentual entre os valores exatos e aproximados atingir valores muito 

altos. Contudo, não há variação significativa entre os valores calculados. 
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3.4 Modelagem analítica da carcaça intertravada 

Pela sua construção intrínseca, a carcaça intertravada merece um item à parte que explique 

com maior detalhe sua modelagem. Fabricada a partir de um perfil em chapa dobrada, a 

carcaça é formada pelo intertravamento do perfil, que se enrola formando uma hélice com 

grande ângulo de enrolamento6. Para se modelar esta camada, existem na literatura dois 

tipos diferentes de abordagem: o primeiro trata a carcaça como uma camada helicoidal, 

utilizando, assim, formulações semelhantes à vista no item 3.2. Tal metodologia parece ser 

a predominante na literatura, sendo seguida, por exemplo, por Claydon et al. [13], Féret; 

Bournazel [20], Goto et al. [22] e Witz; Tan [72]. O segundo tipo de abordagem procura 

modelar esta camada como um “tubo equivalente”, com espessura e propriedades elásticas 

tais que representem de forma adequada o comportamento da carcaça intertravada para 

os carregamentos aplicados sobre ela. Entre os autores que utilizaram esta modelagem 

encontram-se Cruz [19], Pesce et al. [47, 48] e Souza et al. [63]. 

 

No presente trabalho, as duas formas de modelagem serão consideradas, conforme a 

conveniência7. Relativamente à modelagem como camada helicoidal, serão utilizadas as 

mesmas equações já vistas no item 3.2, não havendo necessidade de repeti-las aqui. 

Porém, deve-se ressaltar que todas as hipóteses feitas na obtenção destas equações 

devem ser consideradas em sua aplicação. Entre as diversas hipóteses levantadas naquela 

ocasião (item 3.2.1), merecem especial destaque as duas hipóteses seguintes: 

1. que as direções principais de flexo-torção da seção transversal do tendão ( kji
rrr

,, ) 

coincidem respectivamente com as direções principais de curvatura ( tbn
rrr

,, ) da curva 

formada pelo eixo central do tendão em todos os pontos do eixo e para cada uma das 

configurações consideradas; 

2. que não há contato entre tendões de uma mesma camada helicoidal; 

                                                 
6 O ângulo de enrolamento da carcaça, medido com relação ao eixo do tubo, está geralmente situado 

por volta de 85o. 
7 Para a modelagem da carcaça intertravada com elementos finitos, por exemplo, a modelagem como 

tubo “equivalente” é, naturalmente, mais simples que a modelagem como helicóide. 
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Pelo formato da seção transversal do perfil que forma a carcaça, nota-se que a primeira 

hipótese não é necessariamente verdadeira. Contudo, examinando-se os perfis utilizados 

na fabricação da carcaça, pode-se notar que a hipótese é ainda razoável. Verifica-se 

também que, devido à extrusão de uma camada plástica sobre a carcaça intertravada, são 

criadas “guias” que, de certa forma, impedem a carcaça de se deformar por torção ou por 

flexão em torno do versor normal (admitindo que tal flexão fosse possível). Assim, os 

únicos meios que restam à carcaça para se deformar ficam restritos a tração e a flexão em 

torno do versor binormal. Como as tensões de membrana são certamente maiores que as 

tensões de flexão (ambas causadas, sobretudo, pela constrição radial imposta à carcaça), 

conclui-se que as equações obtidas no item 3.2.1 devem fornecer bons resultados para a 

carcaça. Já a segunda hipótese é bastante discutível, pela própria geometria do 

intertravamento e também pela existência das “guias” na jaqueta plástica, que acabam 

gerando forças de contato distribuídas. Porém, vamos considerar a hipótese aceitável, com 

a limitação de que a deformação axial imposta ao riser não alcance valores excessivos8, 

ficando claro, contudo, que uma melhor investigação a respeito do comportamento 

estrutural desta camada deve ser realizada em trabalhos futuros. 

 

Quanto à modelagem da carcaça como “tubo equivalente”, mostraremos a seguir como 

calcular a espessura e as constantes elásticas deste “tubo” de forma a assegurar que seu 

comportamento seja próximo ao da carcaça propriamente dita, para carregamentos 

axissimétricos. Deve-se ressaltar ainda que esta forma de modelagem também proporciona 

resultados satisfatórios, conforme mostram os trabalhos realizados por Pesce et al. 

[47,48], cujos resultados analíticos foram confirmados por resultados experimentais. 

Nestes trabalhos, os autores utilizam o conceito de “tubo equivalente” para o estudo do 

comportamento estrutural da carcaça sob carregamento radial (geral no que tange à sua 

distribuição perimetral), concluindo que “...o modelo de tubo e o critério adotado para 

predizer o limite de comportamento linear da estrutura são satisfatórios”. 

                                                 
8 Isto é consistente com a hipótese de linearidade geométrica admitida no item 3.1. 



 

 

78

 

 

Como última observação, antes de procedermos à modelagem da carcaça como “tubo 

equivalente”, queremos lembrar, como muito bem destacou Claydon et al. [13], que a 

carcaça é, de fato, uma camada não-estanque, de tal forma que se pode admitir que a 

pressão interna em um tubo flexível atue diretamente sobre a camada estanque adjacente à 

carcaça (geralmente uma jaqueta plástica). Neste caso, se, para um dado carregamento, o 

deslocamento radial desta camada plástica adjacente for positivo (portanto, no sentido de 

se afastar do centro), então a carcaça praticamente não atuará, podendo ser ignorada no 

cálculo da rigidez axial do tubo. Se, por outro lado, o deslocamento radial for negativo (em 

direção ao centro), então a contribuição da carcaça na rigidez axial do tubo é fundamental. 

Assim, independentemente da forma de modelagem da carcaça, tais fatos devem ser 

sempre levados em conta. 

 

3.4.1 O modelo de “tubo equivalente” 

Neste item descreveremos o modelo da carcaça como um “tubo equivalente” ortotrópico, 

mostrando como calcular a espessura equivalente e as constantes elásticas do material 

fictício do “tubo”. As seguintes hipóteses serão adotadas para o modelo: 

i)  As resistências axial e torsional da carcaça são desprezíveis quando comparadas às 

mesmas resistências devidas às demais camadas. Desta forma, o único carregamento a 

ser considerado consistirá em um campo de pressões uniformemente distribuído sobre a 

superfície externa da carcaça (pressão externa); 

ii)  admite-se que os eixos de simetria elástica do material fictício do “tubo” coincidam com 

as direções circunferencial, radial e longitudinal do “tubo”; 

iii)  os coeficientes de Poisson, relativos aos eixos de simetria elástica do material, são 

todos nulos, ou seja, se for aplicada uma tensão segundo um dos eixos de simetria 

elástica do material, as deformações medidas nas duas outras direções serão nulas; 

iv) outras hipóteses clássicas serão admitidas como: continuidade, homogeneidade, 

elasticidade linear e linearidade geométrica. 

 



 

 

79

 

Consideremos, então, conhecidas as propriedades geométricas da carcaça a ser 

modelada, bem como o módulo de elasticidade do material da carcaça. Seja eqt  a 

espessura equivalente do “tubo” e sejam zr EEE   e   , θ  os módulos de elasticidade do 

material do “tubo”, medidos com relação às direções radial, circunferencial e longitudinal, 

respectivamente. Como, por hipótese, a carcaça não resiste aos esforços axiais aplicados 

ao tubo, podemos atribuir à constante E z  um valor qualquer, porém bastante pequeno 

quando comparado aos dos demais módulos de elasticidade9, digamos: 

E z = 1 MPa 

Com relação aos módulos de elasticidade rE  e θE , arbitraremos que ambos tenham o 

mesmo valor de tal forma que as deformações medidas na direção radial e circunferencial 

tenham a mesma ordem de grandeza. Resta, portanto, calcular os valores de θE  e eqt . 

Para um tubo submetido a uma pressão externa ep  distribuída uniformemente sobre sua 

superfície, podemos calcular a força de membrana (por unidade de comprimento na 

direção longitudinal) que atua na direção circunferencial por10: 

1

..

R

utE
N eqθ

θ =       (3.35) 

onde u representa o deslocamento radial da superfície média do “tubo”, e R1, o raio desta 

superfície (note que a relação u/R1 representa a deformação circunferencial média do 

“tubo”). 

 

Esta mesma força de membrana pode ser estimada para a carcaça através de: 

                                                 
9 Na realidade as tensões axiais calculadas para a carcaça intertravada, se modelada como tubo 

equivalente, não serão consideradas no equilíbrio de forças axiais do tubo flexível. Além disso, como 

estamos admitindo que todos os coeficientes de Poisson são nulos, a existência destas tensões não irá 

interferir na constrição radial da carcaça. Desta forma, os resultados obtidos para as demais camadas 

independem do valor arbitrado para o módulo de elasticidade Ez. 
10 Ver, por exemplo, Timoshenko; Krieger [69], pg. 468. 



 

 

80

 

11

.
)(

R
u

L
fEA

N c=θ      (3.36) 

onde EA representa a rigidez axial da seção transversal do perfil, e f c  representa um fator 

de correção da área que considera o intertravamento do perfil (em outras palavras, é um 

indicador do número de voltas, ou do número de seções transversais, correspondente a um 

dado comprimento L1 medido na direção axial da carcaça). Tal fator de correção pode ser 

calculado por: 

1

11

1

1

.2
tan.

R
L

h
L

f c π
α

==      (3.37) 

onde 1h  representa o passo de enrolamento da carcaça. 

Igualando as expressões (3.35) e (3.36), teremos a seguinte relação entre os valores de 

rigidez axial do “tubo” e da carcaça: 

1

)(
L

fEA
tE c

eq =θ       (3.38) 

Tendo levado em conta as forças de tração que solicitam o perfil da carcaça, 

consideraremos, agora, os momentos fletores em torno do versor binormal, que, conforme 

vimos, constituem o segundo meio de a carcaça se deformar. Para o “tubo equivalente” 

ortotrópico, a relação entre o momento fletor (por unidade de comprimento longitudinal) e 

a variação de curvatura é dada por: 

2
1

33

.
12

.
  .

12
.

  
R
utEtE

M eqeq θθ
θ κ =∆=     (3.39) 

 

Para a carcaça temos, analogamente: 

2
11

min .
)(

 
R
u

L
fEI

M c=θ       (3.40) 

onde (EImin ) representa a rigidez flexional do perfil (sendo Imin  o momento de inércia 

central mínimo da seção) e f c  é o mesmo fator de correção dado anteriormente. 
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Igualando as expressões (3.39) e (3.40), teremos a seguinte relação: 

1

min3 )(12
  .

L
fEI

tE c
eq =θ       (3.41) 

 

Assim, das expressões (3.37), (3.38) e (3.41), resultam finalmente: 

2/1
min.12







=

A
I

teq       (3.42) 

2/1

min.12
.

2
tan)(
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






=

I
A

R
EA

E
π

α
θ     (3.43) 

 

Desta forma, com o modelo aqui proposto, garante-se que a carcaça praticamente não 

trabalhe quando submetida a esforços axiais, mas seja resistente aos esforços radiais que 

provocam a constrição da camada (como a pressão de contato). 

 

3.4.2 Equações utilizadas no modelo de “tubo equivalente” 

Considerando que a carcaça seja modelada como um “tubo equivalente” com espessura e 

constantes elásticas já determinadas, algumas equações acerca do comportamento 

estrutural da camada devem ser fornecidas para possibilitar a resolução do sistema de 

equações visto no item 3.1. Estas equações serão: i) as equações de equilíbrio a serem 

usadas para a carcaça e ii) as equações constitutivas do material. Deve-se ressaltar que a 

discussão das equações constitutivas serve para fundamentar algumas hipóteses já 

consideradas no item anterior. 

 

3.4.2.1 Equações de equilíbrio 

Por hipótese, estamos admitindo que o estado de tensões para a carcaça intertravada, 

modelada como “tubo”, é representado pelas tensões normais σ r  , θσ  e σ z , que atuam 

nas direções radial, circunferencial e longitudinal do tubo, à semelhança do estado de 
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tensões existente nas camadas plásticas. Desta forma, recuperando o resultado obtido pela 

equação (3.29), podemos expressar a tensão circunferencial no tubo através de: 

eq

ei

t
Rpp 1).( −

=θσ      (3.44) 

 

Apesar da semelhança entre as equações (3.29) e (3.44), existem diferenças conceituais 

que dizem respeito à utilização destas duas equações. São elas: 

• admite-se que a carcaça intertravada, pela sua própria construção, não seja estanque, 

de tal modo que esta camada não é solicitada pela pressão interna decorrente da ação 

do fluido, mas somente pela pressão interna decorrente do contato com alguma camada 

mais interna (se houver); 

• a espessura utilizada na equação (3.44) não é a espessura da fita que forma a carcaça, 

tampouco a espessura da própria carcaça. O valor utilizado refere-se à espessura de 

um tubo “imaginário”, cujo comportamento, em termos de constrição radial, aproxima-

se ao da carcaça (conforme item 3.4.1) 

• os valores das tensões σ r  , θσ  e σ z , calculadas para a carcaça através do modelo de 

“tubo equivalente”, não são as tensões verdadeiras que atuam na camada. 

 

O cálculo das tensões na direção radial será visto mais adiante (item 3.6), já que todas as 

camadas, independentemente de sua modelagem, estão submetidas a tensões radiais. 

Quanto às tensões axiais calculadas para a carcaça intertravada, lembramos que elas não 

serão consideradas no equilíbrio de forças axiais do tubo flexível (se for modelada como 

“tubo equivalente”), servindo apenas para conferir “simetria” 11 ao sistema de equações a 

ser resolvido. 

 

                                                 
11 Simetria do ponto de vista “numérico”, pois, desta forma, todas as camadas modeladas como vaso de 

pressão cilíndrico terão o mesmo número e o mesmo tipo de incógnitas a serem determinadas: três 

tensões normais, variação de raio médio e variação de espessura. 
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3.4.2.2 Equações constitutivas 

Para materiais ortotrópicos com comportamento elástico linear, são necessárias nove 

constantes elásticas independentes para se estabelecer de forma completa as relações 

entre o campo de tensões e o campo de deformações nos pontos do sólido (ver, por 

exemplo, Lekhnitskii [34]). Tais constantes elásticas não são medidas com relação a 

direções quaisquer passando pelos pontos do sólido, mas com relação às direções de 

simetria elástica do material. Desta forma, ao modelarmos a carcaça intertravada como um 

“tubo” ortotrópico, uma das premissas básicas adotadas para simplificar o modelo é a de 

que as direções de simetria elástica do material hipotético que constitui este “tubo” 

coincidam com as direções axial, circunferencial e radial do próprio tubo flexível. Tal 

hipótese pode ser justificada pelo fato de que o ângulo de assentamento da hélice da 

carcaça é bastante próximo de 90o (geralmente em torno de 85o), de forma que o erro que 

se comete ao considerarmos tal aproximação deve ser desprezível. Assim, designando as 

direções radial, circunferencial e axial do tubo pelos índices “r”, “θ” e “z”, as equações 

constitutivas ligando as tensões às deformações em um ponto da carcaça ficam dadas por: 
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   (3.45) 

 

Considerando a forma construtiva da carcaça intertravada, é razoável admitirmos que 

todos os coeficientes de Poisson tenham valores iguais a zero, já que a influência das 

tensões nas deformações medidas em direções diferentes daquela de aplicação da tensão é 

praticamente desprezível, dentro da hipótese de linearidade geométrica. Lembrando ainda 

que o estado de tensões para a carcaça intertravada é representado somente pelas tensões 

normais σ r  , θσ  e σ z  (ou seja, admite-se que não há tensões de cisalhamento), teremos: 

z

z
z

r

r
r EEE

σ
ε

σ
ε

σ
ε

θ

θ
θ ===                       (3.46) 
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Com as equações (3.46) e as relações deslocamentos-deformações, podemos agora 

estabelecer a ligação entre as tensões na carcaça e os deslocamentos (variação da 

espessura, do raio médio e da altura da camada). As relações ficam: 

1

1

eq
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3.5 Modelagem do núcleo eletro-hidráulico 

O núcleo eletro-hidráulico, presente apenas nos cabos umbilicais, contém geralmente 

várias mangueiras, além de condutores elétricos e cabos ópticos, os quais são empregados 

na transmissão de sinal e força para o controle de válvulas e outros tipos de equipamentos 

usados em sistemas submarinos. As mangueiras e condutores são usualmente enrolados em 

torno do eixo central do cabo formando hélices de grande passo, estando imersos em uma 

espécie de “enchimento”12 que preenche todos os “vazios” do núcleo, formando assim, 

uma espécie de “cama elástica” que proporciona suporte para as camadas helicoidais 

externas. 

 

Nota-se que, devido à grande complexidade geométrica do núcleo, fica praticamente 

impossível modelar todos seus componentes na forma como se apresentam, ou seja, 

considerando o número de mangueiras e sua disposição no núcleo, o passo e a formação 

das mangueiras, a existência de camadas plásticas internas ao núcleo (para separar os 

condutores elétricos, situados na parte central do núcleo, das mangueiras), a existência de 

armações de fios para reforço adicional, etc. Desta forma, tentando modelar o 

comportamento estrutural de todo este conjunto a “grosso modo”, iremos considerar o 

                                                 
12 O material empregado para o “enchimento” é, geralmente, o EPR. 



 

 

85

 

núcleo como constituído por apenas duas camadas cilíndricas, conforme proposto por 

Knapp [29]: a primeira, periférica e deformável, com raio externo b e raio interno a; e a 

segunda, central e indeformável, com raio externo a (veja figura 3.1). 

               2a
                2b

Camada periférica
(deformável) do
núcleo

Camada central
(indeformável) do
núcleo

 

Figura 3.1: Modelo para o núcleo eletro-hidráulico. 

 

O material da parte periférica do núcleo será admitido homogêneo, isótropo e com 

comportamento elástico linear. Quanto ao carregamento aplicado sobre o núcleo, 

consideraremos que possa haver uma pressão ep  uniformemente distribuída sobre a 

superfície externa da parte periférica, e uma força axial, agindo somente sobre a parte 

deformável, que provoca uma deformação 1/ LLz ∆=ε  (i.é, igual àquela imposta ao 

cabo). A combinação destes dois carregamentos faz surgir uma pressão de contato cp  

entre a parte central e a periférica do núcleo, de tal forma que o carregamento resultante 

sobre esta última consistirá, além da força axial, nos campos de pressão ep  e cp  

conforme ilustra a figura 3.2. 

pe

pc
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Figura 3.2: Campo de pressões sobre a parte periférica do núcleo. 

 

Utilizando os resultados do anexo D, temos que o campo de deslocamentos radiais u(r) 

para os pontos da parte periférica do núcleo (a ≤ r ≤ b) é dado por: 
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Sendo a parte central indeformável, a pressão de contato cp  pode, então, ser facilmente 

determinada a partir da seguinte condição de contorno: 

u(a) = 0 

resultando: 
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Utilizando, agora, as fórmulas (3.21), (3.23) e (3.25), deduzidas no item 3.3 para as 

camadas plásticas, e fazendo ci pp = , encontraremos as seguintes expressões para a 

variação da espessura, a variação do raio médio e para as tensões axiais na parte 

deformável do núcleo: 
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Deve-se ressaltar que as expressões dadas acima foram obtidas a partir da geometria 

indicada na figura 3.1, com b > a > 0. Para o caso particular em que se deseje modelar o 

núcleo eletro-hidráulico como uma única camada deformável, com constantes elásticas E e 
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ν, submetida a uma pressão externa ep  e a uma deformação axial ε z , devemos observar 

que o campo de deslocamentos radiais não é mais o fornecido pela equação (d.7) do 

Anexo D. Neste caso, a equação diferencial (d.5) que rege o campo de deslocamentos 

radiais, bem como sua solução (d.6), continuam válidas. Contudo, muda uma das 

condições de contorno, que passa a ser: 

u(0) = 0 

impondo, assim, que a constante de integração C2 seja obrigatoriamente nula. Obtemos, 

assim, o novo campo de deslocamentos radiais: 

u(r) = C1.r 

onde C1 é obtido a partir da segunda condição de contorno:  er pbr −=⇒= σ     

resultando: 
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As variações de espessura e do raio médio da camada, bem como a tensão axial atuando 

na mesma, ficam, então, sendo: 
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Observamos, finalmente, que os resultados obtidos através das expressões (3.53), (3.54) 

e (3.55) coincidem, respectivamente, com os obtidos pelas expressões (3.49), (3.50) e 

(3.51), quando fazemos a = 0. Conclui-se, assim, que as fórmulas (3.49), (3.50) e (3.51) 

também são válidas para o caso em que todo o núcleo é considerado como uma camada 

homogênea e deformável. Resta apenas analisar a possibilidade de se querer modelar todo 

o núcleo como uma única camada indeformável. Neste caso, é fácil notar que, fazendo a = 

b nas expressões (3.49) e (3.50), obtemos de imediato ∆t = 0 e ∆R = 0, mostrando que 
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estas equações continuam válidas para este caso. Quanto ao campo de tensões axiais σ z  

previsto pela equação (3.51), devemos lembrar que, mesmo tendo perdido seu significado 

para este último caso, o resultado obtido não irá interferir na equação de equilíbrio de 

forças do cabo, já que a área da seção transversal da parte deformável é igual a zero para 

este caso. 

 

3.6 Outras equações necessárias 

Este item encerra a obtenção das demais equações necessárias à solução do sistema 

proposto no item 3.1, e está dividido em três partes, que compreendem: 

i) o cálculo das tensões na direção radial; 

ii) as equações de compatibilidade geométrica, e 

iii) as equações de equilíbrio globais. 

 

3.6.1 Cálculo das tensões na direção radial 

Como se pode depreender dos itens anteriores, todas as camadas estão submetidas a 

tensões radiais, designadas por σ n  (no caso das camadas helicoidais) ou σ r  (no caso das 

camadas plásticas). Em qualquer um dos casos os valores destas tensões podem ser 

calculados, aproximadamente, através da média aritmética das pressões que atuam entre 

as camadas adjacentes. Desta forma, as tensões radiais serão calculadas por: 

σ n r
i ep p

,

( )
= −

+
 

2
      (3.56) 

onde ip  e ep  referem-se, respectivamente, às pressões interna e externa à camada em 

questão, considerando, além das pressões de contato, as pressões devidas à ação de 

fluidos (no caso de a camada considerada ser estanque e de não existirem outras camadas 

estanques dispostas interna ou externamente à camada em questão). 

 

A equação (3.56) será usada apenas para as camadas helicoidais, como as armaduras de 

tração e as camadas zeta, ou para a carcaça intertravada (considerada como uma camada 
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helicoidal ou como tubo equivalente). A razão disto é que, para as demais camadas, as 

equações dadas nos itens 3.3 (para as camadas plásticas) ou 3.5 (para o núcleo elétrico) 

são suficientes para a determinação do campo de tensões normais nestas camadas, 

incluindo a tensão radial. Além disto, devemos lembrar que estas equações, obtidas a 

partir da Teoria da Elasticidade, são exatas, dentro das hipóteses admitidas, não havendo 

necessidade de substituir uma delas pela equação aproximada (3.56). 

 

3.6.2 Equações de compatibilidade geométrica 

Outro conjunto de equações que deve ser considerado é o que diz respeito às equações 

de compatibilidade geométrica entre as camadas consideradas. Para a obtenção destas 

equações, admitiremos que na configuração inicial (Σ1) do riser todas as camadas estejam 

em contato, ou seja, as folgas iniciais entre todas as camadas serão admitidas iguais a zero. 

Para a configuração final não será imposta qualquer restrição deste tipo, de tal forma que, 

após a aplicação dos esforços, poderemos ter duas situações distintas entre duas camadas 

adjacentes, a saber: 

1. As duas camadas permanecem em contato, significando que a folga entre elas é 

conhecida (e igual a zero). Neste caso, a incógnita fica sendo a pressão de contato 

entre as duas camadas; 

2. As duas camadas se afastam, de forma que a pressão de contato entre elas é conhecida 

(nula), sendo o afastamento entre as duas camadas uma das incógnitas do problema. 

 

Para o equacionamento destas situações, utilizaremos a seguinte expressão que relaciona 

as variações dos raios médios, as variações de espessuras e a folga (gi) entre duas 

camadas adjacentes: 

iiiii gttRR +∆+∆+∆=∆ ++ 2/)( 1 1    (3.57) 
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3.6.3 Equações de equilíbrio globais 

Para finalizar o sistema de equações necessário à solução do problema temos, finalmente, 

duas equações de equilíbrio globais relacionando as tensões nas diversas camadas. A 

primeira equação fornece o equilíbrio das forças axiais aplicadas ao tubo (cabo) e é escrita 

na forma: 

FAAn
m

j
jjz

n

i
iiiit     ).(  cos..).(

1
,

1
, =+ ∑∑

==
σασ     (3.58) 

enquanto a segunda equação consiste numa equação de equilíbrio de momentos, sendo 

dada por: 

t
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j
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1
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∆
∑∑
==

ϕ
ασ    (3.59) 

onde n é o número de camadas helicoidais do tubo (cabo) e m é o número de camadas 

não-helicoidais. Os esforços F e Mt denotam, respcectivamente, a força axial e o momento 

de torção aplicados ao riser. 

 

Apesar de as equações (3.58) e (3.59) serem clássicas no estudo da distribuição de 

esforços em tubos flexíveis, cabos umbilicais e estruturas afins, cabem aqui várias 

observações que geralmente não constam na literatura específica que trata do tema: 

• A hipótese de linearidade geométrica está sendo explicitamente utilizada em ambas as 

equações, de modo que sua utilização só é válida quando as variações de grandezas 

geométricas (como os ângulos de assentamento das armaduras, os raios médios das 

camadas e as áreas de suas seções transversais) forem muito pequenas quando 

comparadas aos valores iniciais destas grandezas; 

• Os efeitos das forças cortantes yQ  (atuantes na seção transversal dos tendões nas 

armaduras helicoidais) na equação de equilíbrio (3.58) correspondem a efeitos de 

segunda ordem que podem ser desprezados na maioria dos casos. Note que a equação 

(3.58), que estabelece o equilíbrio de forças axiais para a seção do riser como um 

todo, considera, no que tange à contribuição das camadas helicoidais, apenas a 

contribuição dos esforços de tração T atuantes nas seções transversais dos tendões. Na 
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verdade, a contribuição iF∆  ao esforço axial proporcionado pela i-ésima camada 

helicoidal é, de forma mais rigorosa, dada por (ver, por exemplo, Phillips; Costello 

[54]): 

( )iiyiiii QTnF αα sen. + cos.. = ,∆  

 porém, utilizando as fórmulas obtidas no item 3.1, pode-se demonstrar que o termo 

dominante em iF∆  é o associado aos esforços de tração T desde que a rigidez axial do 

tendão (EA/R) seja bem maior que sua rigidez flexional ( 3/ REIb ) e torsional 

( 3/ RGIt ), podendo-se desprezar a contribuição dos esforços cortantes yQ  neste 

caso; 

• Os mesmos comentários feitos com relação à equação (3.58) valem também para a 

equação (3.59). Neste caso, a expressão completa que considera a contribuição itM ,∆  

(ao momento de torção) dos diversos esforços solicitantes que atuam na seção 

transversal dos in  tendões da i-ésima camada helicoidal é dada por (ver, por exemplo, 

Phillips; Costello [54]): 

( ) ( )( )iiiyiziiyiiiit RQMMRTnM αα cos..    sen.  .. = ,,,, −++∆  

• A força de tração que surge na equação (3.58) não é a força de tração efetiva, mas a 

força de tração solicitante, dada por13: 

eeiief ApApFF −+ =      (3.60) 

 onde efF  é a força de tração efetiva atuando na seção, obtida a partir da análise do 

comportamento global da linha; ip  e ep  correspondem, respectivamente, às pressões 

interna e externa ao riser, e iA  e eA  correspondem às àreas das seções transversais 

interna e externa ao riser. 

 

                                                 
13 Para uma discussão mais aprofundada sobre a obtenção da equação (3.60), ver Seyed; Patel [61]. 



 

 

92

 

Deve-se finalmente ressaltar que, no caso de tubos flexíveis, a contribuição da carcaça 

intertravada não será considerada nas equações de equilíbrio (3.58) e (3.59), caso tal 

camada seja modelada como tubo equivalente. 

 

3.7 Sistema final de equações 

Nos itens anteriores estudamos as equações de equilíbrio, as equações constitutivas e as 

relações deslocamentos-deformações em cada uma das camadas que constituem os tubos 

flexíveis e cabos umbilicais, visando a análise do comportamento local destas estruturas 

sob condições de carregamento axissimétrico. Neste item, com o emprego das equações 

obtidas, será retomado o sistema final de equações, exemplificando sua utilização para um 

caso prático. Mostraremos, ainda, que os valores de rigidez axial e torsional para as 

estruturas em consideração podem ser obtidos como “sub-produtos” da análise efetuada. 

Porém, devido à não-linearidade geométrica decorrente da própria construção destas 

estruturas, tais valores ficam dependentes do carregamento aplicado. Finalmente, 

verificaremos que, apesar de ser possível a obtenção de formas analíticas para expressar 

estes mesmos valores de rigidez, estas expressões irão depender do número, do tipo e da 

disposição das camadas que constituem a estrutura analisada, sendo específicas para cada 

construção. 

 

Como havíamos visto no item 3.1, a determinação da distribuição de esforços em um riser 

flexível, composto por n camadas helicoidais e m camadas não-helicoidais, requer a 

obtenção de 6(n+m)+1 incógnitas, de tal forma que um número equivalente de equações 

independentes é necessário para a resolução do problema. A tabela 3.2 resume o sistema 

de equações utilizado para tal fim, admitindo que a carcaça intertravada esteja sendo 

modelada como uma camada helicoidal. 
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Tabela 3.2: Equações para a determinação da distribuição de esforços em tubos. 

Relação entre  Número de 
equações 

1) Variação do raio médio com variação de espessura e de folga para 
cada camada 

n + m - 1 

2) Tensões nos tendões e “componentes de deformação” da camada n 

3) Diferença de pressões de contato e tensões nos tendões  n 

4) Variação do ângulo de assentamento com “componentes de 
deformação” da camada helicoidal 

n 

5) Tensão média nos tendões, na dir. normal, e pressões de contato 
entre camadas adjacentes 

n 

6) Variação de espessura das camadas helicoidais com tensões nos 
tendões  

n 

7) Variação do raio médio das camadas não-helicoidais com tensões 
nas direções circunferencial radial e longitudinal 

m 

8) Deformação axial com tensões nas camadas não-helicoidais  m 

9) Tensão axial nas camadas não-helicoidais com pressões de contato 
e deformação axial 

m 

10) Variação de espessura e de raio médio nas camadas não-
helicoidais com pressões de contato e deformação axial 

2m 

11) Tensões nas camadas e força de tração no tubo (equilíbrio de 
forças axiais) 

1 

12) Tensões nas camadas e momento de torção no tubo (equilíbrio de 
momentos) 

1 

Total de equações: 6(n + m) + 1 

 

Para um melhor entendimento das relações indicadas na tabela 3.2, vamos explicitar, 

através de um exemplo, como ficaria o conjunto dos 12 grupos de equações descritos 

nesta tabela. Consideremos, para tanto, um tubo flexível típico composto por cinco 

camadas, enumeradas em ordem crescente da mais interna à mais externa e descritas 

conforme indicado na tabela 3.3. O carregamento axissimétrico aplicado ao tubo poderá 

constar de: 

• pressão interna, de valor absoluto intp ; 

• pressão externa, de valor absoluto extp ; 

• força axial de tração, de intensidade F; 
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• momento de torção, de intensidade Mt. 

 

Tabela 3.3: Camadas de um tubo flexível típico. 

No da 
Camada 

Descrição da 
Camada 

Parâmetros 
Geométricos da 

Camada 

Incógnitas a serem 
determinadas 

1 Carcaça intertravada LRtb ,,,, 1111 α   ,,,, 11111 ασσ ∆∆∆ nttR  

2 Barreira de nylon LRt ,, 22  22222 ,,,, zrtR σσσ θ∆∆  

3 Armadura int. de tração LRtbn ,,,,, 33333 α   ,,,, 33333 ασσ ∆∆∆ nttR  

4 Armadura ext. de tração LRtbn ,,,,, 44444 α   ,,,, 44444 ασσ ∆∆∆ nttR  

5 Capa externa LRt ,, 55  55555 ,,,, zrtR σσσ θ∆∆  

 

Como neste caso temos três camadas helicoidais (correpondentes à carcaça intertravada e 

às duas armaduras de tração) e duas camadas não-helicoidais (correspondentes às duas 

camadas plásticas), então n = 3 e m = 2, resultando num total de 31 incógnitas. Além das 

25 incógnitas já indicadas na tabela 3.3, as demais 6 incógnitas que restam são: 

• a deformação axial do tubo ( ∆L L ); 

• a rotação por unidade de comprimento do tubo ( ∆ϕ L ); 

• as pressões de contato icp ,  entre a i-ésima e a (i +1)-ésima camadas (i = 1,2,3,4)14. 

 

Seguindo a ordem dada na tabela 3.2, as 31 equações necessárias para a solução do 

problema são dadas por: 

1) Quatro equações ligando as variações de raio médio, de espessura e de afastamento 

das camadas na forma da equação (3.57): 

iiiii gttRR +∆+∆+∆=∆ ++ 2/)( 1 1  

                                                 
14 Ou, em caso de afastamento das camadas, a folga ig  correspondente a tal afastamento. 
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onde i, no caso, assume os valores de 1 a 4. Deve-se ressaltar que todo o processo é 

iterativo, sendo que na primeira iteração as folgas entre camadas são admitidas nulas (não 

há afastamento entre as camadas), procurando-se, assim, os valores das pressões de 

contato entre as camadas. O processo continua até que os valores de todas as pressões de 

contato (entre as camadas que não se afastaram) sejam positivas. 

 

2) Três equações ligando as tensões nos tendões às “componentes de deformação” para 

cada camada helicoidal, na forma da primeira das equações (3.20): 

( ) ii
i

i

i
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∆
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onde i, no caso, assume os valores 1 (carcaça intertravada), 3 (armadura interna) ou 4 

(armadura externa). 

 

3) Três equações ligando a diferença entre as pressões de contato externa e interna, 

aplicadas às camadas helicoidais, às respectivas tensões nos tendões, na forma: 

p p
A

R bc i c i
i ti i

i i
, ,

sen . .
.

− = −−1

2

  
α σ

 

onde i assume os valores 1 (carcaça intertravada), 3 (armadura interna) ou 4 (armadura 

externa). Note que a equação acima foi obtida diretamente da equação (3.16), utilizando a 

relação iiti AT . = ,σ  e a relação (3.5) que fornece a curvatura 1χ . 

 

4) Três equações relacionando a variação do ângulo de assentamento e as “componentes 

de deformação” de cada camada helicoidal na forma da equação (3.18): 








 ∆
−

∆
+

∆
=∆

L
L

R
R

L
R

i
iiiii    .cos.sen    .cos 2 αα

ϕ
αα  

onde i assume os valores 1, 3 ou 4. 
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5) Três equações ligando a tensão média nos tendões, na direção normal, às pressões de 

contato entre camadas adjacentes, na forma da equação (3.56): 

σ ni
c i c ip p

= −
+ −( ), , 1

2
 

onde i assume os valores 1 (carcaça), 3 (armadura interna) ou 4 (armadura externa). Note 

que, no caso da carcaça intertravada, não há pressão interna e a pressão externa é a 

pressão de contato entre a carcaça e a barreira de nylon. 

 

6) Três equações ligando a variação de espessura das camadas helicoidais às tensões nos 

tendões, na forma da segunda das equações (3.20): 

( )tiini
ii

i

Et
t

σνσ .
1

−=
∆

 

onde i assume os valores 1 (para a carcaça), 3 (para a armadura interna) ou 4 (para a 

armadura externa). Observe que poderíamos, de início, admitir que a variação de 

espessura dos tendões é nula, tendo em vista o alto módulo de elasticidade do material; 

porém, para manter a simetria do sistema de equações, preferimos manter estas incógnitas. 

 

7) Duas equações ligando as variações do raio médio das camadas não-helicoidais às 

tensões nas direções circunferencial, radial e longitudinal, na forma da segunda das 

equações (3.31): 

[ ]).(
1

  rizii
ii

i

ER
R

σσνσ θ +−=
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onde i assume os valores 2 (para a barreira de nylon) ou 5 (para a capa externa). 

 

8) Duas equações ligando a deformação axial às tensões nas camadas não-helicoidais nas 

direções circunferencial, radial e longitudinal, na forma da terceira das equações (3.31): 

[ ])(.
1

  iriizi
iEL

L
θσσνσ +−=

∆
 

onde i assume os valores 2 (barreira de nylon) ou 5 (capa externa). 
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9) Duas equações relacionando as tensões axiais nas camadas não helicoidais às pressões 

de contato entre camadas adjacentes e à deformação axial, na forma da equação (3.26): 
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onde i, no caso, assume os valores 2 (barreira de pressão) ou 5 (capa externa). A variável 

µint (µext) é, na verdade, um “flag” que devolve o valor ‘1’ quando a camada em questão é 

a primeira (última para µext) camada estanque da estrutura, e ‘0’ em caso contrário. Neste 

exemplo, para i = 2, a pressão interna que atua sobre a camada é a soma da pressão de 

contato 1cp  com a pressão interna intp  aplicada ao tubo (pois a barreira de nylon é, 

efetivamente, a primeira camada estanque da estrutura). Já para i = 5, teremos apenas a 

pressão externa extp  atuando sobre a superfície externa (pois não há camadas externas). 

 

10) Quatro equações relacionando a variação de espessura e de raio médio das camadas 

não-helicoidais às pressões de contato entre camadas adjacentes e à deformação axial, na 

forma das equações (3.22) e (3.24), respectivamente: 
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onde i assume os valores 2 (barreira de pressão) ou 5 (capa externa). Os mesmos 

comentários feitos acima, para as variáveis µint e µext , valem aqui. 
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11) Uma equação de equilíbrio de forças axiais, na forma da equação (3.58): 

FAAnAnAA zttzt =++++ 554444333322111 coscoscos σασασσασ  

 

12) Uma equação de equilíbrio de momentos, na forma da equação (3.59): 
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Obtemos, assim, um sistema linear de 31 equações a 31 incógnitas, que pode ser 

facilmente resolvido, fornecendo as tensões, pressões de contato e deslocamentos da 

estrutura. De acordo com as hipóteses feitas para a solução do problema (ver item 3.1), 

nota-se que a única não-linearidade do problema decorre da possibilidade de haver 

afastamento entre quaisquer duas camadas adjacentes para uma dada condição de 

carregamento. Em virtude desta não-linearidade, verifica-se que a rigidez estrutural fica, 

portanto, condicionada15 ao carregamento aplicado ao riser. 

 

Fixando-nos à determinação dos valores de rigidez para um dado tubo flexível submetido 

apenas a carregamentos axissimétricos, temos que, para uma dada condição16 de pressão 

interna e externa atuando sobre o trecho do tubo cujos valores de rigidez queremos 

determinar, as relações entre os esforços de tração (F) e torção (Mt), aplicados à seção, e 

as deformações ∆L L  e ∆ϕ L  podem ser expressas através de funções do tipo: 

                                                 
15 É fácil perceber, por exemplo, que a rigidez axial de um tubo flexível aumenta se houver pressão 

interna, pois, para provocarmos uma certa distensão, a força axial que deve ser aplicada será 

certamente maior que aquela necessária quando não há pressão interna aplicada. O capítulo 4 trará 

vários exemplos que ilustram esta “dependência” dos valores de rigidez com o carregamento. 
16 Os valores de pressão interna e externa, que são funções do tempo e do espaço, podem ser 

admitidos constantes já que estamos considerando a análise de um pequeno trecho do tubo, sob 

condições de carregamento quase-estático. 
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Desta forma, as dependências de F e Mt com as deformações hε  e ϕε  ficam expressas 

matematicamente por superfícies que dependerão, naturalmente, das propriedades17 do 

tubo considerado e dos valores de pressão interna e externa aplicados ao trecho em 

estudo. Pela natureza do problema, é razoável admitirmos tais funções como contínuas, 

porém com derivadas não necessariamente contínuas em todos os pontos. Se para um 

dado ponto (referente a uma dada condição de carregamento), as funções F e Mt tiverem 

derivadas também contínuas, então são verdadeiras as relações: 
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onde os valores correspondentes às derivadas direcionais representam fisicamente os 

valores de rigidez “aparente” associados àquela condição de carregamento e segundo as 

“condições de contorno” específicas. A derivada direcional hF ∂ε∂ , por exemplo, 

representa a rigidez axial de um tubo que tem suas extremidades impedidas de girar 

( 0=ϕε ), para uma dada condição de carregamento. A designação de rigidez “aparente” 

é utilizada para lembrar o já referido caráter de “dependência” dos valores de rigidez do 

tubo com respeito ao carregamento. 

 

 

                                                 
17 Propriedades relativas à geometria (número de camadas, disposição das camadas, espessuras, etc) e 

aos materiais empregados na fabricação (constantes elásticas ou outras que caracterizem o 

comportamento do material). 
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É interessante notar que, para uma dada condição em que ocorra afastamento entre duas 

camadas do tubo, a hipótese de continuidade das derivadas naquele “ponto” não é mais 

verdadeira. Este caso corresponde à existência de duas superfícies (correspondentes às 

situações de afastamento e de não-afastamento das camadas), em cuja intersecção 

(representada por uma curva) situa-se o “ponto” em estudo. Assim, dependendo da forma 

como a condição de carregamento é alterada (o que corresponde a uma dada direção), 

podemos ter, ou não, afastamento das camadas e, conseqüentemente, diferentes valores 

de rigidez “aparente” associados. 

 

No nosso caso, em que as várias hipóteses admitidas resultaram na obtenção de um 

sistema linear de equações, as funções F = F( hε , ϕε ) e Mt = Mt( hε , ϕε ) são 

representadas por planos18 passando pela “origem”, de tal forma que, admitindo-se que 

não haja separação de camadas (de forma a garantir a continuidade das derivadas da 

função em qualquer “ponto”), as derivadas direcionais são as mesmas para qualquer 

“ponto” considerado. Desta forma, as relações F = F(ε h ,εϕ ) e Mt = Mt( hε , ϕε ) ficam 

escritas simplesmente na forma: 
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sendo os valores de rigidez aparente k ij  automaticamente determinados através da solução 

do sistema de equações proposto nos itens anteriores. A rigidez axial aparente k11 , por 

exemplo, seria obtida pela razão entre o esforço de tração F e o alongamento axial hε , 

para uma dada condição de pressão interna e externa conhecidas, impondo-se ainda uma 

condição de ângulo de rotação axial por unidade de comprimento do riser igual a zero. Os 

                                                 
18 Tais planos correspondem aos planos tangentes às superfícies genéricas F = F( hε , ϕε ) e 

Mt = Mt( hε , ϕε ) no ponto considerado. 
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outros valores de rigidez seriam obtidos analogamente, determinado-se, assim, a matriz de 

rigidez aparente K, dada por: 









=

2221

1211 K 
kk
kk

 

 

Deve-se ressaltar, finalmente, que a matriz de rigidez aparente não é, necessariamente, uma 

matriz simétrica. O capítulo 4 explicitará estes coeficientes de rigidez para casos 

ilustrativos. 
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