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Anexo A: EquacOesdiferenciaisdeequilibrio
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Anexo B: Obtencao de equacges constitutivas

Este anexo trata da obtencdo de agumas equaches condiitutivas para uma barra,

enfatizando as hipoteses feitas para sua validade, a saber:

i) admite-se que o materia da barra sgja homogéneo, isbtropo e tenha comportamento
eadtico-linear;

i) admite-se que a secdo transversal da barra sga congtante (leia-se, sem dteracdo
ggnificativa de suas dimensdes e de seu formato) com relagdo ao comprimento de
arco (§) que define a posicéo da se¢do em qualquer configuragdo S, considerada
(inicid ou deformada);

i) as segdes planas na configuragéo inicid S, da barra permanecem planas na
configuracéo deformada S; (i >1) da barra (desconsidera-se 0 “empenamento”);

Iv) as segies transversals permanecem ortogonais ao eixo da barra, quer na configuragcéo
inicid, quer na configuracéo deformada da barrg;
V) admite-se que os efeitos de quaisquer tensdes normais atuando em planos ortogonais

a0 da secdo transversal possam ser desprezados.

As hipdteses enumeradas acima sd0 as utilizadas na teoria classica de barras (ver, por
exemplo, Atanackovic [10], pg. 23). Se, dém destas hipoteses, admitissemos que 0 eixo
da barra é inextensivel, recairiamos na teoria cléssica de barras proposta por Bernoulli-
Euler. Td hipdtese ndo sera condderada neste estudo, de tal forma que a extensbilidade
do eixo da barra entrara como uma das “medidas de deformacéo” da barra. Contudo,
deve-se observar que as deformagBes medidas devermn ser suficientemente peguenas para
assegurar a vadidade da hipotese (ii). Deve-se ressdtar ainda que, pela hipétese (iv), néo
pode haver distorgdes na se¢d0, ou sga, estamos desprezando a influéncia do
dsdhamento na geometria deformada da barra Uma discussio detalhada acerca da

adocdo desta hipotese pode ser apreciada em Atanackovic [10]. Cumpre ressdtar ainda
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que a restricéo da possibilidade de distorcéo, a ser considerada em regmes de ndo-
lineridade geométrica (grandes dedocamentos e€/ou grandes deformacdes), leva a
ambiguidades de configuragdes elasticas numa barra sob tor¢éo, conforme gpontado por
Alexander; Antman [1], que se referem as hipdteses (i)- (v) como hipdteses de Kirchhoff.

O estudo a seguir € uma generalizacao do apresentado por Atanackovic [10], que mostrou
como obter algumas equagdes congtitutivas para uma barra em condigdes de deformagéo
plana. Consideremos, inicidmente, que a geometria da barra em sua configuracéo iniciad
(ndo-deformada) S, sga conhecida, 0 que significa conhecer a posicdo de um ponto
genérico pertencente ao eixo da barra (ou, em outras paavras, conhecer a curva formada

pelo eixo da barra), bem como a orientagdo dos eixos principais de flexdo da secéo com
relacio as diregBes principais de curvatura (i e b).

Figurab.1: Barranaconfiguragdo inicid (S, ) e indicagio dos eixos principais de flexo-
torcdo (X, Y, 2) numa determinada se¢éo.

A figura b.1 mostra uma barra em sua configuragéo inicid (S, ). O sistema OXYZ indicado

nesta figura € um sistema fixo de eixos, enquanto o sistema Cxyz € um Sstema com origem
no centrdide C da sec@o transversal (definida peo comprimento de arco S, da curva
formada pelo eixo da barra) e associado as directes principais de flexo-tor¢do da secéo

(diregdes x, y e z). Designemos por (i, j,k ) 0s versores associados respectivamente s
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diregBes x, y e z. Sgja P um ponto genérico pertencente a esta segéo transversal conforme
ilustra a figura b.2. O vetor posicao do ponto P com relaco ap Sstema de exos fixos
OXYZ pode ser dado pela relacéo:

rp = (P-0)=(P-C) +(C-0) (b.2)

Porém, dafigurab.2 € imediato observar que:

(P-C) = Xy +Yp.] (b.2)
€ como:
L=(ser1 f;).n- (cos fl).ki (b3)
] =(cosf,).n+(sen f;).b
resulta:
(P-C) = (xp.sen f; +y,.cosf).n + (-x,.cosf +y,.sen fl).B (b.4)

onde i e b s3 os versores que definem as diregBes normal e binormal da curva formada

pelo eixo da barra ef, € o angulo formado entre os versores fi e | (ver figura b.2).

Deve-se notar que, pela hipdtese (iv), osversores i, j, i e b s3o todos coplanares.

Y -
i)
P f n
Yp _‘! . =
C Xp X i

Figurab.2: Secdo transversal da barra e locdizacdo do ponto P.

Desgnando por T, = (C-O) o vetor posicéo do centréide C da segdo transversal com
relacdo ap Sstema de eixos OXYZ, teremos.

F, = (x,.enf +y .cosf)i + (-x,.cosf, +y,.sen f)b + F, (b.5)
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Se derivarmos a expressao (b.5) com relagdo ao comprimento de arco (néo deformado)

S, vira
dr, _ df, dn
— = (Xp.cosfy - yp.senf)).—-.n + (x,.senf +y,.cosfy)— +
ds, ds, d (0.6)
+(X,.senf, +y .cosfl).ﬂ.k; + (- x,.cosf; +y, .sen fl).d—6 + dr, |
p p dS_L p p dS_L dSl
e, lembrando que (ver equagtes (a.5)):
dn ~ -
E =t l'b- Cl.t
@ _ . t,.n (b.7)
ds,
d_
ds,
teremos, apos subgtituicdo de (b.7) em (b.6):
dr, ~
E = (- xp.cp.enfy - yp.cp.cosf))t +
oalf 0
+(x,.cosf, - y,.sen f))e—+t, =0+ (b.8)
s Yy ) g
aadf 0~
+(x,.senf, +y,.cosf,).e—2L+t,=b
i P gdsl 2
Utilizando agora as rel acdes (a.20), teremos.
dr,
p _ - —
E = (- xpkyg +ypky)t + (xp.cosf;- yy.senf)ky.n + (6.9

+ (xp.en fy+y,.cosf)ky.b

dr,
Caculando anorma do vetor d—p , obtemos:
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dr, 1/2
d—p = [(1- xp.k yat yp.k )d)z + (xi + yf)),ktzl
S,
ousga
= 1/2
Jory]| = [(1‘ XoK g1+ YpKoa)® +(X; +yﬁ).kfl] ds, (b.10)

Pode-se verificar a consisténcia da equacao (0.10) notando-se que, para X, =y, =0
(ou sga, quando P coincide com o centréide C), resulta ||dfp|| = dS;. Uma ssgunda

verificagdo pode ser feita para o caso em que t ;= 0 (i.€, a curva formada pelo eixo da
barra nd possui tortuosidade) e f; =p (constante), ou sgja, para o caso de deformagéo

plana. Neste caso, é facil perceber que aequacdo (b.10) sereduz a
||drp|| = (1+y,.cy).dS

que coincide com as formulas (2.1.13) e (2.3.3) dadas por Atanackovic [10].

Se retomarmos, agora, a expressdo (b.10) e cacularmos a aproximacdo em érie de

Taylor até os termos de primeira ordem, obteremos:
"de” = (- Xp'k yi ¥ yp'k w)-dS (b.11)

A expressio (b.11) nos fornece uma gproximacdo para o comprimento inicia de umafibra
que passa pelo ponto P e é “parddd’ ao eixo centrd (na configuracdo ndo-deformada da

barra). Para calcularmos o aongamento (e,,) sofrido por esta fibra devemos calcular
agora seu comprimento na configuracdo deformada S; (i > 1). Utilizando um

procedimento totalmente andogo ao desenvolvido parao caculo de ||dF | , chegamos a:

d

loF,| = @ %,k +y k) +0C + k2] 2 s (b.12)

onde HdFS H € o comprimento da fibra na configuragéo deformada da barra e k ,;,k ; €

k ; sdo as componentes de curvatura e torgao do eixo central deformado dadas por:
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K, =-c,;.cosf,
kyi= ci.senf (b.13)
Ky :% + 1
Linearizando a expresséo (b.12), obtemos.
lors] = @ xpky + v, k)08 (b.14)

Como estamos admitindo pequenas deformacdes, podemos calcular o alongamento e,

da fibra em estudo através da seguinte relagéo:

drp| - foF,
= W (b.15)
P
Substituindo (b.11) e (b.14) em (b.15), vir&
_ (L- xpkyi +ypKy)dS - Q- xpky+y,Ky)dS (b.16)

E lembrando que a relacdo entre os comprimentos de arco deformado (dS) e néo

deformado (dS;), medidos ao longo do eixo centra, é€ dada por:
ds =(1+e.).dS (b.17)

teremos, gpés substituicéo:

_ e, _ Xpl(I+eo)kyi - Kyl N
P Xk Ty ky) (1- X,k +ypky)
, Ypllrek, - Kyl
(1- XKy +YpKy)

e
(b.18)

Note que e, € a deformacdo de uma fibra que passa pelo centroide da segéo (isto fica

evidente e fizemos X, =y, =0 na formula acima). Pode-se observar ainda que, se

considerarmos 0 caso em que t =t ; = 0 (ndo hatorcdo inicid na curvaformada pelo eixo
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dabara) e f = f; =p (constante), ou sgja, para 0 caso de deformagdo plana, aformula

(b.18) fica

- €; + yp-[(1+ec)'k xi~ kxl]
Pty k) 1+ Yy, k)

(b.19)

gue estd de acordo com as férmulas (2.1.19) e (2.1.24) dadas por Atanackovic [10].

Congderando, agora, a hipotese (v), segundo a qua os efeitos de quaisquer tensbes
normais auando em planos ortogonais ao da secdo transversal S0 desprezivels, podemos
cacular aforca norma (T) e os momentos fletores atuantes na se¢éo transversa da barra

segundo as diregdesy (M ) ex (M), através de:
T = gEey,dA
A

M, = - BELpXp-dA (b.20)
A

My =+@E.€5.YpdA
A

Utilizando (b.18) em (b.20), teremos as seguintes equagtes condtitutivas para a barra:

T = EAe - ES.[1+e)k, -k, ]+ES.[(1+e,)k, - K]
M, =-ES e +El [(1+e)k, - kK, ]- El [(1+e)k, - k] (b.21)
M, = E.S.e - El [(1+e )k, - K 1+ El[(1+e )k - K]

*

sendo as grandezas geométricas A ,S,, Sy, 1, |y, € |, dadaspor:

yy
A =& 1 dA 1, =@ Y, dA
A (1' Xp'kyl + ypkxl) A (1' Xp'k yl + yp'kxl)
S =@ Y dA I =@ s dA  (b.22)
A (1' Xp'kyl + ypkxl) g A (1' Xp'kyl + yp'k xl)
S =4 X, dA 1 =g Xp- Yo

) = dA
Xk, Y, k) " Ok, Y, k)
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Consideremos, agora, 0 caso particular em que as direges principais de flexdo da secéo
transversal (diregbes i e ) coincidem inicidmente (i.€, na configuragio no-deformada
S,) com as diregdes principals de curvatura i e b (ou sda, f, =p/2). Neste caso,
conforme mostram as equagoes (a.20) e (b.13):

x1 —

kK,=c¢C,

yl
de tal forma que as equagdes condtitutivas (b.21) ficam smplificadas para:
= E.A g, - ES, [(1+e)k, - c,]+ES, [(1+e)k ]

T
M, =-ES e +El [(l+e)k, - c,]- El,.[1+e)k,] (b.23)
M, = ES.e - El [(1+e)k, - c,]+E. [(1+e)k,]

e as grandezas geométricas A ,S,,S, 1,1, e I, ficam dadas por:

2

1 *
AN \

* _ _ oY y
A=m——dA I, =@ ———dA
(1- x.c,) X - xc,)
A 1 1
2
* — Y y * — Y X
= @7dA | = @7@0\ b.24
SX A (1' X'Cl) ’ A (1' X'Cl) ( )
S =@®——dA | =H——dA
boa(@- xc)) YN (1- xcy)

Paratermos umaidéa mais clara arespeito dainfluéncia da curvaturainicia dabarra sobre
as equacdes condtitutivas, vamos analisar um caso em que a segdo transversa da barra

sgaretangular ( b x t), conformeilustraafigurab.3:
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1

Figurab.3: Secéo transversa retangular (t x b).

Das equactes (b.24) resultaimediatamente para a secdo retangular:

. a@+t.c, 0 . P a@+tc, 0
A=Ln L2 =2 12
C, 2-tc g 12.c, 2-tC, 4

bt b a&+tc,0

- 0 |* =-__—_4+_—"—n T b.25
> g cl ¢} &2-tc,p (b25)

Porém, para afuncéo impar g(x ) definida por:

x1 (-2 2

g(x) = 8 ,
Xg

é fécil mostrar (por expansdo em s&rie de Taylor) que, nas proximidades de x =0, a

funcdo g(x ) pode ser aproximada por:
X3 5
X) =X +—+0O(Xx
9(x) T (x7)

onde O(x 5) representa um erro de aproximagao da ordem de X 5,

Assm, utilizando ta resultado em (b.25), resulta para as grandezas A Sy, | <
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. é 2 u
A =g+ ) O((t.cl)“)u
g 12 (

. _ bt 3
S, = E[’[.Cl + O((t-cl) )] (b.26)

. th’é ’ 0
o g e ooy
125 12 0

l, :bl'—t23[1+o((t.cl)2)]

Condgderando um erro da ordem O((t.cl)z) como &eitéve, teremos das expressdes
(b.23), (b.25) e (b.26), as seguintes equacdes para 0 caso analisado:

bt’
12 (t'Cl)'[kyi - Cl]

b.t? b.t®
M, @ E.E(t.cl).eC + E-E'[kw - ¢,]

T @Ee,.(bt)- E.

3
tb K,
12

M, @E.

Considerando, ainda, que as deformacBes sgjam peguenas, de tal forma que sgja razoavel

desprezar infinitésmos de ordem superior (como o produto de t.c; por (k,; - ¢,) ouo
de t.c, por e.) quando comparados aos termos remanescentes, chega-se findmente as
Seguintes expressies classicas:

T = EAe,
M, = El, .k, -k,;) =El,(k, - c,) (b.27)
I\/Ix :Elx'(kxi - kxl): EIx'kxi

3 3
onde A=bt, I, = % el, :t;—tz correspondem, respectivamente, a &rea e aos

momentos de inércia (com relacdo aos eixos x e y) da secdo transversal.
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