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Anexo A: EquacOesdiferenciaisdeequilibrio

Anexo B: Obtencéo de equagbes constitutivas
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Anexo C: Geometriadefeixeshelicoidais

Um dos dementos edtruturais mais importantes de um tubo flexivd ou de um cabo
umbilicd sfo os tenddes que congtituem as armaduras helicoidais de tracdo. Pelo fato de
tals el ementos apresentarem uma dimens&o (comprimento) preponderante sobre as demais
(largura e espessura), podemos representar sua geometria atraveés das equacles
paramétricas de seu eixo. O objetivo deste anexo € apresentar alguns dementos de
geometria que possibilitem a determinac@o de parametros importantes na andise estrutural
das armaduras helicoidais (como a curvatura e tortuosdade iniciais, as variagdes de
curvatura e tortuosidade, etc.). Cada um dos itens seguintes ira tratar da geometria destas
camadas (baseando-se nas equaches paramétricas do eixo centra para um tendéo
genérico), considerando as seguintes Situagies.

(1) Geometriaiinicid da camada: trata do estudo geométrico do eixo central do tendéo de
uma camada hdlicoidd em sua configuracdo néo deformada;

(2) Geometria da camada consderando carregamentos axissmétricos. trata do estudo
geométrico do eixo central do tenddo de uma camada helicoida considerando apenas
deformages provenientes de carregamentos axiss metricaos,

(3) Geometria da camada consderando flexdo sem escorregamento: trata do estudo
geométrico do eixo central do tend@ de uma camada helicoidal considerando que o
cilindro suporte que sustenta a camada (substrato) sgja submetido a uma curvatura
constante e que ndo haja escorregamento relativo entre a camada e o substrato;

(4) Geometria da camada considerando flex&o com escorregamento: idem ao anterior,
considerando agora 0 escorregamento total entre os tenddes que compdem a camada

hdicoidd e o substrato.

Para diferenciar os parametros “comuns’ que ocorrem em mais de uma Stuacdo (como,

por exemplo, as expressdes da curvatura nas Situacoes (1), (2), (3) ou (4)), seréo
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utilizados subscritos que remetem ao caso particular que esta sendo andisado. Desta
forma, a expressdo da curvatura para a Stuacéo (1), que trata da configuracdo néo-

deformada da camada (S, ), sera nomeada ¢, e assm por diante. Os parémetros que

permanecerem constantes ndo serdo diferenciados por subscritos.

C.1. Geometria inicial da camada

Admitiremos que a geometria inicia do tubo ou cabo e das camadas que o congtituem

estgja associada a sua configurag@o ndo-deformada (S, ). Nesta configuragdo admite-se

gue a estrutura (tubo ou cabo) estga totamente descarregada e tenha seu eixo central
perfeitamente reto. Nestas condicOes, é razoavel associarmos as equacies paramétricas
do eixo centra de um tenddo genérico, pertencente a uma dada camada helicoidal, as

equacOes paramétricas de uma hélice cilindrica de passo congtante, que sdo dadas por:

X, = R,.cosq,
y: = R.senq, (c1)
2, = h.(@,- 9) _ R.@,-9)

20 tana,

onde R, éoraio do cilindro que suporta o eixo central do tenddo (hdice); g, € o vaor do
angulo, medido a partir do eixo fixo X, que define a posicdo angular de um ponto da hdice;
g, €0 vdor que g, assume no plano z=0; h, representa o passo dahélicee a, €0
angulo de assentamento inicid da héice, medido a partir de um eixo pardelo ao eixo Z (ver
figurac.l).

O vetor posicéo de um ponto genérico (C,) pertencente a curva descrita pelas equaces
paramétricas (c.1) € entdo:

R0, oy

fq =(C; - O) = R.cosq; & + Ri.senqg;.6, + na
1

onde (&,,€,,€,) S0 0s versores associados respectivamente as diregbes X, Ye Z do

Sistema de coordenadas fixo OXYZ indicado nafigurac.1.
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hi N | — hélice

Figurac.1: Representacdo do eixo central de um tend&o por uma hédlice cilindrica

O comprimento de arco dS, de um eemento infinitesma € caculado aravés de:

7 5
aedx 0 a adz, 6 <
g = *E dyl g dzl_ _dq1 (c3)

qlﬂ 0, @ qlz +

ds =

resultando:

gs, = ~-d% (c4)
sena,

C.1.1. Célculo da curvatura e da tortuosidade iniciais

O versor tangente a curva formada pelo eixo central do tend&o passando pelo ponto C, €

definido por:
f; - drcl = drcl dql (C5)
dS,  dg, dS
resultando:
t, =- sena,.senq,.€, +sena,.cosq,.&, +cosa, &, (c.6)

Utilizando, agora, as férmulas de Frenet dadas por:
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d—ﬁl—t b, - C.L.

dSl 1 1%

db, B}

— = -t.. 7
d—fl— c,.n

dSl_ 11

teremos.

- _dy _di dg,
c,.n = = :
dS, dg, dS
Obtemos, assm, as componentes do versor normd:
n, =- cosq;.6, - senq, ., (c.8)
€ aexpressao para a curvatura
df, sen’a,
ds, R,

Para o cdculo do versor binormal 51 pode-se partir da primeira das formulas (c.7), ou

(c9

C,

diretamente do produto vetoria entre os versores tangente e normal, resultando:

b, =cosa,.senq, &, - cosa,.cosq;.€, +sena ;.e, (c.10)
e utilizando, agora, a segunda das formulas (c.7), obtemos a expressdo para a tortuosidade
t,:

dBl _ sena,.cosa, (c11)

ds, R,

Resumindo, as expressdes para os versores tangente (t, ), norma (i, ) e binorma (61) que

1=

definem o triedro de Frenet em cada ponto do eixo central de um tend&o ficam:

t, =- sena,.senq,.€, + sena;.cosq; .6, +cosa;.€,
fi, =- cosq,.8, - senq,.§, (c12)

b, = cosa,.senq, €, - cosa;.cosq;.€, +sena €,

E as expressdes paraacurvatura ¢, e paraatortuosidade t ; ficam:

2
sen‘a,

13
R (c.13)

c, =
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(c.14)

Deve-se ressdtar que todas as expressies dadas aqui foram obtidas para hélices com
enrolamento postivo (a,> 0), conforme ilustra a figura c.1. Contudo, a mesmas
expressies continuam vdidas para hélices com enrolamento negeativo, desde que se tome
a,< 0. Deve-se observar, neste Ultimo caso, que um acréscimo no comprimento de arco

S, esta associado aum decréscimo navariavel g, (ver equacéo (c.4)).

C.1.2. Calculo das curvaturas e da tor¢cdo segundo eixos principais

Um item importante na andise estrutural das camadas hdlicoidais presentes em tubos e
cabos € a determinagdo das curvaturas k, e k, e datorgdo k, associadas aos eixos
principais de flexo-torcdo da secdo transversd do tendd numa dada configuraco.
Conforme o estudo feito no Anexo A do presente trabaho, vimos que os eixos principais
de flexdo da segdo transversal de uma barra ndo coincidem, necessariamente, com as
direcBes principais de curvatura da curva formada pelo eixo centra da barra. De fato, as
relacies entre as componentes de curvatura segundo os exos principais de flexéo

(designadas por k , e k) eacurvatura ¢ dacurvaformada pelo eixo centra sdo dadas

por (ver equagdes (a.9)):

onde f; € o &ngulo formado entre o versor norma i, e o plano principa de flex&o (y, 2),

conforme mostraafigurac.2.

=h
-
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Figurac.2: Secéo transversa genérica de um tendéo indicando diregdes principais de
curvatura (fi; e by ) e direces principais de flexdo dasecgo (i e J:).

Deve-se chamar a atencéo para o fato de que, ao longo deste trabaho, seréo utilizadas
tanto a base formada pelos versores (€, , &, ,€, ), ligados a0 Sstema fixo de coordenadas
OXYZ, quanto a base formada pelos versores (ﬂ , Ti ,Ei ), a@sociados aos e xos principals
de flexo-torgdo Cxyz de uma dada segdo transversal do tend@ numa configuracdo
gené&rica S;, e a base formada pelos versores (ﬁi,ﬁ,ﬂ), que fornecem as diregtes

principais de curvatura e tor¢do da curva formada pelo eixo centra do tenddo (ver figuras

c.2ec.3).

Figurac.3: Sistemas de coordenadas OXYZ (fixo) e Cxyz (eixos principais de flexo-torcéo
da secdo transversal do tendéo).

Do estudo feito no Anexo A vimos também que ator¢do é dada por (equacéo (a.10)):

Condderando que estamos tratando da configuracdo inicia (ndo-deformada) do
tubo/cabo, temos, de acordo com a notacdo empregada (uso do subscrito “1” para
denotar tal configuragdo), as seguintes expressdes para as curvaturas e para a torgéo

segundo os eixos principas:
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k,,= cpsenf, (c.15)
Ky :i-l-tl
ds

Para obtermos as expressdes finais de k ,,, k , e k; precisamos conhecer como variaa

funcéo f,(S)). Faremos, entdo, as seguintes hipoteses.

i) naconfiguracdo inicid do tubo/cabo, os tenddes estéo dispostos de tal forma que f, é
congtante (i.€., é independente de S);

ii) as diregdes principais de flexo-torcdo da secéo (i, j,, k, ) coincidem respectivamente
com as direg0es principais de curvatura (i, Bl,fl) da curva formada pelo eixo centra

do tenddo, ou sgja, f, =p/2.

A hipdtese (i) é bastante razodvel e se judtifica pela prépria construcdo das camadas
helicoidais. Ja a hipotese (i) serd admitida pel os seguintes motivos.
em primeiro lugar, porque isto é bastante proximo da realidade quando tratamos, por
exemplo, de tendBes que possuiam uma secio transversdl tal que os versores fi, e Iy
sgam praticamente coincidentes. Isto € aceitavel para tenddes com secéo transversal
retangular, utilizados com fregiéncia na construcéo de tubos flexiveis;
em segundo lugar, para facilitar o tratamento matemético (que ird se mostrar bastante

arduo em dguns itens posteriores).

Utilizando as equagdes (¢.13) e (c.14) e as smplificagbes acima, as relagdes para K
k,, ek, ficam dadas por:

sen’a
Ky =¢Cy= L (c.16)
’ Ry
Sena,.cosa
Ky =t =———

Ry
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Deve-se ressdltar, contudo, que as expressdes dadas por (.16) sdo vaidas somente no
caso em que as hipoteses (i) e (ii) feitas acima sgam aceitéveis. Para as seg0es transversais
presentes em carcacas intertravadas e nas camadas de reforco de presséo, deve-<e utilizar

as equacoes gerais dadas por (c.15).

C.2. Geometria da camada considerando carregamentos
axissimétricos

Consgderemos, agora, que 0 tubo (ou cabo) estga submetido a carregamentos
axissmétricos como tracdo, tor¢ao, pressio externa e presséo interna (se se tratar de tubo
flexive). Se admitirmos que tais carregamentos sgam aplicados de tal forma que o eixo
central do tubo/cabo permaneca reto (como no caso anterior) e se desprezarmos o atrito
interno entre as camadas helicoidais e as camadas adjacentes a as, podemos também
considerar neste caso que as equactes paramétricas dos eixos centrais dos tenddes que
congtituem as camadas helicoidais estggam associadas as equagies paramétricas de uma
hélice cilindrica de passo congtante. Desta forma, embora as expressdes dadas no item
anterior tenham ddo desenvolvidas para a configuracdo ndo deformada do tubo (e
conseqlentemente da camada), €las podem ser perfeitamente adaptadas para uma
configuracéo deformada que “mantenha’ a geometria do eixo centra dos tenddes proxima
a de uma hédlice cilindrica de passo congtante. Obviamente, deve-se neste caso utilizar os
valores correntes do raio, do passo e do angulo de assentamento da camada nas equages
paramétricas da hélice deformada. As equacdes paramétricas do eixo central do tenddo na
configurac@o deformada (S, ) ficam entdo dadas por:

X, =R,.cosq,

Y, = stenqz (C.17)
7 = h2-(Q2 - qo) - Rz-(qz - qO)

? 20 tana,

onde R,, g,, h, e a, S0 os padmetros equivdlentesa R, g,, h, e a,, porém

relacionados & configuragdo deformada (S,) da camada. Admitiremos que o vaor do
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parametro angular de referéncia g, seja 0 mesmo nas configuragdes ndo-deformada (S, )

e deformada (S, ), desde que se trate, obviamente, do mesmo tendéo.

As relagdes entre as grandezas geomeétricas antes e gpos a deformacdo séo dadas por:

R, =R +DR
a,=a,+Da (c.18)
h,=h, + Dh

O vetor posicéo de um ponto genérico (C,) pertencente a curva descrita pelas equacoes
paramétricas (c.17) € agora dado por:

R;.(d, - do) & (c.19)

FCZ = (C2 - O) = RZ.COSQZ.éX + Rz.qu.éy + tana

2

onde (&,,€,,€,) S0 Os \ersores associados respectivamente as diregdes X, Ye Z do

sstema de coordenadas fixo OXYZ indicado nafigura c.4.

-

ho N |l —hélice

\
\2)

Figura c.4: Representacdo do eixo central de um tenddo na configuragéo deformada

O comprimento de arco dS, de um eemento infinitesma € caculado através de:

z, 6 2
dsz g\/gdqzﬂ gdqzﬂ gdcb 7] ;d% (C.ZO)

resultando:
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sena,

O versor tangente a curva passando pelo ponto C, é definido por:

f’z - chz = drcz . dqz (C.22)
dS, dg, dS,
resultando:
t, =-sena,.senq, ., +sena,.cosq, &, +cosa ,.&, (c.23)
Utilizando, agora, as formulas de Frenet dadas por:
dn ~ -
% = - t 2.ﬁ2 (C.24)
ds,
My = C,n,
ds,
teremos:
c, i, = d, _ dt, .dqz
dS, dq, dS,
Obtemos, assm, as componentes do versor normd:
n, = - C0sq,.€, - Send,.€, (c.25)
€ aexpressdo paraacurvatura
g 2
c, = d) _ =na, (c.26)
ds, R,

Para o cdculo do versor binormal 62 , pode-se partir da primeira das férmulas (c.24), ou
diretamente do produto vetorid entre os versores tangente e norma, resultando:

62 =C0Sa ,.SeN(, .6, - COSA ,.C0S(,.€, +Sena , €, (c.27)
e utilizando, agora, a segunda das formulas (c.24), obtemos a expressio para a

tortuosidade t ,:

_ Sena,.cosa, (c.28)

R,
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Resumindo, as expressdes para os versores tangente (t, ), norma (fi, ) e binorma (62)
gue definem o triedro de Frenet em cada ponto do eixo central de um tendéo ficam:

» == SENa,.senq, ., +sena,.cos, .6, +Cosa,. €,
2 =- €0SQ,.6, - senq,.e, (c.29)

n
b, =cosa ,.senq,.€, - cosa,.cos, .8, +sena .,

E as expressdes paraacurvatura ¢, e paraatortuosidade t , ficam:

2
sen‘a,
c, = c.30
2 R, (c.30)
e
t sena ,.cosa , (c.31)
R,

C.2.1. Célculo da deformacéo do eixo central do tendéao

Neste item sera deduzida uma expressio que relaciona a deformagéo média, e, ,,, deum

tendd0 (medida na diregdo do versor tangente ao eixo centra do tenddo) com as
componentes de deformacdo da camada hdicoidal da qua de faz pate. Como
componentes de deformacdo da camada helicoidad sero consderadas as seguintes

deformagles:
1. Deformacéo axia da camada helicoidd (e, ): € a deformacdo medida na diregéo do

eixo do tubo/cabo. Considerando que antes da aplicagdo dos esforcos a camada

condderada tenha uma dtura de referéncia h, (passo na configuragdo ndo-deformada
S,), e que, apds a aplicacdo dos esforgos, a dtura de referéncia tenha passado a um valor
h, (igual a0 passo na configuragdo deformada S, ), a deformaco axial da camada seré

por definicdo:

>
>
N
1
=y
=

e, = bh (c.32)
h, h,
Deve-se observar que, de acordo com a hip6tese de que as segdes transversais do

tubo/cabo (que eram inicidmente planas antes da deformacdo) permanecem planas gpos a
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deformacio’, a deformagio axia da cameda helicoidd (e,) confunde-se com a

deformacdo axia do proprio tubo/cabo, de tal forma que podemos escrever tambem:

eh = D_h = E (033)
hl Ll

onde DL/L, representaadeformacdo axid do tubo/cabo (medida na dire¢éo tangente ao

eixo central do tubo/cabo) devida a aplicacdo dos carregamentos axissimétricos.

2. Deformac@o circunferencial da camada helicoidd (e.): € a deformacéo devida a

variagdo do didmetro (ou raio) da camada provocada pelos carregamentos axissmétricos
aplicados ao tubo/cabo. Consderando que antes da aplicacdo dos esforgos (configuracdo
inicid) a camada condderada tenha um raio R, e que, apos a aplicacdo dos esforgos
(configuragdo deformada), o raio passe ater um vaor R,, adeformacdo circunferencia da
camada sera por definicao:

e = % = Rz- Rl (C34)
R R,

3. Deformacdo angular da camada helicoidd (€, ): € a deformagéo devida a variagdo do

nimero de voltas de um dado trecho da camada, medido a partir de uma posicao de
referéncia (como, por exemplo, a posicao angular de referéncia q,,). Consideremos que o
trecho da camada tenha comprimento L, (medido na direcdo do exo OZ) antes da

aplicacdo dos esforgos, e que ta comprimento corresponda a um ndmero de voltas N,

dado por:

Apbs a aplicacdo dos esforcos, 0 comprimento deformado da camada sera L, (medido

nadirecdo do eixo OZ) e o nlmero de voltas correspondente ser&

! Note que esta hipétese admite que ndo ha escorregamento relativo entre as diversas camadas que

constituem o tubo flexivel ou o cabo umbilical.
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N _Q2(L2)‘ o _ Lz — Lz'tanaz
2

A deformagéo angular €, serd, por definicdo:

e =Nt Ny dp(Ly)-ay(ly) (c.35)
Nl ql(Ll) - qo

ou, s definirmos a variavel |, como sendo a variagéo angular associada a0 nimero de

voltas N, (parao trecho de camada de comprimento L, numadada configuracéo S, ), ou
sga

Ji=2p.N, =q;(L)-q, (c.36)
teremos, de forma equivalente, a seguinte expressao paraa deformacao angular e, :

e =l2-ii oD o RO (c.37)
i, J L,.tana,

Se lembrarmos que, como as demais componentes de deformagdo, €, deve ser constante

a0 longo do comprimento do riser (e, portanto, independente do comprimento de

referéncia L, tomado inicidmente), podemos entéo escrever:

— qz(l—z)' ql(Ll) — qz(zz)' q1(21)

ql(l-l)' qo ql(zl)' qo
mes.
1 Dj | . 2p.
ej=|_31 - b _bh | q, - q, = 224
J 1 2p.N,  2p.L, hy
Logo:
D .
d,-9d;, =€ .(9,-do) = 14
I—l
resultando:
q,=q,+2-4 (c38)

I‘l
ou, usando aterceira das equacdes (c.1), teremos de forma equivaente:

DJ Rl(ql - qo) (039)
Ll.tanal

g, =0, t
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As expressdes (¢.38) e (c.39) fornecem, assm, as relagies entre 0s parametros angulares

g, (associado aconfiguracéo deformada S,) e g, (associado aconfiguragdoinicid S,).

Para o calculo da deformacdo axiad média, e, ,,, medidanadirecdo do versor tangente a0
eixo central do tend@ e associada as configuragdes inicia (S;) e deformada (S,) da
camada, consgderemos um comprimento de arco, medido ao longo do eixo do tenddo,
com comprimento inicid S (antes da aplicacdo dos esforgos) e comprimento finad S,
(apds a aplicagdo dos esforgos). Podemos definir a deformagdo e, ,, do tenddo como:
€= % = % (c.40)
E fécil perceber que as quatro deformagdes definidas agui ndo s3o independentes, ja que é
impossivel ter uma delas com vaor diferente de zero, tendo as demais vaores nulos. Deve
haver, portanto, uma relacdo que estabeleca um elo entre as quatro deformacoes dadas.
Para encontrarmos td relacdo, consderemos a figura ¢.5 que mostra o eixo retificado de
um tend&o, com angulo de assentamento a, medido com relacdo ao eixo do tubo/cabo,

numa configuragéo “intermedi&id’ entre S; e S,.

i .R

Figura c.5: Eixo retificado de um tendéo numa configuracéo intermedi&ria

Dafigurac.5, obtemos imediatamente a relacéo:
S°=( .R?*+(L)° (c.41)
onde os vaores das varidveis S, | , Re L se referem aqueles associados a configuragéo

intermediariaentre S; e S, .
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Diferenciando a equacéo (c.41), teremos.
2SdS=2 .R.( .dR+R.dj ) +2L.dL

Dividindo, agora, arelacdo obtida por (2.S) e observando ainda pdafigurac.5 que:

. L
sena=—— e cosa=—
S S
resulta findmente
ds _ 24 &R d o a£iLb
—=s5en g—+——+cos a.
S R ] @

Aceitando a hipdtese de linearidade geométrica, podemos agora considerar que os vaores

dasvaiaves S, | , Re L, bem como do éngulo de assentamento a , correspondam a seus
respectivos vaores tomados na configuragdo inicid S,. Da mesma forma, podemos
condderar que os infinit<smos dS,dj ,dR e dL correspondam as variagOes
DS,Dj ,DReDL associadas as configuragdes S, e S,. Com estas smplificages, a
equacao fica

D_

=sen’a, —+——+cosa g—
J1 9 7]

Utilizando agora as defini¢des dadas anteriormente, resultar
€1 = (e, t¢ ).sen’a, +e,.cos a, (c.42)

ou, de forma equivaente:

€ 1 (sen a,). —R+(sena .cosa, ).R;. b +(cos a,). b (c.43)
R1 I‘l I‘l

C.2.2. Comparacgao entre a equacao (c.42) e outras obtidas na literatura
A equacdo (c.42) estabelece a dependéncia entre a deformacdo axial média do tendéo,

€12, € @ componentes de deformacao da camada (e, €; € €, ). Equagbes equivaentes

a equacdo (c.42) foram também apresentadas por Féret; Bournazel [20], Knapp [29] e
Pesce et a. [49], entre outros. A expressio trazida por Feret; Bournazel [20] é
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exatamente igua a equacéo equivaente (¢.43), embora os autores utilizem uma notacdo um
pouco diferente e ndo apresentem nenhuma deducdo da relacdo. Os autores admitem

também que as componentes de deformagéo €, e e S30 as mesmas para todas as

camadas que congtituem o riser. Pesce et a [49] ja goresentam em seu trabalho uma
deducéo forma para a equacdo (c.42), porém com agumas pequenas diferencas na
definicdo das componentes de deformacéo, dém de um trabalho agébrico muito mais

extenso.

Knapp 9] apresenta uma expressdo exata (dentro das hipdteses admitidas) para o
cdculo da deformacdo axid do tenddo, partindo de Smples consideracBes geométricas. A
relacdo obtida é daforma:

_ 2 2 2 2 2 1/ 2
e, =|(1+e,) .cos’a; +(1+e,)".(1+e ) .sen"a;| -1 (c.44)

Para a obtencéo de uma relacdo mais simples, Knapp propde a linearizacdo da expressio
(c.44), expandindo-a em s&rie de Taylor e tomando apenas os dois primeiros termos da

s&rie (termos lineares). Apos dgumas smplificages, o autor chega a seguinte relacéo:

€., =€,.008°a, +§% +19(eC +1) - lgsenzal (c.45)

' 2p 24

~_y

Nota-se que a“linearizacdo” proposta por Knapp terminou “um passo” antes da obtencéo

de uma verdadeira relacao linear entre e, ,, e as demais componentes de deformagdo: se

multiplicarmos as expressies entre parénteses e desprezarmos 0s termos de ordem

superior (n&o lineares), chegaremos exatamente a equagdo proposta (c.42).

Deve-se ressdltar que, para os nivels de deformacao al cancados nas aplicactes préticas de
tubos flexiveis e umbilicais (gerdmente menores que 0,2% de deformacdo), todas as
equacoes gpresentadas fornecem praticamente 0 mesmo resultado, ndo havendo
necessidade de utilizarmos equacBes mais complexas que a dada por (c.42), como as

expressdes fornecidas por Knapp [29].
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C.2.3. Calculo da variacdo do angulo de assentamento

Neste item serd deduzida uma segunda expressao bastante empregada na andise estrutural
de tendbes em amaduras hdicoidas. a que relaciona a variacdo do angulo de
assentamento dos tenddes com as componentes de deformacéo da camada. Para sua
obtencdo consideremos novamente a figura ¢5 do item C.2.1 e a seguinte relacéo
geométrica

_-
tana =— c.46
L (c.46)

onde novamente os vaores das variaveis | , R L e a se referem a uma configuragéo
intermedi&iaentre S; e S, . Diferenciando a equacdo (c.46), vira

d _ R, j

i .R
—— = —d + =dR - J
cos‘a L L

L2

dL

Apos dgumas simples manipulagdes, e utilizando novamente a relagdo (c.46), teremos:

o] dR dL®
da =sena.cosa. —+—-—

= c.47
R L (c47)

Como antes, podemos considerar (dentro da hipétese de linearidade geométrica) que os

vaores das variavels a, | , Re L correspondam aos respectivos vaores associados a
configuragéo néo-deformada S, . Também podemos consderar que os infinittsmos da ,
d , dR e dL correspondam as variacbes Ca, [ , DR e DL associadas as
configuragcdes S, e S,. Com estas ssimplificagoes, a equagao (c.47) fica

a) DR DLO
Da :senal.cosal.g_—+—- —
1

Rl Llﬂ

Utilizando agora as defini¢des dadas por (c.33), (¢.34) e (¢.37), resulta:

Da :senal.cosal.(ej +e, - eh) (c.48)
ou, de forma equivaente:
' @eDR DLO
Da = cos” aj. RlDJ— + sena,.cosa, g— —x (c.49)
L L o
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As equacies (c.48) e (c.49) fornecem, assm, a variagdo do angulo de assentamento de
uma camada helicoida em funcdo das componentes de deformacdo da camada e do
angulo de assentamento inicia de uma forma bastante smples (note que a variacdo do

angulo de assentamento é definidapor Da =a, - a,).

C.2.4. Comparacao entre a equacéao (c.48) e outras obtidas na literatura
Expressdes andogas a equacdo (¢.48), ou sua equivaente (c.49), também sdo bastante
recorrentes na literatura. Neste item sera feita uma comparac@o entre a equacdo (c.48) e
outras equacles encontradas na literatura que permitem a determinacéo do angulo de
assentamento final dos tenddes de armaduras helicoidais.

Em seu artigo, Knapp [29] traz duas expressies deste tipo: a primeira € bastante gerd,
vaendo inclusive para grandes deformagdes, enquanto a segunda cons ste numa expressao
mais smples, obtida pda“linearizacdo” daequacdo geral. S8o das, respectivamente;

tana, _ (1+e)).(1+g)

(c.50)
tana, (1+e,)
e
N3, _(1+e,).(1+e - e,) (c51)
tana,

Witz; Tan [72] trazem somente uma expresséo para o caculo do ahgulo de assentamento
find, a qua é bastante smilar a primera expressdo dada por Knapp, com agumas
pequenas diferencas quanto a notacdo empregada. Pesce et a. [49] trazem também uma
expressdo andoga, obtida com um maior trabaho agébrico, mas fornecendo diretamente a
variacdo do angulo de assentamento (e n&o a tangente do angulo de assentamento find) em
funcdo de caracteristicas geométricas da camada e das mmponentes de deformacéo da
canadaAs expressdes fornecidas por Witz; Tan [72] e Pesce et d. [49] sdo,
respectivamente”:

tna, _ 1+ +& ) (c.52)
tana,  (1+e,) '

2 As notacBes empregadas por Witz & Tan e Pesce et a diferem um pouco da utilizada neste texto, por

isso resolvemos adaptar as equagdes propostas por estes autores para a nossa notagao.
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g = tana,.(e, +e. - €e)

= (c.53)
1+e, +(1+e, +e ).tan’a,

Embora as equactes apresentadas parecam bastante diferentes da equacéo (c.48), pode-
se mostrar que todas estas equacoes recaem na equagao (¢.48) se fizermos as respectivas

gproximagOes em séxie de Taylor (em torno de e, =e, =e, =0), retendo-se de forma

cong stente gpenas os termos lineares da srie.

Lembrando novamente que os hiveis de deformacdo a cancados nas aplicagles préticas de
tubos flexivels e umbilicais S0 bastante pequenos (menores que 0,2% de deformacao),
podemos concluir que todas as equactes apresentadas fornecem praticamente 0 mesmo
resultado, néo havendo necessidade de utilizarmos equagdes mais complexas que a dada

por (c.48) ou sua equivaente (c.49).

C.2.5. Calculo das variacdes de curvatura e de tortuosidade
A vaiagdo de curvatura em um ponto genérico do eixo central do tenddo, devida a

passagem da configuragdo ndo-deformada S, para a configuracéo deformada S, , € por
definicéo:
& 0
Dc,=c,-¢C :c.g—z-li (c.54)
12 2 1 1 C . g

Utilizando, agora, as expressdes (c.13) e (c.30), que fornecem, respectivamente, as

expressoes das curvaturas do eixo central do tendéo nas configuragdes ndo-deformada S,

edeformada S, , encontramos:

c, _@na,0 &R 0_asn(a,+Da)d & R O
c, %sena,y Tg‘é sna, 5 &R, +DRj
ou, de forma aproximada:
c 2Da DR
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Subdtituindo a expressio acima em (c.54), resulta a seguinte forma linearizada para a

variacdo da curvatura:

a2.Da DRO

Dc, =c,. - —=x
* e, R

(c.55)

OuU, Se usarmos a expressao (c.48), teremos uma expressdo equivalente a (c.55) que

fornece a variacdo da curvatura em fungédo das componentes de deformagéo da camada:

Dc,, = cl.(ZCoszal.(ej te.-e)- ec) (c.56)

De formaandoga, avariacdo datortuosidade € dada por:

ab 0
Dt, =t,-t, =t &2-1= (c.57)
12 2 1 1%: g

Se utilizamos as expressdes (c.14) e (c.31), que fornecem, respectivamente, as

expressdes das tortuosidades do eixo central do tenddo nas configuragdes inicid (S;) e

deformada (S, ), teremos:

t, _amena,.cosa, QaR 0_ amn(a,+Da).cos@,+bDa)fe R 0
t, gsenal.cosalfa' R, o sena,.cosa, &R, + DRz

ou, de forma gproximada:

t, & 2 0 DR
= @1+g73Da-—
tl tanzalg R1

Subdtituindo esta Ultima expresséo em (¢.57), resulta a seguinte forma linearizada para a

variagdo datortuosidade:

€ 0 u
[1 12 = tl.A 2 IDa. - %u (058)
astan 2a | o R g

OU, Se usarmos a expressao (€.48), teremos a seguinte expressdo equivaente a (¢.58) que
fornece a variacéo de tortuosidade em funcéo das componentes de deformacao:

D, = tl.[cos(Zal).(ej +te, - eh)- eCJ (c.59)
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C.2.6. Calculo das curvaturas e da tor¢cdo segundo eixos principais
Seguindo um raciocinio andogo ao feito no item C.1.2 e consderando que estamos
tratando agora da configuracdo deformada S, da camada, temos, de acordo com a
notacéo empregada, as seguintes expressdes para as curvaturas e para a torcao segundo
0s eixos principais de flexo-torcdo da secéo transversal dos tenddes:

K, =-cC,.cosf,

k,, = C,.senf, (c.60)

y2

df
Ko, ===+,
ds,

Para a determinacdo da funcdo f,(S,), seréo admitidas aqui hipoteses idénticas as admitidas
noitem C.1.2, asaber:
i) estando o tubo/cabo submetido gpenas a carregamentos axissimétricos (configuracéo

deformada S, ), podemos admitir que os tenddes continuam dispostos de tal forma
quef, sgja constante (e, portanto, independente de S);

ii) as diregBes principais de flexo-torgéo da segéo (i, ,,K, ) coincidem respectivamente
com as diregdes principais de curvatura (i, ,52 ;) dacurvaformada pelo eixo centrd

dotenddo, ousga, f, =p/2.

Utilizando ent&o as equactes (¢.30) e (c.31) e as smplificagbes acima, as relagdes para
K, k, ek, ficam dadas por:

kK, =0
2
sen a
kyz =cCc,= RQ 2 (061)
sena, .Ccosa
ktZ t2 = 2R2 2

Como antes, devemos ressaltar que as expresses dadas por (¢.61) séo vdidas apenas no
caso em que as hipdtesss (i) e (ii) feitas acima sgam acetaveis (ver ressavas feitas no item
C.1.2).
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C.3. Geometria da camada considerando flexdo sem escorregamento

Nos itens anteriores (C.1 e C.2) estudamos a geometria de uma hélice de passo constante
gue tinha como suporte um cilindro reto. As expressdes obtidas nagueles itens sfo
particularmente Uteis para a determinacdo de parametros geométricos associados tanto a
configuragdo néo-deformada das armaduras hdlicoidais quanto a configuracdo deformada
destas camadas em casos de carregamentos axissmétricos (ver Capitulo 3). Um outro
estudo importante esta relacionado a geometria que a hélice cilindrica assume quando o
cilindro suporte sofre uma curvatura em torno de um eixo. Os resultados obtidos a partir
deste estudo geométrico servirdo para a andise de tubos e cabos submetidos a
carregamentos combinados envolvendo flexéo (ver capitulo 5). Sem qualquer prejuizo da
generdidade, admitiremos que 0 estudo a ser redizado neste item estgja partindo da
configuragdo deformada S, ou sga, 0 tubo (ou cabo) ja esté previamente deformado

devido a aplicacdo de carregamentos axissmétricos. A nova configuracdo deformada,
devida & superposicdo da flexdo aos carregamentos axissmétricos, ser4 nomeada

configuragdo deformada S;. Os itens seguintes tratardo do estudo geométrico das

camadas helicoidai's nesta nova configuracéo deformada.

C.3.1. Estudo da geometria para curvaturas “positivas”

Para a obtencdo das equactes paramétricas dos pontos pertencentes ao eixo centra de
um tend@o cujo substrato estd sendo fletido, consideremos a figura ¢.6, que mostra a
mesma héice cilindrica apresentada na figura c.4, tendo agora seu cilindro suporte se

“transformado” num torGide com raio de curvatura r = /K (K sendo a curvatura). Sem

perda de generdidade, podemos considerar que a flexdo ocorre em torno do eixo fixo OX,

como ilustrado nasfigurasc.6 ec.7.
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Figura c.6: Representacéo 3D do eixo centra de um tendéo fletido.

Ponto C, Z

Ponto Q,——— =

Figurac.7: Vidalaerad (plano YZ) da hédlice deformada.
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A figura c.6 mostraainda o triedro de Frenet (t_,n,, BC )? associado a curva formada pelos

pontos do eixo centra do tubo/cabo (representado pela linha pontilhada passando pela
origem do sstema de referéncia OXYZ). Deve-se observar que, como o vetor curvatura

para esta curva é dado por:

K=Kb, =k,.&

X
e sendo os versores BC e €, coincidentes, resulta: k , = K. Desta forma, diremos que a

configuracéo deformada ilustrada na figura c.6 esta associada a uma “ curvatura positiva’
(pois k , =K > 0), e as equaghes a serem obtidas aqui serdo, portanto, vaidas para este

caso. Mais adiante, discutiremos as mudancas para o caso de curvaturas “ negativas’'.

Considerando ainda que o tubo ou cabo, do qual faz parte o tenddo que esta sendo

andisado, tenha uma digtribuicdo axissmétrica de materid, e que o raio de curvatura (r )

imposto a de sga peo menos uma ordem de grandeza maior que uma dimenséo
caracteristica de sua se¢@o transversal (como o raio), podemaos admitir que o eixo central
do tubo/cabo ndo possua quaquer deformacdo adicional, ou sga, que 0 comprimento dos
elementos lineares pertencentes a este eixo gpds a deformacdo por flex@o (configuracdo
deformada S;) tenha 0 mesmo valor que antes da deformagéo por flexdo (configuracéo

deformada S, ).

Tomemos, agora, dois pontos (Q, e C,) que, antes da flexdo do tubo/cabo, pertenciam a
umamesma secdo transversa do tubo/cabo: o primeiro (ponto Q,) estando Situado sobre o
eixo centra do tubo/cabo, e o segundo (ponto C,), sobre o eixo central do tenddo. As
coordenadas que definem a posicéo do ponto C,, antes da deformacdo, so portanto as
mesmas dadas pelas relagdes (¢.17), ou sga

% Utilizaremos o subscrito “c” quando nos referirmos aos versores associados ao triedro de Frenet do
eixo central do tubo/cabo, para diferenciar da notacdo empregada para o0s versores associados ao

triedro de Frenet do eixo central do tenddo (sem o subscrito “c”).
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X, = R,.c0s(,

Y, =R,.senq, (c.62)
7 = h2'(q2 B qo) - RZ(qZ B qo)

? 20 tana,,

Admitindo que durante a flexo ndo haja escorregamento entre os tenddes e o substrato, e
também que ndo hgja empenamento da se¢do, os dois pontos continuam a pertencer aum

mesmo plano na configuragdo deformada S, do tubo, sendo agora denotados por Q; e

C,, respectivamente (ver figura c.7). Deve-se observar que estas duas premissas (néo-
escorregamento e ndo-empenamento) estdo rel acionadas a hipdtese de Navier, ou sga, as
secles transversais (do tubo) que eram planas antes da deformacdo continuaréo planas

apos a deformacéo.

Pdafigurac.7, € imediato perceber que o angulo b definido pelo arco OQ, € dado por:

b === K.DS
r

onde DS representa o comprimento de arco medido a0 longo do eixo central do

tubo/cabo, entre os pontos O e Q..

Lembrando, agora, que 0 eixo centra do tubo/cabo permanece “indeformavel” apos a

flexao, teremos:

DS= 7 = Re@2-00)
°  tana,

resultando:

b — KRZ(qZ B qo) (C63)
tana,

Designando por d a disténcia entre os pontos Qs e a projecéo do ponto C; no plano YZ,
temos ainda:

d = R,.senq, (c.64)

E fécil perceber através das figuras ¢.6 e ¢.7 que as coordenadas finais do ponto C, ficam

entéo dadas pelas seguintes relagoes.
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X3 =X, = R,.co9q,
=(r +d).cosb - r
z; =(r +d).senb

ou, lembrando que r = /K e usando (c.63) e (c.64), vira
X; = R,.cosq,

ael o} 2(Q2 d, )0

+ R,.senq, = cos T

Y; = 9‘ CIzz g tana, 5
o}
P

% (c.65)
2= B e R, oSeng Ro(0; - 6.)0
eK a

2
E imediato verificar que as equacdes (c.65) recuperam (c.62) no limite paraK® 0.

Através de (¢.65) podemos obter o comprimento de arco infinitesimal associado a héice

deformada (configuracéo deformada S;):

20

dsg,—g\/ aedy3 N 230 quz
g d%ﬂ dQ2ﬂ d%ﬂ B

resultando:
12 R,.dq
ds, = [senza +cos’a,.(1+KR,. ] 22 C.66
33 2 2 ( 2 2) $na ( )
Definindo o parametro adimensiona de curvatura dado por:
h=KR, (c.67)
eavariave x dadapor:
x(a,,h,q,) =|sen”a, +cos a,.(1+h.senq,) (c.68)
podemoas reescrever a equacao (c.66), que ficasmplesmente:
X.R
ds; =—2-d c.69
S; sna, d, (c.69)

Note que no limite para K® 0,temos h ® 0ex ® 1, deta formaque arelacéo (c.69)

recupera (c.21), como esperado.
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O versor tangente a curva (associada ao eixo central do tenddo) passando por C; &

i = dr; _ dr; do, (c.70)

Pods,  dg, dS,
onde r, = (C;— 0O) éo0 vetor posi¢éo do ponto C,, com relacdo a0 sstemafixo OXYZ.

Usando, entdo, as relagdes (c.65), que fornecem as componentes do vetor T, € as
relagdes (€.67) a(c.69), vira
ty = ta& + g8 + 1,58, (c.71)
sendo:
1
ls =+ [Se”%-senaz]-;

tye= [cosqz.cosb.s;ena2 - (1+h.senq,).sen b.cosaz].)%

t,3 = [cosqz.sen b.sena, + (1+h.senq2).cosb.cosa2].)%

Novamente, pode-se perceber que quando K® O,temos h® O, b ® 0, x ® 1,ea

equacao (c.71) reca cons stentemente na equacao (C.23).

Utilizando, agora, as formulas de Frenet para a condi¢éo deformada (S;) do eixo central

do tenddo, teremos:

=t.,b,- c,.t
dS3 33 33
% = - t 3.ﬁ3 (C.72)
dS;
& = (;3_ﬁ3
dS;
E daterceiradas relagdes (c.72), vira
S; dg, dS;

Obtemos, assm, as componentes do versor normd:
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Ny = N6, + N3 + N,3E, (c.73)

sendo:

2
sen a,. Co
Nys = 2 quz -[‘ 1+ 91(321h’qZ)]

C3.Ry X
2
sen a
Nys = —22-[92(az1h ’qZ)'*'gs(az’h’%)]
C4.Ry X
2
sen a
Ny =- —22'[94(a2’h1q2) +0s(a zah’%)]
C4.Ry X

easfungdesg(a.h,q,), 1£ 1 £5, sdo:

h.coszaz.senqz.(1+h-sen%)

g:(@z:,h,0;) = 5
X
h.cosb.(1+h.sen 2h.cosq,.senb
0,(@,0,0,) = - A+N-G5) | g, .cosb - 210052
tan“a, tana,

h.cos’a ,.cosq,.(1+h.sen ésenb
gs(@,,h,q,) = 2 qg( qZ)'Q‘

(1+h.senq2)- cosqz.cosba
a

h.senb.(1+h.senq,) 2h.cosq,.cosb

a,.h, = + seng,.senb -
94(az.h.0z) n’a, 4z tana,
h.cos’a.,. (1+h. 5 \
gs(@,,h,g,) = °* 4, Cosqf( Sean)-gCOSb (1+h-Senqz)+COqu-S€nbE
X gtana, a

onde b ex sdo dados respectivamente pelas relacdes (c.63) e (c.68), e ¢ ;€acurvatura,

cuja expressao find é dada por:

]1/ 2
(c.74)

.. —[fi@aha,)+ fy(a,h,a,)
° R, x>
2-

sendo as funcgbesf(a,h,q), 1£ i £ 2, dadas por:
f,(a,,h,q,) =h z.coszqz.coszaz.(x2 +sen’ az)2

f,(@,,h,q,) = x 2.(1.(1+h.senqz)suenqz.cosza2 +sen2a2)2
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Pode-se facilmente verificar que a expressdo (¢.74) recupera (¢.30) no limite para K® O.
Da mesma forma, vé-se que, no limite, as componentes do versor normal dadas por (c.73)

recaem nas componentes dadas pela equagéo (c.25).

Uma vez conhecidas as componentes dos versores tangente e normal, dadas
respectivamente pelas relagdes (c.71) e (c.73), pode-se determinar as componentes do
versor binormd diretamente através do produto vetoria entre os dois primeros,

resultando:

b, :fs ’ ﬁs = (ty3'n23 B tZS'nyS)'éx + (e Ny - tx3'nz3)'éy +(tx3'ny3 B ty3'nx3)'éz (c.75)

Pode-s2 modirar que as componentes do versor bhinorma também recuperam as

componentes dadas por (c.27) no limite paraK® 0.

Para o cdculo da tortuosdade, podemos utilizar tanto a primeira quanto a segunda das
relacbes (€.72), ja que dispomos agora de todos os parametros necessarios ao caculo.
Utilizando, por exemplo, a segunda relacéo, teremos:

db,
dag,

db,

db, oS, 6
ds, :

.gd% P

3=

(c.76)

O desenvolvimento de (c.76), no entanto, ndo compensa as dificuldades em expressila
a gebricamente através de uma relacdo matematicamente smples. O éxito nesta empreitada
ndo conduziria, do ponto de vista prético, a nada melhor do que resultaria de uma smples
expansdo em s&ie de Taylor. Deixaremos de lado edta tarefa, que poderg, se necessrio,
ser executada com o auxilio de um manipulador agébrico-computaciond. Assm, se ao
desenvolvermos arelagéo (C.76) subgtituirmos R,,a, e g, por:

R, =R +DR

a,=a,+Da

q 'Rl'(ql - qo)

L,.tana,

g, =q; +
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e fizermos a expansio em frie de Taylor de (c.76) (em torno de DR=0, Da =0,
D =0 eK =0), retendo apenas os termos lineares (em DR,Da,Dj € K), teremosa

Seguinte expresseo linearizada parat 5

é 2cos’a. - cos’a, - 2).sen U
t,=t,al- DR, 2 .Da +( L — ) ql.KRlu (c.77)
& ., tanZa, sen”a, 0

Pode-se facilmente verificar que, para K=0, a expresséo (c.77) reca de forma consstente

nas equacoes deduzidas no item C.2.5 (ver equactes (c.57) e (¢.58)).

C.3.2. Observacéo para o caso de curvaturas “negativas”

No item anterior foram obtidas relacdes gerais (vaidas até mesmo para grandes curvaturas
impostas a0 tubo) para expressar as componentes dos versores tangente, norma e
binormal associados aos pontos do eixo centra de uma hélice fletida sobre um tordide de
curvatura K conhecida. Foram apresentadas também a expressdo da curvatura (c;) e uma
indicacdo para a obtencdo da tortuosidade () em cada ponto da hélice. Lembramos,
porém, que as equacdes foram obtidas considerando-se vaores “positivos’ de curvatura
(i.e, ky=K > 0). Discutiremos agora as mudancas necessrias para 0 caso de

curvaturas “negativas’. Asfiguras c.8 e c.9 ilustram o caso em questéo.

Pelafigura c.8 vemos que o vetor curvatura associado ao eixo centrd do torGide &
K=Kb, =k,.8
detd formaque: k, =- K <0 (pois BC = - &,), dai porque designarmos tal caso como

de curvatura” negativa'.
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Figurac.9: Vidalaerd (plano YZ) da hélice deformada.

Partindo da figura .9 e utilizando raciocinio andogo ao detdhado anteriormente, mostra:

Se que as equagdes paramétricas dos pontos da hélice deformada sdo, agora, dadas pelas
seguintes relagles:
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X; = R,.co5q,
1 %1 0 a<-R2-(qz'q )0
= =_. Z&. R. = °r+ .78
Ya= 1 Sk stenngcosg wa, 5 (c.78)
_ &l 0..2XR.0,-q,)0
Z, = - R,.senq, =sen 2272 Jols
3 g? 2 ng g tana, B

Comparando as equacbes paraméricas (c.65), obtidas para 0 caso de curvatura
“pogitiva’, com as equagdes paramétricas (€.78), obtidas para 0 caso de curvatura
“negativa’, € facil perceber que os dois conjuntos de equagdes sBo em esséncia um 0.
Para modtrar isto, basta substituir nas equactes (¢.65) a variavel “K” por “-K” e ver que
as equacles (€.78) sdo prontamente recuperadas. Podemos concluir, entdo, que todas as
relagbes obtidas anteriormente (considerando curvaturas “postivas’) séo também védidas
para 0 caso em que a curvatura é “negativa’. Neste caso, basta subgtituirmos a variave

“K” por “-K” em todas as relagbes em que ela aparecer.

C.3.3. Célculo da deformacéo do eixo central do tendéao
A deformacéo axia, medida na direcéo tangente ao eixo central do tenddo, associada as
configuragBesinicia (S,) e deformada (S,), serd dada por:

€, = d5-d5 _ 05 d5 (c.79)
| ds ds, d§
meas, lembrando que:
€ 1 :3—2- 1 = deformacéo axia do eixo central do tendép associadaa S, e S,;
_ds _ . : ~ . _
€03 = E 1 =deformacao axia do eixo centra do tenddo associadaa S, e S.;
resulta:

et,13 = (1+ et,23)'(1+et,12) -1 @ et,12 +et,23 (080)

Ou sga, desde que as deformagbes sgam peguenas (como de fato s&0), podemos

considerar a composicéo de deformagdo total como a soma das deformacOes e, ,, (que
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corresponde a parcela de deformagdo devida aos carregamentos axisSmetricos) e e, ,;

(que corresponde a parcela de deformacdo devida a flexdo do tubo). A primeira parcea,
€, 1, jafoi obtida anteriormente (ver equacdo (c.43)). Calculemos, entdo, aparcela e, ,;

goamszo 1
dQ2ﬂ dqzﬂ

et 23
Utilizando, entdo, as expressdes (c.21) e (¢.69), teremos:
2 2 2|12
€ =X-1= [sen a,+cos"a,.(1+h.senq,) ] -1 (c.81)

Se lembrarmos, agora, que (ver expresses (€.18), (¢.39), e (¢.67)):
a,=a,+ha

q 'Rl'(ql B qo)

L,.tana,
h=K.R, =K.(R +DR)

g, =q, +

teremos, gpos subgtituirmos a,,q, e h pelas expressdes dadas e fizermos a expanséo
em s&ie de Taylor de (c.76) (em torno de Da =0,00 =0,DR =0 e K =0) retendo

gpenas ostermoslineares(em Da, ,DR e K):
€ 2 @K.I‘-\’i.coszal.szenq1 (c.82)

A menos de pequenas diferencas quanto a notacdo, a expressdo (c.82) coincide
exatamente com a apresentada por Witz; Tan [73]. Deve-se ressdtar, uma vez mais, que
tal expressio foi obtida considerando a hip6tese de nao escorregamento entre os

tenddes e o substrato.
Assm, a expressdo final para a deformacdo axia, medida na direcéo tangente ao exo
central do tend&o e associada as configuragies S, e S,, € dada gproximadamente por:

€ 13 (sen a )ER+(sena cosal)RIT +(cos a )TL+ KRlcos a,.senq, (c.83)
1 1
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C.3.4. Obtencao das direcOes principais de flexo-torcao

O objetivo deste item € a obtencdo das diregBes principais de flexo-tor¢éo da secéo
transversa de um tenddo, apds a flexdo do tubo/cabo. Em outras palavras, como podemos
expressar 0s versores (i, j;,K,), associados & configuraggo deformada S, na base

formada pelos versores (€, ,€,, €,) do Sstema de coordenadas fixo OXYZ ?

Para resolver este problema vamos lancar mao da hipétese de Navier, ja admitida
anteriormente (ver item C.3.1), ou sgja apods a deformacdo por flexdo, as segdes que eram
inicidmente planas continuardo planas. No caso de tubos flexiveis e cabos umbilicals, isto
quer dizer que o centréide de uma dada secdo transversal do tubo/cabo e todos os
centréides das secOes transversais dos tendBes de uma camada helicoida (definidos pela
mesma secao transversal do tubo/cabo antes da deformacéo por flexao) continuaréo
pertencendo a mesma secéo transversal apos a deformacao.
Consideremos que antes da deformacéo por flex&o (ou sga, na configuracdo deformada
S, ), umadas diregdes principais de flex&o sgadada por (ver item C.2.6):

i = (C,-Q,) _ i,

IC. - Q)

onde Q. corresponde ao centroide de uma dada se¢éo transversal do tubo/cabo, e C,
corresponde ao centride da secdo transversal de um tend@ que fica definido pela
intersecdo do eixo central do tendd com a se¢éo transversal do tubo/cabo passando por
Q: (logo, Q. e C, pertencem ao mesmo plano).

ApbGs adeformacdo por flexdo, adirecdo principd de flexdo @ serd entdo dada por:

s (Q3 - Cs) (C.84)

1, =
Co-c
0 que e judtifica pela hipdtese de Navier e pda congtricdo imposta pelas camadas

adjacentes que restringe os desl ocamentos dos tenddes”.

* Paraum tendo com segéo transversal retangular, por exemplo, arotagdo em torno do préprio eixo fica
praticamente impedida pelas camadas adjacentes. O mesmo pode ndo ocorrer, entretanto, se a secdo

transversal do tenddo for circular e se 0 atrito entre as camadas for desprezivel.
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Deve-se ressaltar que a equacio (c.84) sO sara vdlida se 1, e fi, forem coincidentes,
conforme explicado nos itens C.1.2 e C.2.6. Contudo, observa-se que apés a flexdo

(configuragio deformada S,), 0s versores i, e fi, ndo s mais coincidentes.

Lembrando agora que as coordenadas’ do ponto C., pertencente ao eixo centrd do
tendé@o na configuracéo deformada S, sdo dadas por (ver equagdes (C.65)):
Xcs = Ry.C080,

Yes = 8e1+ R,.senq, Qcosb 1 (c.85)
ek o K

Zey = 8%+ R,.senq, 2senb
e 2}

e notando que as coordenadas’ do ponto Q, (centréide do tubo/cabo, coplanar com C.)

sd0 dadas por (ver figura c.10):
Xo3 = 0
1 1
= —.cosb - — c.86
Yos = " (c.86)
1
ZQ3 = ?Qn b
onde b = KRG, - do) (conforme equacéo (c.63))

tana,

resulta diretamente das equacoes (¢.84) a (c.86):

i, = - (cosq,)-6 - (cosb.seng,).€, - (senb.seng,).&, (c.87)

A direco principa IZ3 sera tomada como sendo coincidente com o versor tangente a

curvaformada pelo eixo centra do tend@o na configurag@o deformada S, . Portanto:

Ky = t;= 5.8 + t,8, + 1,8, (c.88)

X

onde as componentes t,,, t. . e t,, sdodadasnoitem C.3.1 (ver equagOes (C.71)).

y3

® Coordenadas segundo o sistema fixo de coordenadas OXYZ.
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Ponto C, Z

Ponto Q,——

Figurac.10: Vidalaterd (plano YZ) da hédlice deformada.

A direcéo principa restante (j}) pode agora ser determinada através do produto vetorid

entre as duas primeiras, resultando:

—

J3 :ES ’ r3 = jx3'éx + jy3'éy + sz'éz (C89)
onde:

_ cosa,.send,.(1+h.senq,)

- X

_ [szenb.szena2 +cosqz.cosb.cosaz.(1+h.senq2)]
o X

. _[cosb.sena2 - cosqz.senb.cosaz.(1+h.senq2)]

z3 X

Jx3

Jy3

esendo h e x dados pelas equacdes (c.67) e (€.68).
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C.3.5. Calculo das curvaturas e da torcdo segundo eixos principais

As expressdes que fornecem as componentes de curvatura e a tor¢éo segundo 0s exos
principais de flexo-tor¢céo da secéo transversal dos tendbes séo (ver equagdes (a.9) e
(a.10)):

K, =-Cs.C0Sf,

kys= Casenf, (c.90)
kt3 :£+t3
ds,

As expressdes de c,et, ja foram delerminadas no item C.3.1. Precisamos agora
cadcular as quantidades. cosf;, serf, e df/dS,. Pelafigurac.11 € imediato perceber que:

COSf3:n3x.3 :nx3'jx3+ny3'jy3+n23'j23 (Cgl)

senf, =Ny X, =N g, + Nygidys + Ny

. I3

Figurac.11: Relagio entre versores (fi, e b,) eversores (i, e J,).

Utilizando as relagdes (c.91) em (¢.90) vira, apds 0 uso das relages (¢.73), (¢.74), (c.87)
e (¢.89) e posterior expansdo das expressdes resultantes em série de Taylor (em torno de
Da=0,0 =0,DR=0€ K=0) reendo agpenas os termos lineares (em
Da,D ,DR e K):

K, @( 2+ coszal)coal.cosql.K

€ DR 2 cos(2a,) u (c.92)
Kk - — + Da + L~ seng,.KR
y3 @3121 R1 tana, tan2a1 d, RiH

Pode-se facilmente verificar que, para K = 0, as equagies (€.92) recuperam exatamente

os resultados previstos para k ,, e k ,, conformeitensC.2.5 e C.2.6.

y2?
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Para determinarmos  df/dS, basta notar que das duas primeiras relagdes de (¢.90) é
possivel obter:

ek
f, = = arctangs y3 0 (c.93)
x3 ﬂ

Partindo-se, entéo, das expressdes completas (i.€.,, ainda ndo linearizadas) de k ;e k
pode-se determinar, a partir de (c.93), a expresséo do angulo f; e, conseglientemente, de
sua derivada com relacdo ao comprimento de arco deformado S, jaque:

df, df, &S, o

as, ~ dq, &da, 5

Seguindo este procedimento, teremaos como resultado final (apos linearizarmos a expressio

resultante através da expansdo em s&riede Taylor emtornode Ca =0, DR=0, O =0

eK=0):

3 C(z COS al) Senql K (C94)
ds; tana,

De (c.77), (c.90) e (c.94), resulta, assm, a seguinte expresséo smplificadaparak ,,:

¢ DR 2
kt3 @1-§-‘ —t

u
Da - 2cos’a..send..KR 1, c.95
Rl tan2al 1 ql RiH ( )

Mais uma vez observa-se que, para K = 0, a expressdo (€.95) € consistente com 0s

resultados obtidos para k ,, , conformeitens C.2.5 e C.2.6.
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C.4. Geometria da camada considerando flexdo com escorregamento

No item anterior (C.3) estudamos a geometria assumida por uma hélice cilindrica quando o
eixo central de seu cilindro suporte era submetido a uma curvatura constante em torno de
um eixo. Na obtencdo das equacbes entdo deduzidas, uma das principais hipiteses
admitidas foi a de ndo-escorregamento dos tenddes e de ndo-empenamento da secéo, de
ta forma que, para todas as configuragOes intermediarias entre S, e S,, os tenddes
permaneciam “unidos’ as camadas adjacentes. Fisicamente, esta hipotese S0 € aceitavel se
as forcas de arito entre os tendbes e as camadas adjacentes forem suficientemente dtas
para impedir qualquer dedocamento relativo entre as camadas. Por outro lado, a adogéo
desta hipétese para 0 comportamento do tubo/cabo faz com que sua rigidez flexiond

aumente consderavelmente (ver Cap. 5).

Testes redizados em tubos flexiveis® mosram que, inicidmente (i.€., a0 darmos inicio a
flexéo do tubo), a rigidez flexiond €, de fato, bastante grande, uma vez que as forgas de
atrito ainda ndo foram vencidas. Desta forma, 0 modelo utilizado no item anterior pode
representar de forma bastante razoavel o comportamento estrutural nesta primeira etapa
do carregamento. Porém, a observacéo experimenta também revela que, uma vez
vencidas as forgas de atrito, h& uma reducéo sgnificativa da rigidez flexiond: reducéo esta
que é devida a0 escorregamento relativo entre os tenddes e as camadas adjacentes.

Devido a sua smplicidade, boa parte dos trabahos encontrados na literatura utilizam, de
forma explicita ou ndo, a hipétese de escorregamento tota dos tenddes (full dip).
Lancando méo desta hipétese ssimplificadora também, gpresentaremos nos itens seguintes a
Gltima parte do estudo geométrico das camadas helicoidais, considerando agora a flex&o
com escorregamento. Esta Ultima configuracdo deformada sera nomeada configuracéo

deformada S, .

®Ver, por exemplo, Féret; Bournazel [20].
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C.4.1. Determinacdo das novas equacOes paramétricas do eixo central

O objetivo deste item € a obtencdo das equactes paramétricas que definem a posicdo dos
pontos pertencentes ao eixo central de um determinado tenddo, apds 0 escorregamento.
Admitiremos que o raio de curvatura imposto ao tubo/cabo continue inaterado. Partindo

da configuragdo deformada S, correspondente a flexo sem escorregamento, podemos

considerar entdo que, apos 0 escorregamento, as equacdes paramétricas dos pontos do

eixo central do tenddo na nova configuracdo sgjam dadas por:

Xy =% +D,
Y, =Y;+D, (c.96)
z,=2z,+D,

onde (X, Y, Z,) correspondem as coordenadas’ de um ponto genérico do eixo central na
configuragéo deformada S, e (D,,D,,D,) correspondem as componentes’ do vetor

deslocamento (D) no ponto considerado.

Substituindo as relagdes (¢.65) em (€.96), teremos.

X, = R,.cosq, + D,

Y, = gei+R2.senq29.cosb 21 +D (c.97)
ek 2 K y

z, = gei+R2.senq29.senb + D,
ek 2

KR,.@, - d,) (ver equacio (c.63)).
tana,

onde b =

Por outro lado, podemos considerar que o ponto (pertencente ao eixo central do tendao)
que na configuragdo deformada S, tinha sua posi¢ao definida pelos parametros b e q,,
tenha agora (ou sgja, apls 0 escorregamento) sua posicdo definida pelos parametros
b,=b+Db e q,=q0,+Dqg, onde Db representa 0 avango angular da segéo

transversa com relacdo a uma se¢éo transversal tomada como referéncia (segéo contida

" Com relago ao sistema fixo de coordenadas OXYZ.
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no plano OXY) e Dq representa o avanco angular medido no plano da secéo transversal

com relacdo aum eixo paraeo ao eixo fixo OX (ver figurac.12).

Dedta forma, as equagdes paramétricas dos pontos do eixo central do tenddo na nova
configuragdo deformada S, também podem ser expressas pelas seguintes relagoes
equivaentes:

X, = R,.cosq,

Y, = ge‘i+R2.senq49.cosb4 - (c.98)

1
eK a K

2, = ?i + Rz.senq49.senb4
eK [}

eixo central
do tendéo

Y

X

Figurac.12: Indicacdo dos parametros b, =b + Db eq, =q, +Dq .

C.4.2. Eixos de Darboux-Ribeaucourt

Para entender 0 processo de determinaco das componentes do vetor deslocamento D, é
preciso antes descrever uma nova base de versores associada a curva formada pelo eixo
central do tenddo na configuracdo deformada S, (i.€, anterior a escorregamento dos
tenddes). Consideremoas, entéo, a base b = (t,,N,,B,) formada pelos seguintes versores

(ver figurac.13):
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t, : €0 versor tangente ao eixo central do tend&o na configuragéo deformada S, ;

N,: €0 versor norma a superficie de suporte do eixo centrd do tenddo na configuracéo

deformada S;;

B,: € 0 versor que define a diregdo transversad, definido como o produto vetoria entre os

versores t, e N..

Figurac.13: Base formada pelos versores (i, N, B,) .

Segundo Féret; Leroy; Estrier [21], as diregdes formadas por (t,N,B) formam os

chamados eixos de Darboux- Ribeaucourt. Deve-se observar que os versores N e B ndo

sa0 as direches principais de curvatura norma e binorma (designadas, respectivamente,

por n e 6) da curva formada pelo eixo central do tenddo. Os versores (t,fi,b), que

definem o triedro de Frenet, so obtidos diretamente das equacdes paramétricas de uma
dada curva, dependendo, portanto, apenas destas equacdes. Ja s eixos de Darboux-
Ribeaucourt dependem néo apenas das equacdes paramétricas que definem a curva, mas
também das equacdes que definem a superficie sobre a qua a curva et assentada.

Lembrando agora que a determinagdo do versor tangente t,, jafoi feitanoitem C.3.1 (ver

equagdo (c.71)) e que o versor N, normal & superficie suporte, é dado por (ver figura

c.13):
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N’g — (Qs - Cs)
"(Qs - Cs)"

coincidindo, portanto, com a diregéo principa de flexéo @ (conforme hipdteses feitas no
item C.3.4), temos (ver equacdo (c.87)):

N, = - (cosq,).8, - (cosb.senq,).€, - (senb.senq,) €, (c.99)

Para determinarmos o versor §3 basta gpenas calcular o produto vetorid entre os
versores t, e N, resultando:

B,=t,” Ny=k; Iy = ], (c.100)
OU Sga, as componentes do versor és coincidem com as da diregéo principa de flexéo
15, dadas pela equagao (c.89).

Se admitirmos, agora, que os ded ocamentos (DX ,D,,D, ) S30 pequenos se comparados a

aguma dimensfo caracteristica da segdo transversal da camada (como, por exemplo, o
rao), podemos considerar que o vetor dedocamento D= (DX, D,, DZ), Se escrito com
relacdo a base (t,, N, B,), tenha apenas componentes segundo a direcdo tangencia (t,)
etransversal (B,), j4 que a componente de deslocamento segundo a direggo N, fica
praticamente impedida devido a existéncia das camadas adjacentes. Assm:

D @D, t, +D,.B, (c.101)
onde D, e D, s30 ascomponentes de deslocamento segundo as diregdes tangencia (i)
etransversa (B,) , respectivamente.
Utilizando as equagBes (c.71) e (c.89), que fornecem as componentes dos versores t, e
B, segundo a base (€.€,,8,) associada a0 sistema fixo de coordenadas OXYZ, e

lembrando que um vetor se escreve de forma Unica numa dada base, teremos as seguintes

relagdes entre as componentes de deslocamento (D,,D,,D, ) e (D,,D,):
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Dx = Dt 'tx3 + Db'Bx3
D, =D,t,, +D,.B,, (c.102)
D,=D,.t,+D,B,
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C.4.3. Célculo de Dg e Db em fungdo das componentes D, e D,

Se substituirmos as relagdes (€.102) nas equacdes paramétricas (¢.97) e lembrarmos que
as Ultimas sfo equivaentes as equagbes paraméricas (€.98), teremos as seguintes
identidades:

R,.(cosq,) +D, t,;, +D,.B; = R,.cosq,

gae% + Rz.senngcosb + Dty +D,.B; = ge% + Rz.senq4§cosb4 (c.103)

§%+ Rz.senqzl%senb + Dt +D,.B,; = §%+R2.senq4g.senb4

Substituindo, agora, as expressdes que fornecem as componentes dos versores t, e I_5>3
(ver equagdes (c.71), (c.89) e (c.100)) e considerando ainda que:

9. =0, *Da (c.104)
b,=b+Db
onde Dg <<1le Db <<1 (por hipétese), obtemos as seguintes relaces aproximadas
para a determinacdo das variagdes Dg e Db em fungdo dos dedocamentos tangencia
(D,) etransversal (D, )%

asena., 0 aeosa,.(1+h.senq,) 0
Dq @gR—Z::Dt-g =5 1D,
2.X ] 2-X 4]
b @K.Dt.cosa2+ K.D,.sena,
X X.(1+h.senq,)

(c.105)

C.4.4. Célculo da deformacéo do eixo central do tendédo
Procedendo de forma andoga ao que foi feito no item C.3.3, temos que a deformacéo
axia, medida na direcéo tangente ao eixo central do tendéo e associada a configuracéo

deformada S, , é dada por:

_ds,-ds, _ds ds, ds,

€14 = . . (c.106)
' ds ds;, dS, dS
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meas, lembrando que:

€1 = 3—2 1 = deformacdo axia do eixo central do tendéo (associadaa S, e S,),

€ o3 = 95 - 1 =deformacao axia do eixo central do tendéo (associadaa S, e S;),
ds,

€ 34 :%- 1 =deformagdo axia do eixo centra do tenddo (associadaa S; e S,),

resulta:

et,l4 = (1+et,34)'(1+ et,23)'(1+et,12) - 1 @ et,lZ +et,23 +et,34 (C107)

Como ja ressaltamos anteriormente (item C.3.3), a gproximacdo dada acima sO é vdida
caso 0s niveis de deformagdes sgjam bastante peguenos se comparados a unidade (o que

geramente ocorre nas aplicaces). As duas primeiras parcelas, correspondentes a e, ,, €
€, 55+ jaforam obtidas anteriormente (ver equacOes (c.43) e (¢.82)). Calculemos, entéo, a

parcela e, ,,

o = ds, 1= aalS, 08&1830
L4 g d gd
Ss, qzﬂ a, ﬂ

-1 (c.108)
Porém:

20
ds, _ Salx, o Ly, 6 +3&124 24 (c.109)
dg, @&dg, 5 &do, 5 &dd, g g

e, da expressdo (c.69) vem:

dS;, _ x.R

dg, sena,

® Mostra-se que Dg ¢é obtido a partir da primeira relagio dada por (c.103), enquanto Db pode ser

obtido a partir da segunda ou daterceirarelacdo dada por (c.103).
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O problema principa que surge neste momento € a avaliacdo da expressdo (¢.109). Se
partirmos das equacles paramétricas (c.97) e utilizarmos as relagdes dadas por (c.102),
teremos.

X, = R,.cosq, +D,.t,; +D,.B,,

Y, = §%+R2.senq2§cosb - % + D,.t,;+D,.B, (c.110)

z,= & 1R sng,%senb + D1, +D,.B,,
ek @

Nota-se pela expressdo (c.110) que had uma indefinicdo com relacdo as fungdes
dedocamento D, e D,. Para resolver este problema admitiremos que tais funcbes

possam ser expressas na forma:

D, =D,(q,) =D,.cosq, +D,.senq,

(c.111)
D, =D, ;) = Dy cosq, +D,¢.senq,

onde D,.,D,,D,. eD,, S os coeficientes que fornecem as amplitudes das fungdes seno

e co-seno. Note que os subscritos utilizados referem-se, respectivamente, a direcéo do
dedocamento (tangencid ou transversd) e a fung@o aproximadora utilizada (seno ou co-
SEno).

A escolha das fungdes seno e co-seno para a aproximagao dos fungdes deslocamento D,

e D, sejudtifica pelos seguintes motivos:

1) Considerando a geometria do eixo central dos tenddes, é razoavel supor que as
fungdes ded ocamentos sgjam fungdes periddicas cujo argumento seja proporciona ao
parémetro angular g, ;

2) Entre as fungdes periddicas mas smples de serem utilizadas es@0 justamente as
funcbe seno e co-seno;

3) Mesmo que as fungbes dedocamento fossem descritas por funcdes periddicas mais
complexas que as admitidas por (c.111), estas poderiam ser aproximadas aravés de

séries de Fourier, cujos primeiros termos 2o justamente as fungdes seno e co-seno.
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Desta forma, (c.111) consste, na verdade, numa primeira aproximagéo para as fungoes
dedocamento D, e D,. Uma proposta para a determinacéo das amplitudes D,., D,

D,. € D, szé indicada mais adiante. Por enquanto, admitiremos que tais amplitudes

sgam quantidades conhecidas. Com as expressdes dadas fica fécil determinarmos a

deformacéo e, ,, . Efetuando as operagOes necessrias e fazendo a expansio em sdrie de
Taylor de e, (emtornode K =0, DR=0, bDa =0, O =0, D=0, D=0,

D,. =0 e D, = 0), resultaa seguinte expresséo linearizada:

sena,.cosq,  _ Sena,.senq,
"=ts =t

et 34 @
' R,

(c.112)

Deve-se observar que a expressdo (c.112), apesar de aproximada, é consistente pais,

dentro da hipotese de pequenos deslocamentos, o deslocamento transversal (D, ) néo
deve afetar de forma sgnificativa a deformagéo axia do tenddo, de ta forma que, numa
primeira gproximacao, ja era esperado que e, ,, dependesse apenas da componente de
ded ocamento tangencid (D, ). Além disso, pode-se notar que, no caso em que ambas as
amplitudes D, e D, s3o nulas, teremos como resultado e, ,, @0, 0 que também faz
sentido, uma vez que a deformacéo axial e, ,, € devida apenas ao escorregamento dos

tenddes.

Desta forma, a expresso final para a deformagéo e, |,, medida na direcdo tangente a0

eixo centrd do tenddo, é dada aproximadamente por (ver equactes (¢.107), (c.43), (c.82)
e(c.112)):

e (senzal)%ﬂsmal-cowlm% +(cos’a,) > +

! ' (c.113)
sena,;.Cosq, o _ sena,;.senq,
D, .

Rl tc

2
+KR,cos a,.senq, +

C.4.5. Calculo dos versores associados ao triedro de Frenet
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Neste item determinaremos 0s versores tangente, norma e binormal associados a curva
formada pelo exo central do tendé na configuragdo deformada S,. Seja C, um ponto
pertencente a0 eixo centra do tenddo nesta configuracdo. O versor tangente a curva

(associada ao eixo central do tenddo) passando por C, € dado por:

t“ — ch4 — chA dqz

= _ c.114
“ds, dqg, dS, (c.119)

onde 7, = (C,—0O) é o vetor posicao do ponto C,, com relacdo ao sstemafixo OXYZ.

Usando, entdo, as relagdes (c.97), que fornecem as componentes do vetor T, e as

relacdes auxiliares (€.102) e (c.111), € possivel determinarmos as componentes do versor

tangente t,. Contudo, o desenvolvimento de (c.114) ndo compensa as dificuldades em

expressar td relacdo através de uma forma matematicamente mais smples. Lembrando
gue esta tarefa pode, se necessirio, ser executada com o auxilio de um manipulador

a gébrico-computaciona, deixaremos o resultado de (c.114) na forma implicita dada por:

—

t,=t, & +1,6+1,8€ (c.115)

"X Z

sendo as componentes (t,,,t, ,,t,,) determinadas conforme indicado acima.

Conforme ressdtado em outras vezes, uma smples expansdo em série de Taylor pode
conduzir, do ponto de vida préatico, a resultados suficientemente precisos. Assm, se ao
desenvolvermos arelacéo (c.114), substituirmos R,,a, e q, por:

R, =R +DR

a,=a,+ha

q, =q, + Ri-(ql' CIo) .Dj
L,.tana,

e fizermos a expansio em série de Taylor das componentes do versor t, (em torno de
K=0, bR=0, Da=0, b =0, D,=0, D,=0, D,.,=0 e D, =0), retendo
goenas 0s termos lineares, teremos as seguintes expressdes linearizadas para as

componentes:
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t., @ senq,.sena, - senq,.cosa,.Da - cosq,.sena,.Dj +(R1.cosza1.sena1.sen2ql)K
2 2 O 2 O ..
_g@os qusn‘a, O, fen(2,). s aIZDts+§mw(2al).cos(2ql)ngc R
R 5°& 2R 3 2R g
L EN(2).=(Z,) 0,
2R 5

t,, €cosq,.sena, +cosg,.cosa,.Da - senq,.sena,.Dj

R, cosa, &en(2q,).sen’a, 6 .  &en(2g,).sen’a,f
- +q1-q0%K- _' tc
sna, & 2 5 2.R, o
_gen’qusen’a, 0 awen(2a,).sen(29,)0,  @@en(2a,).cos(2q,) 0
—"ts —~bc —~bs
é R p 3 2R, p 2R, p

t,, @cosa, - sena,.Da + Rl.cosal.cosql.bl - g, +sen2a1.tanql).K

2en”a, .senq, 9 aen”a,.cosq, O

- é—;DbC +§—;Dbs
R, P R P

Para a obtencdo dos versores normal (fi,) e binorma (b, ), utilizaremos as férmulas de

Frenet para a configuracéo deformada S, ou sga

dn ~ ~
d—‘; =t,b,- c,t,
db, B}
— =-t,n c.116
s, 4Ny (c.116)
. = c,.n,
ds,
Daterceira das relages (¢.116), vem:
_ Ot |t da,
*lds,|| [da, ds,

expressao que, uma vez expandida em s&ie de Taylor (em torno de K=0, DR=0,
Da=0,0 =0, D,=0, D,=0, D,. =0 e D,, =0), resulta na seguinte expresséo

linearizada para a curvatura
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e u
¢, @, d- 2R+ 2 pg 4 FNACSAY) o a,
¢ Rt oAy o (c117)
é 0 '
+C,.&2.5enq,.Cosa, . Dy . 2.c0s(,.€0Sa ;. D a
é R R G

Ainda, da terceira das relacles (€.116), pode-se também obter as componentes do versor

normd:

= Nyd + Ny, j+ 0,k (c.118)

gue, uma vez expandidas em s&ie de Taylor (em torno de K=0, DR=0, Da =0,

O =0, b,=0, D,=0, D, =0 e D,=0), resultam nas seguintes expressdes

linearizadas,
pe

Sen—zl-KR1+(Senql).Dj - (cosa,.sen2g,).
2.tan"a,

Dbs +ﬁenal'sen2Q19Dtc +(sen 2 )Dts

R e 2 g R

n,, @- cosq, +(2- coszal)

- (Zcosal.senqu)

2 2
N (-2+cos ?1) cos ql.KRl (D

tan“a,

- (cosq,).Dy +2c:osa1.cosqu. +

ny, @- senq,

_ senal.cosqu. Dtc _ Senal-%(qu) . Dts

Ry 2 Ry

Dbs

+cosa ;.sen( 2, ).

K D
n,, @[(2- cos’a,).cosq, - send,.(d; - qo)]. R (sena.cosq, ). ==
tana R,

Dbs

Ry

- (sena,.senq;).

Uma vez conhecidas as componentes dos versores tangente e normd, dadas
respectivamente pelas relactes (¢.115) e (c.118), pode-se determinar as componentes do
versor binorma diretamente através do produto vetorid entre os dois primeros,

resultando:
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b, :f4 ’ ﬁ4 = (ty4'n24 B tz4-ny4 )r (N - T -nz4)-i + (tx4'ny4 B ty4-nx4)-k

(c.119)

Para o cdculo da tortuosidade podemos utilizar a segunda das relagtes (€.116), ja que
dispomos agora de todos 0s parametros necessarios ao calculo. Assm:

db, || _
ds,

db
dQ2

aEdS o
dQ2 Q

4

(c.120)

Se, ao desenvolvermos arelagdo (c.120) subgtituirmos R,,a, e g, por:
R, =R +DR

a,=a,+Da

0, =g, + Rl %) o
L,.tana,

e fizermos a expansdo em s&riede Taylor (emtornodeK =0,DR=0, Da =0, O =0,
D.=0, D=0, D=0 e D, =0), retendo gpenas os termos lineares, teremos a

Seguinte expresseo linearizada parat

é 2cos'a, - cos’a, - 2).sen

. =t al- E+ 2 Da+( ) G KR1U+
& R tanza, sen’a, 0
é

+t, a2.c0sa,.%enq; . Dy . 2.cosa, .Cosq,. DbSQ
é R 0

(c.121)

Pode-se facilmente verificar que a expressio (c.121) recai de forma consstente nas

equacoes deduzidas anteriormente (ver, por exemplo, equacdo (C.77)).

C.4.6. Obtencao das direcOes principais de flexo-torcao
O objetivo deste item € a obtencdo das diregBes principais de flexo-tor¢éo da secéo
transversal de um tenddo, gpOs 0 escorregamento do mesmo. Em outras paavras,

queremos ssber como expressar os versores (i, TA,IZ4), associados a configuracéo
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deformada S,, na base formada pelos versores (€, ,€,,€,) do sistema de coordenadas

fixo OXYZ.

Como vimos anteriormente (item C.3.4), uma das diregdes principais de flexéo fora
admitida como sendo perpendicular a superficie do tordide (superficie sobre a qua o eixo
central do tenddo estd assentado). Especificamente, consderamos que a direcéo principa
deflexéo Q eradada por (ver equagéo (c.84)):

P (Q3' Cs)

|, =
: "(Qs - Cs)”
0 que e justificava pela hipétese de Navier e pela congtricdo imposta pelas camadas

adjacentes que restringe os desl ocamentos dos tenddes.

Embora ndo se possa garantir que a hipétese de Navier (segundo a interpretacdo dada no
item C.3.4 para a secdo transversal do tubo/cabo) segja vdida apds o escorregamento dos
tenddes, podemos ainda considerar que uma das diregdes principais de flex&o do tendéo
sgjadada por:

i" — (Q4 B C4)
’ ||(Q4 - C4)||

onde C, corresponde ao centréide da secdo transversal de um tendé@o que fica definido

(c.122)

pela intersecéo do eixo central do tenddo com a secéo transversal do tubo/cabo definida
pelo é&gulo b, =b +Db, e Q, corresponde ao centréide da secdo transversal do
tubo/cabo definida pdo mesmo éngulo b, =b + Db, ou sga, Q, e C, pertencem a
mesma se¢do. A diferenca neste caso € que 0 angulo b, pode variar conforme passamos
de um tendéo para outro (de uma mesma camada), devido a dependénciade Db com as

componentes de ded ocamento (ver equacdo (¢.105)). Se confirmada esta variacdo, pode-
e dizer que a “ndo-verificacdo” da hipotese de Navier, apGs 0 escorregamento dos

tendBes, cria uma espécie de “ empenamento” da secéo transversal.
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Lembrando agora que as coordenadas’ do ponto C,, pertencente ao eixo centra do

tenddo na configuragdo deformada S, sGo dadas por (ver equagoes (c.110)):

X, = R,.cosq, + D,.t,; +D,.B,,

Yq = ge%"'Rz-SeangCOSb - % + D,.t;+D,.By, (c.123)
4 = g%ﬁiz.senngsenb + D,.t,;+ D,.B,

E notando que as coordenadas do ponto Q, (centréide do tubo/cabo, coplanar com C,)

sa0 dadas por (ver figurac.14):

Xos =0
1 1
= —.cosh, - — c.124
yQ4 K 4 K ( )
1
Zow = E.sen b,

onde: b,=b+Db (conformeequacéo (c.104)), sendo:
b =XRe@:-0o) (conforme equiaco (.63)) e

tana
b @K-Dt-cosaz +_K.Dy.sena, (conforme equago (c.105)).

® Coordenadas segundo o sistema fixo de coordenadas OXYZ.
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Y
Figurac.14: Vidalaterd (plano YZ) da hélice deformada.
Resulta diretamente das equactes (¢.122) a (c.124):
iy = ()-8 * (1,0) 8, +(,)-8, (c.125)

onde as componentes do versor i, 3o dadas por:

- (X4 = X4)
x4 =
\/(XQ4 - X4)2 +(Yqa - Y4)2 +(Zq4 - 24)2
i = (Yoa - Ya)
=
’ '\/(XQ4' X4)? +(You - Ya)? +(Zg4 - 2,)°
(Zo4 - 24)

2 = 2 2 2
'\/(XQ4 - X3)"+ (You - Ya)™ +(Zgs- 2)

A diregio principd k, ser& tomada como sendo coincidente com o versor tangente a

curvaformada pelo eixo centra do tenddo na configuragdo deformada S, . Portanto:

k, =t, = t,86 +1t,86+1,8& (c.126)

X

onde as componentes t,,, t,, e t,, sBo dadasnoitem C.4.5.

y4
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A direcfp principal restante (j,) pode agora ser determinada através do produto vetorial

entre as duas primeiras, resultando:

J4 :R4, El: jx4'r+ jy4'T+ jz4'k (0127)

C.4.7. Célculo das curvaturas e da tor¢cdo segundo eixos principais

As expressdes que fornecem as componentes de curvatura e a tor¢céo segundo oS eixos
principais de flexo-torcdo da secdo transversal dos tenddes sdo (ver equactes (a.9) e
(a10)):

ky,= c,senf, (c.128)

As expressdes de c,et, ja foran determinadas no item C.4.5. Precisamos agora
calcular as quantidades: codf,, serf, e df.,/dS,. Pelafigurac.15 é imediato perceber que:

cosf, =f, X, =N .j . +N 4 +N,.],
4 44 4 ) xa yarlya 474 (c.129)

senf, =n, %, =n,d,, +n i ,+n,i,

64N Ja

Figura c.15: Relaggo entre versores (i, e b,) eversores (i, e J,).

Utilizando as relacbes (€.129) em (c.128) teremos, apds 0 uso das relagdes que fornecem
as componentes dos versores fi,, i, e j, e posterior expansio das expressies
resultantes em série de Taylor, as seguintes expressies finas

é D D
' @( 2+cosza1).cosal.cosq1.K + C,.@00sq,. R;C +senq,. st
e

(c.130)

[ en Y enid
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e cos(2a u
ky, @c,él- %+ tanza Da + S(z l)senql.KRl(H
5 tan“a ]
e : : g (c.131)
e D Dy U
+2.€05a .C  &enq,. —2X - cosg;. —2=
é Ry R g

Pode-se facilmente verificar que as equactes (¢.130) e (¢.131) recuperam os resultados

obtidos para k ,; e k 5, caso ndo haja escorregamento entre os tenddes (ver equagoes

(c.92)).

Para determinarmos df,/dS, basta notar que das duas primeiras relactes de (c.128) é
possivel obter:

f, = arctan? k—y49 (c.132)
x4 @

Partindo-se, entdo, das expressdes completas (i.€., ainda néo linearizadas) de k ., e k ,,

pode-se determinar, a partir de (¢.132), a expressao do angulo f, e, conseqlientemente, de

Sua derivada com relacéo ao comprimento de arco deformado S, ja que:

df, _ dof, @S, 6
ds, _ dq, &dd, 6

Seguindo este procedimento, teremos como resultado find (apds linearizarmos a expressao
resultante através da expansdo em s&rie de Taylor emtorno de K = 0,DR=0, Da =0,

D =0,D,=0, D =0, D, =0 eD,=0)

df, _(2- coszal).senq1 sena;.senq; sena;.cosq;
@ K- Dpe t————

.D
ds, tana, R’ 2 bs

(c.133)

De (c.121), (c.128) e (c.133), resulta, assm, a seguinte expressao smplificada parak ,, :
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é u
K. =t el E+ 2 .Da - 2.cosza1.senq1.KRlu+
R Zal u (c.134)
cos(2a,) é DU
+t —be - cosq,. =22,
1 cosa, e(_gse“% R, 41 R, H

Mais uma vez observa-se que a expressao (€.134) é consistente com os resultados obtidos

nos itens anteriores (ver equacdo (.95)).

C.4.8. Determinacao das componentes de deslocamento
No item C.4.4 foram propostas as seguintes gproximagdes para as fungdes ded ocamento
D, e D, (ver equagles (c.111)):

Dt = Dt(qz) = Dtc'COSqZ + Dts'SenQZ
D, =D, ;) = Dy cosq, +D,,.senq,

A partir destas fungdes foram determinadas, nos itens que se seguiram, diversas grandezas
cineméticas (como a deformacdo, as curvaturas, etc). Naturalmente, todas as grandezas
D

obtidas ficaram em fung&o das amplitudes desconhecidas D D,. e D,,. O objetivo

tc? ts?

deste item é propor uma forma para a determinacéo destas amplitudes.

Para comecar, vamos andisar o funciond L que fornece o comprimento de arco, medido
a0 longo do eixo centrd de um dado tend&o entre dois pontos dados, na configuracdo

deformada S,. Td funciona pode ser expresso na seguinte forma:

L=0G(q4,b4,b4).dg,
onde q, e b, sfo os parametros angulares ja definidos anteriormente (ver, por exemplo,
item C.4.1, figura c.12), sendo g, avaiave independentee b, avariavel dependente de

ta formaque

b, =b,(d,)

db
JURESS S
4
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Naturamente, decorre da propria definigdo do funcional L que afungdo G(q,,b,,b,)

deve ser:

2 2
G(qy.by.b,) = dS4 i, 0, aaly, O ez, O (c.135)
gd(h %) gqut %) gdch @

Utilizando, entdo, as equagdes paramétricas (€.98) em (c.135), resulta:

172
ael b, s U

G(04,b4,b4) = ?R +e~+Ry.senq
4,04,04 Q 2 4g gﬁﬂ[ﬂ

> (D

@D

A equacéo de Euler-Lagrange nos fornece a condicao para a obtencdo de um extremo do
funcond L, ou sga, a condi¢do para minimizar o comprimento de arco L entre dois pontos
dados do eixo central do tenddo. Como o comprimento considerado € o comprimento
deformado na configuracdo S,, esta condicdo € equivadente a uma condicdo de minima
energia, se consderarmos a energia de deformagéo devida as forgas normais de tracdo no
tend3o como sendo a parcela preponderante na energia de deformaco tota do tenddn™®.

A equacdo de Euler-Lagrange € dada por (ver, p. ex., Shames, Dym [62]):

d e‘HG U 1G -0
da, eﬂb Q fib,
Como E = 0, resulta
4
é u ~
d e—ﬂG =0 U —ﬂG =C
dQ4 @ﬂb4 Q ﬂb
ou sga

10 Esta hipdtese é justificavel, uma vez que os adimensionais que estabelecem a relacéo entre arigidez
axial (EA) dos tenddes e os valores derigidez flexional etorsional (Ely, El, e GJ) sdo bem maiores que a

unidade (ex.: EARYEIl, >> 1).
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o agb, 0
7] gd%ﬂ

alb, o
\/Rz +881+R2 Senq4; gdq
490

onde C é uma constante a ser determinada.

+R,.senq, +

By

=C (c.136)

Ap6s algumas manipulagdes agébricas de (€.136), € possivel mostrar que a equacéo de
Euler-Lagrange fornece a seguinte relacéo:

db, _ C.Kh

dds  (@+h.sen,)+/(L+h.senq,)’ - (C.K)?

(c.137)

onde h =K.R, (conforme equacéo (C.67)).

A integrd de (c.137) em rdagdo a g, ndo pode ser expressa através de funcbes
anditicamente conhecidas pois reca numa integrad eiptica Contudo, para pequenas
curvaturas (i.€., para h << 1), poderiamos propor uma aproximacdo para a funcdo dada
por (c.137), através de sua expansdo em série de Taylor em torno de K = 0 (ou, de forma
equivaente, em torno de h = 0). O Unico problema neste procedimento € que néo
podemos garantir, a priori, se a constante de integracéo C depende, ou ndo, de K, pois, se
C = C(K), alinearizacio ndo sera feita corretamente. E preciso, entdo, determinarmos em
primearo lugar uma estimativa para a congtante C, mesmo que para pequenos valores de

curvatura. Paraisto, devemos observar que:

do, _db, alo, 5

= : x (c.138)
dq, dd, &dg; g
Lembrando, contudo, que (ver equagdes (¢.63), (.104) e (c.105)):
asena , 0 a&Eosa,.(1+h. senqz)o
0, @, + g—AD =D
e RX g g R, X g (c.139)
b, @K.RZ.(qz - 0o) N K.D,.cosa, N K.D,.sena,
tana, X X.(1+h.senq,)

e que, segundo as aproximagdes dadas por (c.111),



289

D; =D;(@;) = Dy..cosq, +Dy.senq,
Dy = Dy(d;) = Dy.c0sq, +Dye.sen0,

entéo, se subgtituirmos as rel ages dadas acima na relacéo (€.138) e esta Ultima na rdacéo
(c.136), € possivel mostrar que, a0 linearizarmos o adimensiond “K.C” em torno de K =0,

D=0, D=0, D,.=0e D, =0, obteremos:

€ D,.u
K.C @cosa, +aKR,.cosa ,.(1+sen’a,) - sen’a,. Rbc Gseng, +
€ 24 (c.140)

& , DU
+@en’a,.—= jcos,
é R, §

Como o adimensiond “K.C” deve ser uma congtante e, portanto, independente da varidvel

g, (que, em primeira gproximagao, coincide com ¢, ), devemos impor que os coeficientes

das funcbes senq, e cosq, sgam ambos nulos, o que nos levaa

D, =K.R a1 :
=K.R;.cosa, 1+ T
be 2 2 é 5 (c.141)
Dy,s=0
Se ainda considerarmos a expansdo em s&rie de Taylor de (c.141) em torno de DR=0e

Da = 0, pode-se mostrar que, em primeira gproximagao, temos.

Dy = KR} g, L ¢
e = K. .cosal.§1+ 5>
P (c.142)

Dye =0

S

Ficam, assm, determinados os coeficientes D,. e D,,. Para a determinagcdo dos

coeficientes D, e D, devemos observar que a expressao da deformagéo axiad, medida

na direcéo tangente ao eixo central do tenddo, fornece (ver equagéo (c.113)):
€ @ (sen’a,) 2+ (sna, cosa, )R, - +(cos"a,) o+

1 1 1

é 2 D, U é D, U
+aKR cos"a, - sena;. R (Senq, + gsena, . —*(;C0sq,
e u e u

e
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Se consderarmos que gpGs 0 escorregamento total dos tendBes havera um estado
uniforme de deformacdo (mantido pela aplicacdo das forgas de tracdo no cabo), podemos
impor que os coeficientes das fungdes senq; e cosq, sgam também ambos nulos, o que

nostraz.

o = K.R’.cos” a,
tc sena, (c.143)
D.=0

ts
Apenas para completar o raciocinio iniciado com a proposta de linearizacdo da funcéo
dada por (c¢.137)*, devemos notar que, ao substituirmos

K.C = cosa,
na equacéo (c. 137), teremos:

cosa, h

, @
dQ4 (1+h.senq,). \/(1+h SenQ4) (CosaZ)2

(c.144)
Lembrando que h =K.R,, teremos, apds efetuarmos uma série de substituigdes”” e
linearizarmos a expressdo (c.144) em torno de K = 0, Da =0 e DR=0, a seguinte
expressao amplificada

d:l
b4 @ K. Rl LR 2D K.R,. senq2Q1+ U (c.145)
dQ4 tanal@ R =n2, §  sen’ a,

Pode-se verificar, apos cuidadoso estudo, que a expressao (c.145) consegue recuperar

integral mente uma expressio andoga dada por Féret; Leroy; Estrier [21] naforma™:

' Embora isto ndo seja mais necessério, ja que as amplitudes das funces deslocamento acabaram
sendo obtidas durante a discussédo da proposta de linearizagdo da fungéo dada por (¢.137).

2 A seqiiéncia & substituemrse as relagdes (c.142) e (c.143) nas relagdes (c.111). Em seguida, as
relacbes (c.111) sdo substituidas na primeira das relagdes (c.139) e esta Ultima na equacgéo (c.144).
Finalmente sdo feitas as substituigdes: R, =R, +DR ea, =a; +Da.

3 A expressdo foi reescrita segundo nossa convencdo e notacso para facilitar a comparagio com a

equacao (c.145).
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322 @ :;']':11 [1+zK.R,.senq,] (c.146)

Com referéncia a expressao proposta por estes autores, deve-se destacar que:

i) 0 procedimento para sua obtencéo ndo € sequer revelado pelos autores que se limitam
a judtificar seu emprego aravés de “estudos anteriores de curvas sobre superficies’.
Alguns indicios para a obtencéo desta relacdo sfo brevemente citados num artigo
anterior de Féret; Bournaze [20];

ii) osautores omitem o fato de que a congtante z que aparece na relacéo é dada por:

1

2
sena,

z=-1-

fato este que pode ser verificado através da comparac@o da relacdo (c.146) com a
expressdo (c.145) aqui deduzida, ou ainda através de comparagdes entre outras
expressdes definidas pelos autores e expressdes andogas (ndo demonstradas) dadas
no artigo de Féret; Bournazd [20];

iii) a expressdo proposta por Feéret; Leroy; Estrier R1] ndo consdera mudancas na
geometria decorrentes de carregamentos que ndo a flexéo do cabo, sendo, portanto,

“menos completa’ que a expressao (¢.145) apresentada neste traba ho.
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Deve-se observar finamente que ao substituirmos as expresses (c.142) e (c.143), que

forcecem as amplitudes das funcfes ded ocamento, nas relacies (c.111) obtém-se:

2 2
K. .COS a
D,(a,) :—Rl a L .cosq,

! (c.147)

2 & 1 0
D,(@,) = KR/ .cosa1.§1+ >—-COS,
2

Com relacéo a estas expressies € importante destacar que:

i) osresultados sdo vaidos apenas para pequenas curvaturas (K.R, << 1);

i) ametodologia proposta (para a obtencdo dos coeficientes das fungdes aproximadoras)
pode ser estendida, se for desgjavel, para incluir outros termos da série de Fourier,
como sen2q,, cos2q,, €tc;

iii) as parcelas de energia de deformagéo do tend&o devidas as variagdes de curvatura e
de torcdo foram consideradas despreziveis face a energia de deformacéo devida a sua
extensibilidade;

iv) as expressdes obtidas recuperam as expressdes propostas por Féret; Bournazel [20] e
por Féret; Leroy; Estrier [21], uma vez desprezadas as variagdes de raio e do angulo

de assentamento.
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