Anexo A: Equacoées diferenciais de equilibrio

As equagdes gerais de equilibrio de uma barra, sob a¢do de um carregamento
genérico e cujo eixo na configuracdo deformada ¢ descrito por uma curva qualquer
no espago, foram obtidas por Clebsch, sendo também descritas por Kirchhoff,
conforme relata Love [35]. Em sua obra, Love [35] traz a dedugdo completa das
equacdes de equilibrio, porém com o uso de uma notagdo que ndo corresponde
exatamente a encontrada na literatura atual, tornando dificil o entendimento por parte
de pesquisadores e estudantes que tomam contato com o assunto pela primeira vez.
Desta forma, mostraremos neste anexo, com uma nota¢do mais adequada e de uma
forma talvez mais didatica, como obter as equagdes diferenciais de equilibrio dadas

por Clebsch.

A.l. Eixos principais de flexo-tor¢ao e direcoes principais de curvatura
Consideremos, inicialmente, uma barra prismatica de eixo reto, de tal forma que
linhas homologas pertencentes a diferentes secdes transversais sejam paralelas entre

si. Designaremos a configuragao inicial (ndo-deformada) da barra por X,, enquanto a
configuracdo deformada sera designada X, (i >1). Se tal barra for submetida a

tor¢ao, sem ser fletida (ou seja, de modo que seu eixo permaneca reto), elementos
lineares em diferentes segdes transversais, que na configuragdo inicial X, eram
paralelos, ficam inclinados um em relagdo ao outro. Selecionemos um par destes
elementos lineares, paralelos um ao outro na configuracio nao-deformada, que
passem pelos centrdides das respectivas segdes transversais € que sejam orientados

segundo um dos eixos principais. Se designarmos por AS; a distancia entre as duas
se¢des transversais € por Af; o angulo (em radianos) entre as dire¢des destes dois

elementos na configuracao deformada, entdo a tor¢ao (twis¢) sera dada por:

K, = lim A = L (a.1)
AS;i—>0 AS; dS;
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Porém, se a barra também estiver sendo fletida, a tor¢do x,; ndo pode ser calculada

de modo tdo simples. Neste caso devemos admitir que o eixo central, na

configuragdo deformada X,, torna-se uma curva qualquer no espago. Consideremos

um sistema de eixos fixos OXYZ de tal forma que o eixo Z seja paralelo ao eixo
central da barra na configuragdo nao deformada, e que os eixos X e Y sejam paralelos

aos eixos principais da secdo transversal nesta mesma configuragdo. Seja C;, um
ponto qualquer do eixo central da barra, na configuracdo inicial X,, e consideremos
trés elementos lineares da barra partindo de C, nas dire¢des dos eixos X, Y e Z (ver

figura a.l).
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Figura a.1: Barra prismatica na configuragdo nao-deformada X, .

Quando a barra ¢ deformada, estes trés elementos lineares nao continuam a ser,
necessariamente, ortogonais entre si (devido as distor¢des que podem existir no
ponto entre estas direcdes). Contudo, através destes trés elementos, ¢ possivel
construir para cada se¢do transversal um novo sistema de eixos ortogonais (x, y, z). A

origem deste sistema sera o proprio ponto C; na configuragdo deformada da barra,
que sera denotado C;. O eixo z sera definido pela tangente ao eixo central deformado
em C;, e o plano (x,z) sera definido como o plano que contém o elemento linear que,

na configuracdo ndo-deformada, parte de C, na direcdo X. O plano (x,z) serd,



portanto, um dos planos principais da barra. O sentido do eixo z ¢ escolhido de tal
forma que o comprimento de arco deformado (S;) do eixo central, medido a partir de
um ponto escolhido sobre o eixo, aumente. O sentido do eixo x pode ser escolhido
arbitrariamente, porém o sentido do eixo y deve ser escolhido de tal modo que a base
formada pelos versores (17,],1; ), associados respectivamente as diregdes dos eixos x,
y e z, tenha orientacdo positiva. O sistema de eixos (x, y, z) assim construido para

qualquer ponto do eixo central deformado consiste nos eixos principais de flexo-

tor¢do da barra naquele ponto (ver figuras a.2 e a.3).
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Figura a.2: Eixo central na configuracdo deformada X, eixos principais de flexo-

tor¢ao (17,],1; ) e triedro de Frenet (7 b ,{ ) numa posicio genérica do eixo.

De forma geral, as dire¢des dos eixos principais de flexdo (i, j ) podem nao coincidir

com as dire¢des principais de curvatura (7,b ) do eixo central deformado, conforme
ilustram as figuras a.2 e a.3. Denotando por f; o angulo formado entre o versor

normal 7 e o plano principal de flexdo (y,z), podemos escrever as seguintes relagdes

entre os versores das bases (i, /, lg i,b,t):
i sen f; —cosf;, 0| |n
j cosf, senf, O b (a.2)
k 0 1]|7

ou, invertendo a relagdo, teremos de forma equivalente:



sen f, cosf, O] |i

n
b|= —cosf; senf, 0|/ (a.3)
{ 0 0 1|k

Figura a.3: Detalhe do eixo central na configuragdo deformada, com indicagdo dos
eixos principais de flexo-tor¢ao (17,],1; ) e triedro de Frenet (7 b ,{)em C,.

Derivando as relagdes (a.2) em relagdo ao comprimento de arco deformado S;, vira:

i | i |
ds; cosf; senf, Of|n sen f; —cosf; 0] |dS;
dj df, . db
—— | = —=—.|—-senf, cosf, O|-|b| + |cosf, senf, O||— a4
ds; ds, Ji /i % /i ds, @4)
dk 0 0 0|7 0 0 1| | dr
ds,; | dS;
Porém, das conhecidas relagdes de Frenet, sabemos que':
dn - -
— =1,b—y.t
ds. i i
db B,
— = —T;.n a.5
as, i (a.5)
@
ds, Zi

"' Ver, por exemplo, Boulos & Zagottis [11].



onde y, e r; representam, respectivamente, a curvatura € a tortuosidade’ num ponto

genérico da curva na configuracdo deformada X, .

Substituindo, entdo, (a.5) em (a.4) e rearranjando os termos:

Ldi ][ (df, df, 1
- ——+7. |C : —+7, (sénj;, — y,.s€n f.
) [ (Lokas (Lonfons, —rosms]
dj df, df; -
— | = |-|—=—+7, |senf, |——+7; |cosf, —y;.cosf |-|b a.6
ds, [ds,. T’j / [ds,. i Joos i~ icos/, (20)
dk -
o . 0 0 t
s, | I v4 |
Consideremos, agora, o vetor curvatura definido por:
K, = ;([.I; (@.7)
ou, usando (a.3):
K, = (—z,.cos ;)i + (x,.senf;).j (a.8)

Vemos, assim, que o vetor curvatura possui duas componentes segundo os eixos

principais de flexdo da barra. Designemos estas componentes por x,; ¢ k,, tais que:
K, =—%;-Cos f; (@.9)
K, = x;-sen f;

E imediato perceber que x, ¢ a projecdo do vetor curvatura segundo a direcdo
principal i, enquanto k, € a proje¢do do vetor curvatura segundo a dire¢do
principal ;.

Para abreviar ainda mais a notacdo, consideremos a grandeza x,, dada por:

L= =T a.10
t dS i ( )

Usando, agora, as relacdes (a.3), (a.9) e (a.10) em (a.6), resulta:

2 Em sua obra, Love [35] denota a medida da tortuosidade por yz .



di - 9=

E 0 Kt: _Kyi 1

dj -

— | = K, 0 K. | a.ll
dSl» t X1 J ( )
Ak Kk, -k, 0 k
_dSi_ LY 4L

Examinando as relagdes (a.11), em particular as referentes as duas primeiras linhas,

podemos dar uma interpretacdo geométrica para a grandeza x, dada por (a.10). A

primeira equacdo nos diz que a taxa de variagdo da dire¢do principal i com o
comprimento de arco §; possui duas componentes: uma paralela ao plano (x,y) e

outra perpendicular ao mesmo. Desta forma, a norma da componente paralela ao

plano principal (x,y), que no caso ¢ a propria grandeza x,;, nada mais ¢ que a tor¢ao

o
(deve-se observar que o mesmo resultado seria obtido se considerassemos a taxa de

variagdo de j com S,). No caso particular, visto inicialmente, em que o eixo central

de uma barra submetida somente a tor¢ao permanecia reto, tanto a curvatura quanto a
tortuosidade da curva formada pelo eixo central deformado sdo nulas, e as equagdes

(a.1) e (a.10) sdo, neste caso, coincidentes.

Vemos portanto que a matriz anti-simétrica dada por (a.11) fica completamente

. , - 3 .
definida através das componentes de curvatura x,; e x,;, € da tor¢do x, . Tais

i
relacdes serdo bastante uteis na deducdo das equagdes diferenciais de equilibrio da

barra sob carregamento genérico.

A.2. Obtencgdo das equacées diferenciais de equilibrio da barra
Quando a barra prismatica indicada na figura a.l ¢ deformada devido a esforcos
externos aplicados sobre ela, surgem esforgos internos (tensdes) distribuidos nas

diversas se¢des transversais da barra. As tensdes que agem numa dada secdo

3 Na analogia cinematica com o movimento de um pido, citada por Love [35], a matriz anti-simétrica

obtida corresponde ao tensor de rotagdes.



transversal sdo estaticamente equivalentes a uma forga aplicada sobre o centrdide da
se¢do € a um binario. Considerando os eixos principais de flexo-tor¢ao (i, j,k ) de

uma se¢do genérica da barra, designemos por Q,, O, ¢ T as componentes da forca

resultante aplicada sobre o centroide da secdo, medidas nas diregdes de i ] ek

respectivamente (assim, O, ¢ 0, representam as for¢as cortantes nas diregdes de
ie j, enquanto 7 representa a forca normal). Designemos também por
M,, M, e M, as componentes do binario na se¢do (assim M, e M, representam

os momentos fletores na secdo, enquanto M, representa o momento de tor¢do na

~ .. 4 - , . .
secdo). A figura a.4 mostra os esforgos solicitantes” numa se¢ao genérica (os sentidos

indicados sdo os considerados positivos).

y

Qy
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Figura a.4: Esforgos solicitantes numa se¢do genérica da barra.

Os esforgos solicitantes indicados na figura a.4 sdo obtidos através das seguintes

relagdes (ver figura a.5):

O, = [[ (7., )dx.dy M, =|[(c..y)dx.dy
0, = jj (72 )dx.dy M, = —” (o,.x)dx.dy (a.12)
T = ” (o,)dx.dy M, = ” (rzy.x —7_..y)dx.dy

* Em sua obra, Love [35] denota os esforcos solicitantes 0.,0,, T e M. M

Vo

LM

respectivamente, por: N, N, Te G, G’, H.



Figura a.5: Diregdes principais de flexo-tor¢do e tensdes atuantes na secao.

Pode-se observar, pelas relagdes (a.12) e pela figura a.5, que ndo estdo sendo

consideradas as tensdes o,,0, ¢ 7,, atuando no elemento indicado. Embora estas

tensdes existam realmente (devido a carregamentos distribuidos aplicados sobre a
superficie lateral da barra, por exemplo), iremos admitir que elas possam ser
desprezadas quando comparadas a magnitude das demais tensdes (principalmente se

comparadas a tensdo normal o).

Para a obtengao das equagdes diferenciais de equilibrio da barra, € preciso conhecer
os esforcos externos aplicados 2 mesma. Genericamente, podemos admitir que os
esforcos externos sao dados por forgas e momentos distribuidos por unidade de
comprimento da barra, os quais sempre podem ser decompostos segundo os eixos
principais de flexo-tor¢do em cada posi¢do do eixo deformado. Sejam f, , 1, , f. e m, ,
m, , m, as componentes de forca e momento distribuidos por unidade de comprimento
(deformado) da barra segundo as dire¢des principais de flexo-tor¢ao (x, y, z). Deve-
se observar que tanto os esforgos externos distribuidos por unidade de comprimento
(f. . f, . f. e m,, m, , m,) quanto os esforgos internos solicitantes (Q., O, , T'e M,, M,,
M.) sdo fungdes do tempo e do espago (que pode ser medido pelo comprimento de

arco §; a partir de uma posigdo arbitraria sobre o eixo central deformado), o mesmo

valendo para os versores (i, j,k ) que definem os eixos principais de flexo-tor¢do em

cada posicao do eixo central deformado.



A figura a.6 mostra um elemento infinitesimal de uma barra deformada, de

comprimento AS; =§,;"-S;'

70

onde §;' e S," sdo os comprimentos de arco S,
(medidos a partir de uma posi¢do arbitraria) associados as posigdes dos pontos
extremos do elemento (C,' e C;'"). A figura mostra ainda os vetores j? e m
relacionados aos esforgos externos por unidade de comprimento da barra (f, , f, , f. €

m, , m, , m,) € as resultantes de forcas e bindrios R e M relacionadas aos esforgos
internos solicitantes (Q, , O, , T e M,, M,, M) nas duas posicdes extremas. As
equagdes diferenciais de equilibrio da barra serdo obtidas impondo-se o equilibrio de

forgas e momentos que agem sobre o elemento.

-R

Figura a.6: Esforcos externos e internos num elemento infinitesimal da barra.

Impondo primeiramente o equilibrio de forcas para o elemento, vira:

Sl.”
R"+ (-R) + [f.dS; =0 (a.13)

S;'

Porém, R"'=R' + AR, e assim a equagao (a.13) fica:

S.n
f.ds, =0 (a.14)

1

AR +

—

%]
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Dividindo a expressdo (a.14) por AS;, e tomando o limite para AS,—0 (i.¢,
S;"'—8S;"), teremos:

S—R + =0 (a.15)

i

Lembrando agora que R = 0, i+ 0, J+T ke que as derivadas dos versores f,],/g
com relacio ao comprimento de arco deformado S, sdo dadas por (a.ll),
encontraremos, finalmente, as trés equagdes de equilibrio de forgas segundo as

diregdes principais de flexo-tor¢ao (17,],1; )em S;:

00,

s, -0k, + Tk, +f, =0

00

8SJ-V -Tky+ Ok, +f, =0 (a.16)
or

E_Qx'Kyi +Qy'Kxi +fz =0

Impondo agora o equilibrio de momentos para o elemento da figura a.6, teremos:

8" 5"
M" +(=M")+(C;"-C;')xR" + [(C,=C;")x f.dS; + [mdS; = 0 (a.17)
S;' N

Porém, M'"'=M'+AM e, da figura a.6, ¢ facil perceber que:

(C;"-C")y=r"=7r" e (C;=C")=r(S)-r
onde 7' e r'' sdo os vetores-posicdo que definem as coordenadas dos pontos C,' e
C,", respectivamente. Por extensdo, 7(S;) € o vetor-posi¢do do ponto C;(S;) (para

S'<S, <8.M.

Fazendo as substituicdes necessarias e dividindo a expressdo (a.17) por AS;,

teremos, apds tomarmos o limite para AS;—0 (ou seja, para ;"' —S;'):

> Escolhemos o ponto C;” como polo.
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M 1o R+ 0B L0k + (S, = 0 (a.18)
oS, oS, Sy=8;" il,—s;
Lembrando que: M:Mx.f+My.]+MZ.l€ € que % = IE(SZ.') =k
ils;=s;'

teremos, apos o calculo das derivadas parciais em (a.18) e o uso das relagdes (a.11),

as seguintes equacdes escalares:

oM
c?S.x -M, k,+M.x,-0 +m =0
oM ,
——M.xk,+M x,+0, +m, =0 (a.19)
oS,
a;‘;z -M xk,+ M, k,+m, =0

7

As trés equacdes dadas por (a.19) sdo as trés equagdes de equilibrio de momentos
segundo as diregdes principais de flexo-tor¢ao (17,],1;) em S; e constituem,
juntamente com as trés equacdes dadas por (a.16), as equagdes diferenciais de
equilibrio da barra. Deve-se ressaltar que, para a obtencao destas equagdes, nenhuma

ressalva foi feita quanto aos deslocamentos sofridos pelo eixo central, de tal forma

que a teoria permanece valida até mesmo para grandes deslocamentos da barra.

A.3. Equacoes diferenciais de equilibrio para uma barra naturalmente curva
No item anterior obtivemos as equagdes diferenciais de equilibrio para uma barra

prismatica cujo eixo central, em sua configuracdo inicial X, (ndo-deformada), era

reto. Contudo, pode ocorrer que a barra, em sua configuracdo inicial, ja possua

curvatura e tor¢do, sendo seu eixo central descrito por uma curva qualquer no
espaco. Neste caso, as diregdes principais de flexo-tor¢do (i, /) podem estar, em
cada ponto do eixo central da barra, defasadas de um angulo f; em relagdo as

direcdes principais de curvatura (7 ,b ), sendo tal angulo varidvel para cada ponto da

curva (f; = f1(S))).
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Sejam C; um ponto genérico do eixo central na configuragdo inicial X, e (xi, yi, z;)
os eixos principais de flexo-torcdo para a se¢do transversal passando por C;
referentes a esta configuracao, sendo o eixo z; tangente a curva em C,. Sejam ainda
K,1,K, © K, as componentes iniciais de curvatura e tor¢do, associadas ao ponto
Ci. Se denotarmos por 7; € y, as medidas de tortuosidade e curvatura da curva em
Ci, e por f; o angulo que a direcdo da normal (7 ) a curva em C; faz com o plano

principal de flexo-torcao (y,, z,), podemos escrever as seguintes relagdes:

Ky == )1-€08 f]

K, = J-sen f (a.20)
d

Ky :i 7
das,

que s3o analogas as relagdes (a.9) e (a.10) deduzidas anteriormente.

Ao ser submetida a esfor¢os externos, a barra, representada pelo seu eixo central,

assume uma nova configuracdo, a que designaremos configuragdo deformada X, .

Contudo, ¢ sempre possivel construir para cada ponto do eixo central um novo
sistema de eixos principais de flexo-tor¢do (x;, y, z), de tal forma que o eixo z; seja
tangente ao eixo central deformado em cada ponto, e que o plano principal (x;, z;)
contenha o elemento linear que, na configuracao inicial, partia de C na diregdo de x;,.
Através deste novo sistema pode-se determinar, como antes, as componentes de

curvatura (x,; € kK,;) € a tor¢do («x,) para cada ponto do eixo central na

configuragdo deformada X,. Se utilizarmos, entdo, o mesmo procedimento visto

anteriormente, veremos que as equagdes de equilibrio serdo escritas de forma

1déntica as relagdes (a.16) e (a.19), ou seja:

00,

8—Si— Qy'Kti+ T‘Kyi+fx =0

o0

a—;— T'Kxi + Qx'Kti +fy =0 (321)

1

oT
g_Qx'Kyi—'—Qy'Kxi—'—fz =0
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e
oM ,
oS -M,k;+M,x,—-0,+m, =0
oM,
s -M,k,+M, k,+0,+m, =0 (a.22)
aé\:z -M,xk,+ M, k,+m, =0

4

A.4. Equacaes diferenciais de equilibrio dindmico para uma barra

Se considerarmos as forgas de inércia e a inércia rotacional da barra nas equagdes de
equilibrio, teremos as equagdes diferenciais de equilibrio dinamico da barra. Se
designarmos por p; a densidade linear de massa da barra em sua configuracdo
deformada X, (i.€., a massa por unidade de comprimento deformado da barra) e
tomarmos um elemento infinitesimal da barra, de comprimento AS; =S,'' —S,', onde
S;" e S," sdo os comprimentos de arco deformados S; (medidos a partir de uma
posicdo arbitraria) associados as posi¢des dos pontos extremos do elemento (C,' e
C,'"), podemos escrever as seguintes equacdes diferenciais de equilibrio da barra ao

impormos o equilibrio de for¢as sobre o elemento (ver figura a.7):

Si"
R" + (-R) + [fdS, = p.AS,dg (a23)
S;'

onde a; representa a aceleragdo do centro de massa do elemento com relacdo ao

sistema de referéncia inercial OXYZ indicado.

Lembrando que R"=R'+ AR, teremos:

S;"
AR + [f.dS; = p;.AS;dg

S;'
Dividindo a expressdo obtida por AS;e tomando o limite para AS;,—0 (ou seja,

§;"—S§,;"), teremos:
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2_;. + f= p.d (a.24)

onde a representa a aceleragdo do ponto do eixo central da barra definido pela

coordenada curvilinea §;.

-R

Figura a.7: Esforcos externos e internos num elemento infinitesimal da barra.

Para expressarmos as equacgdes diferenciais de equilibrio dindmico segundo as
dire¢des principais de flexo-tor¢do (i,j,k) em S,, precisamos saber como 0s

versores (e e.) associados ao sistema de referéncia fixo OXYZ se relacionam

X ey s
com os versores (i, j,k ). Consideremos, entdo, conhecida a matriz de mudanga de

base entre as duas bases citadas, de tal forma que:

e, |=|m my, my J (a.25)
e, n, N, N, k

Assim, se o vetor posi¢do 7 do ponto do eixo central da barra definido pela

coordenada curvilinea S; for dado por:

r=Xe.+Ye, +Ze

y - (a.26)

resulta:
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2
i= 8—5 =Xe +Ve,+2e, (a.27)
ot
2
. ot
onde G(S,,t) = &f”) , sendo G( S, ,f) uma grandeza dindmica qualquer.
ot

Utilizando, entdo, as relagdes (a.25) em (a.27), teremos as seguintes equacgodes

diferenciais de equilibrio dinamico segundo as dire¢des principais de flexo-tor¢ao

(f,],E) em S;:
00, . . .
%— O, k;+ Tk, +f, :p,-.(X.ll+Y.m1+Z.n1)
aQy—T + +f = (Xl +Ym,+Z ) (a.28)
a5 K+ Ovky+ [ =pi\XLy +Y.my +Z.n, a.

g_Qx'Kyi_'_Qy'Kxi_'_fz :pi'(X'Z3+Y'm3+Z'n3)

Retomando o elemento indicado na figura a.7 e aplicando, agora, o Teorema do

Momento Angular6 (elegemos como polo o ponto C;'), teremos:

Si" Si" .
M"+(-M")+(C;" = C;)xR" + [(C; =C,")x f.dS; + [m.dS; = H¢.+ p,.AS; V. xVg
S;' S;'

onde:

ﬁ ¢, = taxa de varia¢do (no tempo) do momento angular do elemento, com rela¢do
ao polo C.,';

V¢, = velocidade do ponto C;" com relagdo ao sistema de referéncia fixo OXYZ;

vg= velocidade do centro de massa do elemento com relagdo ao sistema de

referéncia fixo OXYZ.

% Admite-se que o elemento considerado é suficientemente pequeno para que se possa tratd-lo como
um corpo rigido, sendo, nestas condi¢des, valido o Teorema do Momento Angular. Uma dedugio
mais rigorosa deveria considerar a deformagdo do elemento (sugerimos, para isto, a leitura do item
12.7 do livro “Methods of analytical dynamics”, de Meirovitch [39], que trata de sistemas de massa

variavel).
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O momento angular do elemento com relagao ao polo C,' ¢ dado por:

Jx - ny - sz @y

He, = p;.AS, Ty x Ve +[Z j /E] ~Jy J, —J.le (a.29)

y y

~J. —J,. J. ||o

Xz V4 z

onde:

7o =(G—C;") & o vetor posicdo do centro de massa do elemento com relagdo ao
sistema de referéncia movel C;'xyz;

Jr» Jxys Jiz, ... 530 0s momentos e produtos de inércia do elemento com relagdo aos
eixos xyz passando por C;';

w,,0,,0, sdo as componentes do vetor velocidade angular do sistema de referéncia

movel C,'xyz (expressas neste mesmo sistema de referéncia).

Se substituirmos (a.29) na expressdao do Teorema do Momento Angular, dividirmos a
expressao obtida por AS; e levarmos ao limite para AS; — 0, obteremos as seguintes
equacdes diferenciais de equilibrio dindmico (de momentos) segundo as direcdes
principais de flexo-tor¢ao (;,j,lg )em S, 7

2

aMx fcm'pi-”' .

oS -M,k;+M,x,-0,+m, = T(a)x +a)y.a)z)

oM S

6S.y M.k MKy O tmy = fcm+(60y ~0,.0,) (a.30)
2

M. Mok, + My +m, = LnPil

oS, b y 5

1

7 As equagdes (a.30) sdo apenas ilustrativas, validas para o caso de uma barra com segdo transversal
circular de raio r. O fator f;,, que surge nas equagdes seria um fator de corregdo devido a distribuicao
de massa na secdo transversal da barra (admitindo-se que o material ndo fosse homogéneo, mas que

tivesse uma distribui¢do axissimétrica).
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