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5. MODELO ANALÍTICO PARA CARREGAMENTOS 

COMBINADOS INCLUINDO A FLEXÃO 

 

 

Este capítulo trata da análise local de risers flexíveis quando submetidos a carregamentos 

combinados. Isto significa que, aos carregamentos de natureza axissimétrica já 

considerados no capítulo 3, adicionaremos carregamentos de flexão ao riser. Os objetivos 

principais desta análise podem ser resumidos nos seguintes pontos: 

§ obtenção da rigidez flexional do riser: como veremos no próximo capítulo, a 

determinação da rigidez flexional de um riser é fundamental na análise de estabilidade 

da linha (estimativa da carga crítica de flambagem). Uma boa estimativa da rigidez 

flexional também é igualmente importante na análise do comportamento local da linha 

nas proximidades do TDP ou no topo (junto à unidade flutuante), que se constituem 

em regiões críticas no que diz respeito ao projeto de risers (ver, por exemplo, Pesce 

[51]); 

§ determinação dos níveis de tensão em cada camada do riser: uma estimativa dos níveis 

de tensão alcançados pelas diversas camadas que compõem o riser quando submetido 

a diversos esforços combinados é essencial para uma avaliação mais confiável da sua 

vida útil. 

 

Deve-se ressaltar que o modelo analítico proposto no capítulo 3, que trata de 

carregamentos axissimétricos, embora seja incompleto (no sentido de que os esforços de 

flexão não foram considerados naquela ocasião), não tem sua importância diminuída já que 

as diversas comparações feitas no capítulo 4 (utilizando modelos com elementos finitos e 

diversos resultados experimentais) mostraram que o modelo proposto apresenta bons 

resultados, apesar de suas limitações. A idéia neste capítulo é ampliar o modelo já 

desenvolvido para possibilitar a análise de risers submetidos a carregamentos genéricos 

incluindo, naturalmente, a flexão. O modelo completo será baseado em modelos analíticos 
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propostos por diversos autores (como Witz; Tan [73], Lanteigne [31], Féret; Bournazel 

[20] e Féret; Leroy; Estrier [21]) que os desenvolveram para a análise de risers (ou outras 

estruturas similares) submetidos à flexão. É natural, portanto, que o modelo a ser 

apresentado tenha algumas características comuns aos demais modelos já encontrados na 

literatura. Devemos, contudo, ressaltar alguns dos problemas encontrados nestes modelos 

e as principais mudanças implementadas no nosso modelo a fim de torná-lo uma 

ferramenta de projeto adequada à análise de risers flexíveis. 

 

O modelo proposto por Lanteigne [31] foi apresentado em 1985 e consiste num modelo 

analítico para a determinação dos valores de rigidez axial, torsional e flexional de 

condutores do tipo ACSR77. Embora tais condutores apresentem uma geometria algo 

semelhante à encontrada em tubos flexíveis e cabos umbilicais (sobretudo devido à 

presença de camadas helicoidais), existem diferenças fundamentais que tornam o modelo 

de Lanteigne inadequado para a análise de risers. Os principais pontos de discordância 

dizem respeito a: 

i) inexistência de camadas plásticas nos condutores estudados por Lanteigne; 

ii) hipótese de invariância do raio médio das camadas helicoidais com o carregamento; 

iii) inexistência de carregamentos devidos à pressão interna e/ou externa; 

iv) seção transversal dos fios que formam as camadas helicoidais é sempre circular. 

 

Passemos a analisar cada um destes pontos. Com relação ao primeiro ponto de 

discordância já fica evidente a diferença na análise dos dois tipos de estrutura: a simples 

presença das camadas plásticas nos risers flexíveis já torna a análise muito mais complexa 

do que a conduzida por Lanteigne, pelo fato de tais camadas apresentarem um 

comportamento totalmente diverso daquele exibido pelas camadas helicoidais. 

 

                                                 
77 Sigla para Aluminum Conductor Steel Reinforced: estruturas formadas por diversas camadas de fios 

de alumínio enroladas na forma de hélices em torno de um núcleo central feito de aço. 
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A esta diferença deve-se somar ainda as dificuldades existentes com relação ao número de 

camadas plásticas e de camadas helicoidais presentes num riser e à ordem em que estas 

camadas estão dispostas na estrutura: todos estes fatores são relevantes na determinação 

da resposta da estrutura frente a carregamentos de tração, torção, flexão, etc (combinados 

ou não) e precisam ser levados em conta no modelo. 

 

Talvez a própria ausência de camadas plásticas nos condutores analisados por Lanteigne 

tenha levado o autor a desconsiderar a variação do raio médio das camadas helicoidais 

com o carregamento (segundo ponto a ser observado). De fato, a hipótese parece 

plausível para o tipo de estrutura analisada por Lanteigne, desde que não haja 

possibilidade de afastamento entre as camadas, fato este que parece ter sido ignorado 

pelo autor. Apenas para deixar mais evidente o problema, imaginemos como seria o 

comportamento da estrutura (condutor ou riser) para uma torção aplicada no sentido 

horário e para uma torção aplicada no sentido anti-horário: a resposta da estrutura seria 

obrigatoriamente a mesma, independente do sentido de rotação? As camadas adjacentes 

ficariam, de fato, sempre unidas, conforme admitido por Lanteigne? Os estudos realizados 

nos capítulos anteriores do presente trabalho já nos permitem concluir que tal hipótese 

simplificadora não é correta e não pode ser considerada na análise de risers ou estruturas 

similares: a possibilidade de variação do raio médio das camadas, sejam elas plásticas ou 

metálicas, deve sempre ser considerada. 

 

O terceiro ponto de discordância entre o modelo desenvolvido por Lanteigne e o nosso 

modelo não requer maiores explicações: é óbvio que um modelo genérico desenvolvido 

para a análise de risers flexíveis deve levar em conta os carregamentos distribuídos 

devidos à pressão interna (se tubo flexível) e/ou externa (em qualquer caso). No caso dos 

condutores analisados por Lanteigne tais carregamentos inexistem (não há pressão interna) 

ou podem ser desprezados (no caso da pressão externa). 
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A última ressalva com relação ao modelo apresentado por Lanteigne diz respeito à forma 

dos fios empregados nas camadas helicoidais: todos têm seção transversal circular. Já nas 

camadas helicoidais encontradas em risers flexíveis há uma grande variedade nas seções 

transversais dos tendões, que podem assumir formas bastante complexas (como no caso 

dos perfis encontrados nas carcaças intertravadas e nos reforços de pressão) até formas 

mais simples (como no caso das armaduras de tração, que geralmente possuem seções 

transversais retangulares ). 

 

É importante destacar ainda que, no modelo apresentado por Lanteigne, foram 

desprezadas as variações (devidas aos carregamentos impostos) dos ângulos de 

assentamento das camadas helicoidais, bem como as variações de curvatura e de torção 

do eixo central dos fios que constituem tais camadas: a única deformação considerada nos 

fios refere-se à deformação axial medida na direção tangente ao eixo central dos fios. O 

autor alega que os resultados obtidos, quer tais variações fossem ou não consideradas, 

seriam praticamente os mesmos, justificando esta simplificação através da comparação 

entre resultados analíticos de modelos apresentados por outros autores (Knapp [29] e 

McConnel & Zemke). No nosso modelo, foram consideradas tanto as variações dos 

ângulos de assentamento das camadas helicoidais quanto as variações de curvatura e 

torção associadas aos eixos centrais destas camadas, conforme podemos ver no Anexo C 

do presente trabalho. As justificativas para este trabalho adicional são, basicamente: 

i) completude do modelo: principalmente no que tange ao carregamento de flexão, 

levantamos dúvidas quanto ao caráter simplificador desta última hipótese adotada por 

Lanteigne, a qual foi justificada através de comparações entre resultados analíticos e 

experimentais, desenvolvidos por outros autores e que não levavam em conta a 

flexão. Consideramos bastante provável que, para carregamentos envolvendo a 

flexão de risers, o efeito das variações nos ângulos de assentamento, nas curvaturas e 

na torção possa ser significativo na resposta da estrutura, de tal forma que tais 

variações devam ser consideradas; 



 

 

145

 

ii) importância na análise da vida útil do riser: as variações consideradas são 

particularmente importantes na determinação dos deslocamentos relativos entre 

tendões pertencentes a camadas adjacentes, quando o riser está submetido a 

carregamentos cíclicos de flexão. A amplitude destes deslocamentos está associada, 

por sua vez, ao desgaste dos tendões e, portanto, diretamente ligada à estimativa de 

vida útil da estrutura, que é parâmetro muito importante no projeto. 

 

Os modelos propostos por Witz; Tan [72, 73] foram apresentados em 1992 e se 

constituem, na verdade, em dois modelos analíticos “independentes” um do outro: o 

primeiro modelo sendo utilizado para prever a resposta de risers flexíveis sob 

carregamentos axissimétricos (tração, torção e pressões interna e externa), enquanto o 

segundo é utilizado para prever a resposta de risers flexíveis sob carregamento de flexão 

pura. Os principais problemas que encontramos nestes modelos são: 

i) os modelos não consideram a ação combinada de flexão e outros carregamentos (ex: 

flexo-tração, flexo-torção, etc); 

ii) no modelo de flexão pura apresentado pelos autores (ver Witz; Tan [73]) há um 

equívoco de interpretação referente aos comprimentos de arco78, que leva a uma 

relação incorreta entre o momento fletor suportado por uma camada helicoidal e a 

curvatura imposta ao riser; 

iii) ainda com relação ao modelo de flexão pura, a determinação das variações de 

curvatura e torção associadas ao eixo central dos tendões não é feita de forma 

rigorosa, restando dúvidas sobre a validade das relações obtidas. Além disto, as 

direções principais de flexo-torção da seção transversal do tendão são confundidas 

com as direções principais de curvatura do eixo central do tendão, o que merece uma 

análise mais aprofundada. 

 

                                                 
78 Os autores confundem o comprimento de arco associado ao eixo central do tendão com o 

comprimento de arco associado ao eixo central do riser, levando a uma incorreção na fórmula (8) 

apresentada por eles (ver Witz; Tan [73], pg. 235-236). 
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Cumpre ressaltar que o nosso modelo considera a ação combinada entre carregamentos 

axissimétricos e de flexão, sendo, porém, um modelo inicial que deverá ser melhorado em 

suas futuras versões. Problemas como os encontrados no modelo de Witz; Tan [73] 

(particularmente os dois últimos citados) não são encontrados em nosso modelo, 

fundamentado que é em uma análise bastante rigorosa, envolvendo a geometria das 

camadas helicoidais, apresentada no Anexo C do presente trabalho. 

 

Por seu turno, no modelo apresentado por Féret; Bournazel [20], em 1987, os autores 

apresentam uma proposta para a determinação das tensões e das deformações nas 

diversas camadas de um tubo flexível submetido a carregamentos axissimétricos (tração, 

torção pressões interna e externa), sendo contudo tal proposta basicamente descritiva (as 

equações gerais não são deduzidas). Um modelo simplificado, baseado em diversas 

hipóteses mais restritivas, também é apresentado, incluindo algumas fórmulas aproximadas 

para uma “verificação rápida” do comportamento do tubo sob carregamentos 

axissimétricos. Os autores apresentam ainda um estudo acerca do comportamento de um 

tubo flexível submetido a flexão pura. Especificamente, com relação a este modelo de 

flexão pura, podemos dizer que os resultados obtidos pelos autores são os mesmos 

apresentados por Féret; Leroy; Estrier [21] em 1995. Na verdade, as informações 

apresentadas nos dois artigos se complementam, sendo possível verificar que várias das 

expressões apresentadas num artigo também são encontradas no outro. Contudo, apenas 

através da leitura atenta dos dois artigos pode-se chegar a conclusões que permitem 

recuperar a provável linha de raciocínio dos autores. As principais críticas que devem ser 

feitas com relação aos modelos apresentados nestes dois artigos são as seguintes: 

i) os artigos omitem diversas informações acerca da obtenção das expressões 

apresentadas e das hipóteses que estão por trás das mesmas (principalmente com 

relação às hipóteses admitidas nos modelos de flexão pura); 

ii) os modelos de flexão pura tratam basicamente do estudo do comportamento das 

camadas helicoidais, não apresentando um modelo para o riser como um todo (não 

há, por exemplo, uma proposta para a determinação da rigidez flexional do tubo); 
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iii) os modelos apresentados também não consideram a ação combinada de flexão com 

outros carregamentos (como flexo-tração, flexo-torção, etc). 

 

Nos itens seguintes serão apresentados dois modelos analíticos para a análise de risers 

flexíveis submetidos a carregamentos combinados (incluindo a flexão). Estes modelos 

serão baseados em duas abordagens clássicas encontradas na literatura e associadas às 

seguintes hipóteses (mutuamente exclusivas): 

i) Hipótese de não escorregamento79 entre as camadas que constituem o riser e 

ii) Hipótese de escorregamento79 total entre as camadas que constituem o riser. 

 

Obviamente, poderíamos propor um caso intermediário no qual o escorregamento79 entre 

camadas ocorre de forma parcial. Contudo, um modelo com tal caraterística precisaria 

incorporar o efeito do atrito interno entre as superfícies de contato das camadas 

adjacentes, aumentando de forma considerável o escopo deste trabalho. Restringiremos 

nosso estudo, portanto, apenas aos dois modelos acima citados. Os resultados analíticos 

obtidos através destes dois modelos serão posteriormente comparados com resultados 

experimentais obtidos na literatura e as eventuais diferenças encontradas serão discutidas. 

 

5.1 Modelo na ausência de escorregamento entre as camadas 

A análise do riser submetido a carregamentos combinados de qualquer natureza será feita 

através de uma superposição de efeitos: consideraremos que, inicialmente, o riser seja 

submetido somente a carregamentos de natureza axissimétrica (tração, torção, pressões 

externa e interna), dando origem a uma configuração deformada intermediária, a qual é 

designada configuração deformada 2Σ  80. Sobre tal configuração intermediária serão 

considerados os esforços adicionais de flexão, levando a uma nova configuração 

                                                 
79 Escorregamento decorrente da flexão imposta ao riser. 
80 A configuração inicial (não-deformada) do riser é designada Σ1 e compreende um trecho reto do 

riser, sem qualquer carregamento aplicado a ele. 
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deformada do riser, a que chamaremos 3Σ . Admitiremos que o raio de curvatura ρ = 1/K 

imposto ao eixo central do riser seja constante. Sem perda de generalidade, podemos 

considerar também que a flexão ocorre em torno do eixo fixo OX, como ilustrado na figura 

5.1. 

 X  Y
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r

  

cb
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Figura 5.1: Configuração deformada 3Σ  do riser. 

 

A figura 5.1 mostra ainda o triedro de Frenet ( ccc bnt
rrr

,, )81 associado à curva formada 

pelos pontos do eixo central do riser (representado pela linha pontilhada passando pela 

origem do sistema de referência OXYZ). Pela figura é fácil observar que as componentes 

dos versores ct
r

, cn
r

 e cb
r

 são dadas por (segundo a base de versores ( zyx eee
rrr

,, ) 

associada ao sistema de coordenadas OXYZ): 

( )
( )
( )0  ,  0  ,  1

sen,cos,0
cos  ,sen,0

=

−−=
−=

c

c

c

b

n
t

r
r
r

ββ
ββ

    (5.1) 

                                                 
81 Utilizaremos o subscrito “c” quando nos referirmos aos versores associados ao triedro de Frenet do 

eixo central do tubo/cabo, para diferenciar da notação empregada para os versores associados ao 

triedro de Frenet do eixo central do tendão (sem o subscrito “c”). 
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onde: 
2

22

tan
).(.K

  
α

θθ
β oR −

=  (conforme equação (c.63), Anexo C) 

 

Antes de prosseguirmos, é preciso explicar com maior detalhe o que se quer dizer com o 

termo “ausência de escorregamento”: na primeira etapa, quando apenas os esforços 

axissimétricos são considerados, admitimos a possibilidade de um escorregamento 

“parcial” de tal forma que, por exemplo, os ângulos de assentamento dos tendões nas 

camadas helicoidais têm seus valores alterados; contudo, conforme já explicado no cap. 3, 

admitimos que todas as camadas estão submetidas às mesmas componentes de 

deformação do riser (um alongamento L∆  e uma rotação ϕ∆ ). Na segunda etapa, ao 

submetermos o riser à flexão, admitiremos que todas as camadas estejam como que 

unidas umas às outras, de tal forma que qualquer escorregamento entre as mesmas não 

seja possível. Dentro desta hipótese, os ângulos de assentamento dos tendões ficam 

preservados e, o que é mais importante, a deformação axial média em um dado tendão 

deixa de ser uniforme ao longo do comprimento de arco associado ao eixo central do 

tendão. 

Tendo em vista as particularidades na concepção estrutural de cada uma das camadas que 

compõem um riser flexível típico, as análises para as camadas helicoidais e para as 

camadas poliméricas serão feitas separadamente. Os itens a seguir tratam destas análises. 

 

5.1.1 Análise das camadas helicoidais 

Neste sub-item serão apresentadas relações entre os esforços suportados por uma 

camada helicoidal genérica e as componentes de deformação impostas à camada. As 

componentes de deformação a serem consideradas são: 

§ alongamento da camada ( 1/ LL∆ ); 

§ rotação da camada por unidade de comprimento do riser ( 1/ Lϕ∆ ); 

§ variação do raio médio da camada ( 1/ RR∆ ); 
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§ variação do ângulo de assentamento dos tendões da camada considerada ( iα∆ )82; 

§ curvatura importa ao riser (K). 

 
Já os esforços suportados pela camada serão: 

§ força de tração (Fi); 

§ momento de torção (Mt,i); 

§ momento fletor (Mf,i). 

onde o subscrito “i” diz respeito à posição da camada helicoidal com relação às demais 

camadas (helicoidais ou plásticas). 

 
Naturalmente, os esforços Fi,  Mt,i  e  Mf,i  devem ser entendidos como as respectivas 

contribuições da camada helicoidal considerada aos esforços solicitantes resistidos pelo 

riser como um todo. Assim, considerando um riser com n camadas helicoidais e m 

camadas plásticas, teremos: 

∑
+

=
=

mn

i
iFF

1
 = força total de tração aplicada ao riser; 

∑
+

=
=

mn

i
itt MM

1
,  = momento de torção aplicado ao riser; 

∑
+

=
=

mn

i
iff MM

1
,  = momento fletor aplicado ao riser. 

 

Para a determinação dos esforços Fi,  Mt,i  e  Mf,i  suportados pela camada precisamos 

conhecer os esforços atuantes na seção transversal de cada tendão pertencente à camada. 

Sejam, assim, os esforços Tij , Mx,ij , My,ij  e  Mt,ij  definidos como (ver figura 5.2): 

Tij : força normal atuante no j-ésimo tendão da i-ésima camada helicoidal; 

Mx,ij : momento fletor (segundo eixo principal de flexão x) atuante no j-ésimo tendão da i-

ésima camada helicoidal; 

                                                 
82 Deve-se observar que a variação do ângulo de assentamento pode ser escrita como função das 

outras componentes de deformação, conforme mostrado no anexo C do presente trabalho (equação 

(c.49)). 
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My,ij : momento fletor (segundo eixo principal de flexão y) atuante no j-ésimo tendão da i-

ésima camada helicoidal; 

Mt,ij: momento de torção atuante no j-ésimo tendão da i-ésima camada helicoidal. 

 M x,ij

 My,ij

 Mt,ij

 Tij

  3i
r

 3j
r

  ijtk  ,33

rr
≡

 

Figura 5.2: Esforços solicitantes na seção transversal de um tendão numa camada 
helicoidal genérica (configuração deformada 3Σ ). 

 

Cálculo da força de tração Fi suportada por uma camada helicoidal: 

A força de tração suportada pela camada helicoidal é dada por (ver figuras 5.1 e 5.2): 

( )∑
=

⋅=
in

j
cijiji ttTF

1
.

rr
     (5.2) 

onde: 

in  = número de tendões da camada helicoidal considerada (“i-ésima camada”); 

ijt
r

 =versor tangente ao eixo central do tendão na configuração deformada 3Σ ; 

ct
r

 =versor tangente ao eixo central do riser na configuração deformada 3Σ ; 

 

A força normal atuante na seção transversal do tendão será calculada a partir da relação 

(ver equações (b.27), Anexo B): 

ijiij EAT ε.)(≅       (5.3) 
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onde iEA)(  representa a rigidez axial do tendão e ijε  é o alongamento médio medido na 

direção do eixo central do tendão na condição deformada 3Σ . 

 

Deve-se observar que a equação (5.3) considera que o estado de tensão nos pontos do 

tendão pode ser aproximado por um estado uniaxial de tensão, sendo o alongamento ijε  

decorrente apenas das tensões atuantes segundo a direção tangente ao eixo central do 

tendão. Despreza-se, assim, o efeito das pressões de contato (exercidas pelas camadas 

adjacentes) no alongamento ijε . 

 
O alongamento ijε , na condição deformada 3Σ , é dado por (ver eq. (c.83), Anexo C): 

11
2

1
1

1
2

1
111

1
1

2 sen.cosK)cos( +  ).cos(sen)sen( = θαα
ϕ

αααε R
L
L

L
R

R
R

ij +
∆∆

+
∆

 

 
As componentes do versor tangente ao eixo central do riser ( ct

r
), na configuração 3Σ , são 

dadas pela primeira das equações (5.1). Já as componentes do versor tangente ao eixo 

central do tendão ( ijt
r

), na mesma condição deformada 3Σ , são dadas por (ver equação 

(c.71), Anexo C): 

zzijyyijxxijij etetett
rrrr

.  .  .  ,,, ++=     (5.4) 

sendo: 

[ ]

[ ]

[ ]
ξ

αβθηαβθ

ξ
αβθηαβθ

ξ
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1
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1
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2222,

2222,

22,
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+−=
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e 

2

22

tan
).(.K

  
α

θθ
β oR −

=   (conforme eq. (c.63), Anexo C), 

2.K R=η     (conforme eq. (c.67), Anexo C) e 
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[ ] 2/1 2
22

2
2

2 )sen.1.(cossen θηααξ ++=     (conforme eq. (c.68), anexo C) 

 

Calculando o produto escalar entre os versores ijt
r

 e ct
r

, mostra-se que a relação (5.2) 

fica: 

∑
=

+
=

in

j

ij
i

T
F

1

22 )sen.1.(cos.
  

ξ

θηα
 

Substituindo as expressões de Tij , η e ξ em Fi  e lembrando ainda que: 

11

011
12 tan.

).(.
α

θθϕ
θθ

L
R −∆

+=   (conforme eq. (c.39), Anexo C) 

1

11
01

tan.
R

z α
θθ =−    (conforme eq. (c.1), Anexo C) 

in
j.2

0
π

θ =   (1 ≤ j ≤ ni ) 

RRR ∆+= 12      e    ααα ∆+= 12  

teremos, linearizando as parcelas de Fi (em torno de K=0, α∆ =0, R∆ =0, L∆ =0 e 

ϕ∆ =0) antes de procedermos ao somatório, o seguinte resultado final83: 


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ϕ

ααα       (5.5) 

 

Cálculo do momento de torção Mt,i suportado por uma camada helicoidal: 

O momento de torção suportado pela camada helicoidal é (ver figuras 5.1 e 5.2): 

( )∑
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As componentes dos versores 3i
r

, 3j
r

 e ijtk ,33

rr
≡  estão dadas no Anexo C (equações 

(c.87), (c.89) e (c.88), respectivamente), sendo desnecessária sua repetição neste item. As 

                                                 
83 Os valores dos parâmetros Ri e αi presentes na equação correspondem àqueles associados à 

condição inicial (não-deformada) da camada (Σ1). 
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componentes do versor ct
r

 também já foram fornecidas (ver equações (5.1)) e o cálculo 

de ijT  já foi feito (ver equação (5.3)). Falta, portanto, apenas calcularmos os momentos 

ijxM , , ijyM ,  e ijtM , . Tais conjugados podem ser estimados através das seguintes 

relações84: 
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onde as variações ijx )( κ∆ , ijy )( κ∆  e ijt )( κ∆  podem ser obtidas a partir das equações 

(c.16), (c.92) e (c.95) do Anexo C. 

 

Calculando o produto escalar entre os versores presentes na equação (5.6) mostra-se que 

a relação fica: 
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Utilizando, enfim, as equações constitutivas pertinentes, bem como as expressões de η, ξ 

e outras variáveis (conforme procedimento descrito no cálculo de Fi) e linearizando as 

parcelas de Mt,i (em torno de K=0, α∆ =0, R∆ =0, L∆ =0 e ϕ∆ =0) antes de 

procedermos ao somatório, encontraremos o seguinte resultado final85: 
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84 A dedução das duas primeiras relações podem ser encontradas no Anexo B (equações (b.27)). 
85 Os valores dos parâmetros Ri e αi presentes na equação correspondem àqueles associados à 

condição inicial (não-deformada) da camada (Σ1). 
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Cálculo do momento fletor Mf,i suportado por uma camada helicoidal: 

O momento fletor suportado pela camada helicoidal é dado por (ver figuras 5.1e 5.2): 
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in

j
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Calculando o produto escalar entre os versores presentes na equação (5.6) mostra-se que 

a relação fica: 
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Procedendo agora da mesma forma como descrito no cálculo de Mt,i, encontraremos o 

seguinte resultado final86: 
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Deve-se observar que, devido tanto às hipóteses quanto às aproximações feitas, o 

momento fletor resistido pela camada irá depender apenas da curvatura K imposta ao 

riser. 

 

                                                 
86 Os valores dos parâmetros Ri e αi presentes na equação correspondem àqueles associados à 

condição inicial (não-deformada) da camada (Σ1). 
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5.1.2 Análise das camadas plásticas 

Neste sub-item serão apresentadas relações entre os esforços suportados por uma 

camada plástica genérica e as componentes de deformação impostas à camada. Em se 

tratando de camadas plásticas, as componentes de deformação a serem consideradas são: 

§ alongamento da camada ( 1/ LL∆ ); 

§ rotação da camada por unidade de comprimento do riser ( 1/ Lϕ∆ ); 

§ variação do raio médio da camada ( ii RR /∆ ); 

§ variação da espessura da camada ( it∆ ); 

§ curvatura importa ao riser (K). 

 
Já os esforços suportados pela camada serão: 

§ força normal (Fi); 

§ momento de torção (Mt,i); 

§ momento fletor (Mf,i); 

§ pressão interna aplicada à camada; 

§ pressão externa aplicada à camada. 

 

Deve-se ressaltar que a pressão interna aplicada à camada pode ser devida tanto ao 

contato com a camada interna adjacente à camada plástica considerada (pressão de 

contato) quanto à ação de fluidos internos ao riser, caso as camadas internas não sejam 

estanques. Um raciocínio análogo deve ser considerado para o cálculo da pressão externa 

aplicada à camada plástica. Admitiremos que a distribuição destas pressões ao longo das 

superfícies interna e externa da camada seja uniforme e que não haja ovalização da seção 

transversal em decorrência dos carregamentos impostos. Conseqüentemente, as variações 

de espessura e de raio médio das camadas podem ser consideradas uniformes em toda a 

seção transversal. 
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Se considerarmos pequenas deformações, podemos admitir ainda que as equações 

empregadas no capítulo 3 para as camadas plásticas continuam válidas. Tais equações 

relacionam: 

a) a variação de espessura da camada ( it∆ ) com o alongamento do riser ( 1/ LL∆ ) e as 

pressões interna e externa atuantes na camada; 

b) a variação do raio médio da camada ( iR∆ ) com o alongamento do riser ( 1/ LL∆ ) e as 

pressões interna e externa atuantes na camada; 

c) a força normal atuante na camada (Fi) com o alongamento do riser ( 1/ LL∆ ) e as 

pressões interna e externa atuantes na camada; 

d) o momento de torção suportado pela camada (Mt,i) com a rotação por unidade de 

comprimento do riser ( 1/ Lϕ∆ ). 

 

Considerando agora a flexão do riser, admitiremos a seguinte relação (clássica) entre o 

momento fletor suportado por uma camada plástica (Mf,i) e a curvatura imposta ao eixo 

central (K): 

K.)(, iif EIM =        (5.10) 

onde iEI )(  representa a rigidez flexional da camada plástica. 

 

5.1.3 Solução do problema para carregamentos quaisquer 

Consideremos um riser flexível genérico possuindo n camadas helicoidais e m camadas 

plásticas. A identificação e o número de incógnitas do problema estão dados na tabela 5.1. 

Nesta tabela, o subscrito i está relacionado ao número da camada, assumindo valores que 

vão de i = 1 (camada mais interna) até i = n + m (camada mais externa). As incógnitas 

icp ,  e ig  estão relacionadas, respectivamente, à pressão de contato e à folga 

(afastamento) entre a i-ésima e (i +1)-ésima camadas adjacentes e, nestes casos, i assume 

valores que vão de 1 até n + m – 1. 
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Tabela 5.1: Incógnitas do problema. 

Identificação da incógnita Símbolo Número de 
incógnitas  

Pressão de contato (ou folga) entre a i-ésima e 
(i +1)-ésima camadas 

pc , i  (gi) n + m - 1 

Força axial suportada pela camada F i n + m 

Momento de torção suportado pela camada Mt , i n + m 

Momento fletor suportado pela camada Mf , i n + m 

Variação do raio médio da i-ésima camada ∆R i n + m 

Variação da espessura da i-ésima camada ∆t i n + m 

Variação do ângulo de assentamento, se a camada 
for helicoidal 

∆α i 1 

Deformação axial do riser ∆L/L 1 

Rotação do riser por unidade de comprimento ∆ϕ /L 1 

Curvatura do eixo central do riser K 1 

Total de incógnitas: 7n + 6m +2 

 

Com relação ao carregamento aplicado ao riser, admitiremos que ele consista em: 

i) uma força axial (F),  

ii) um momento de torção (Mt), 

iii) um momento fletor (Mf) e  

iv) pressões interna (pin) e externa (po). 

 

Alternativamente, poderíamos considerar deslocamentos (e/ou rotações) aplicados às 

extremidades do riser como outras formas de carregamento (como ocorre nos ensaios 

realizados em risers para avaliação de suas propriedades mecânicas). Ou, ainda, uma 

combinação destas possibilidades pode ser considerada se, por exemplo, quisermos 

analisar o comportamento da estrutura sob a ação de um força axial, tendo suas 

extremidades impedidas de girarem. Contudo, o tratamento de casos como estes requer 

apenas uma mudança de incógnitas, o que pode ser feito sem grandes dificuldades. 
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Para calcularmos as incógnitas do problema é necessário obtermos um sistema de 

equações com 7n + 6m + 2 equações independentes. Como já visto no capítulo 3, tal 

sistema pode ser obtido através de equações de equilíbrio, equações constitutivas e 

relações geométricas. A tabela 5.2 e os parágrafos subseqüentes mostram um sistema 

possível de equações que pode ser utilizado para a determinação das incógnitas 

assinaladas. 

 
Tabela 5.2: Sistema para determinação das incógnitas. 

Relação entre  Aplicável à: Número de 
equações 

∆R i , ∆R i+1 , ∆t i , ∆t i+1 , gi todas as camadas, exceto a última n + m – 1 

F i , ∆L/L ,  pc, i-1 ,  pc, i camadas plásticas m 

Mt , i  , ∆φ/L camadas plásticas m 

Mb, i  ,  K camadas plásticas m 

∆R i , ∆L/L ,  pc, i-1 ,  pc, i camadas plásticas m 

∆t i , ∆L/L ,  pc, i-1 ,  pc, i camadas plásticas m 

F i , ∆L/L , ∆φ/L , ∆R i camadas helicoidais  n 

Mt , i  , ∆α , ∆R i , ∆L/L , ∆φ/L camadas helicoidais  n 

Mb , i  , K camadas helicoidais  n 

pc, i-1 ,  pc, i , ∆L/L , ∆φ/L , ∆R i camadas helicoidais  n 

∆t i ,∆L/L ,∆φ/L , ∆R i , pc, i-1 ,  pc, i camadas helicoidais  n 

∆α , ∆L/L , ∆φ/L , ∆R i camadas helicoidais  n 

F i , Mt , i , Mb , i equilíbrio global 3 

Total de equações: 7n + 6m + 2 

 

Antes de explicitarmos as equações propostas para a solução do problema, vamos fazer 

um breve resumo de todas as hipóteses admitidas até o momento. São elas: 

(a) todas as seções transversais e todas as camadas possuem a mesma torção por 

unidade de comprimento do riser ( L/ϕ∆ ) e o mesmo alongamento ( LL /∆ ); 

(b) na configuração inicial 1Σ  (não-deformada) do riser não há folgas iniciais entre 

quaisquer camadas adjacentes; 
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(c) não há contato entre tendões adjacentes de uma mesma camada helicoidal; 

(d) todos os materiais são homogêneos, isótropos e têm comportamento elástico linear; 

(e) todas as deformações são bastante pequenas, se comparadas à unidade (há 

linearidade geométrica); 

(f) a ovalização do riser devida às cargas aplicadas pode ser desprezada; 

(g) admite-se que as variações de espessura e de raio médio das camadas sejam 

uniformes para cada camada considerada; 

(h) para os tendões das camadas helicoidais, admite-se que uma das direções principais 

de flexão da seção transversal seja sempre ortogonal à superfície sobre a qual o 

tendão se assenta (que é a superfície de contato formada pelas camadas adjacentes); 

(i) não há escorregamento87 relativo entre as camadas adjacentes devido a aplicação de 

esforços de flexão aplicados ao riser. 

 
A seguir serão apresentadas as equações propostas para a solução do problema e 

indicadas na tabela 5.2. O primeiro conjunto de equações diz respeito a equações de 

compatibilidade de deslocamentos relacionando as variações de raio médio e de espessura 

com o afastamento (gi) entre camadas adjacentes. Considerando as hipóteses (b), (f) e (g), 

podemos expressar estas equações de compatibilidade na forma: 

iiiii gttRR +∆+∆+∆=∆ ++ )(
2
1

1 1     (5.11) 

O segundo conjunto de equações é aplicável para as camadas plásticas e relaciona a força 

axial suportada pela camada com a deformação axial do riser e com as pressões interna e 

externa aplicadas à camada. Utilizando as hipóteses (a), (b), (d), (e) e (f), e admitindo que 

a força axial suportada pela camada deve-se sobretudo aos carregamentos axissimétricos, 

mostra-se que (ver equação (3.26)): 

                                                 
87 A hipótese de escorregamento (total) será admitida no item 5.2. 
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As variáveis inµ  e oµ , presentes na equação (5.12), são na verdade flags que retornam o 

valor “1” quando a camada plástica considerada é a primeira (última no caso de oµ ) 

camada estanque do riser. Nestes casos, deve-se acrescer à pressão de contato aplicada 

na superfície interna (ou externa) da camada a pressão interna (ou externa) aplicada ao 

riser. A equação (5.12) é obtida diretamente a partir das equações da Teoria da 

Elasticidade para vasos cilíndricos de parede espessa (ver anexo D). 

 
Os dois conjuntos de equações seguintes relacionam, respectivamente, o momento de 

torção suportado pela camada plástica com a torção por unidade de comprimento do riser 

(eq. (5.13))), e o momento fletor suportado pela camada com a curvatura do riser (eq. 

(5.14)). Admitindo as hipóteses (d) e (e), podemos exprimir estas equações na seguinte 

forma: 

1
, .)(

L
GIM itit

ϕ∆
=      (5.13) 

K.)(, iif EIM =       (5.14) 

onde itGI )(  e iEI )(  representam, respectivamente, a rigidez torsional e flexional da 

camada. 

 
As equações (5.15) e (5.16), a seguir, fornecem a variação de raio médio e de espessura 

das camadas plásticas em função da deformação axial do riser e das pressões interna e 

externa à camada plástica considerada. Utilizando as hipóteses (a), (b), (d), (e) e (f), e 

admitindo que as variações de raio médio e de espessura das camadas plásticas devem-se 

principalmente aos carregamentos axissimétricos, podemos mostrar (através da Teoria da 

Elasticidade) que as seguintes relações são obtidas (ver equações (3.24) e (3.22)): 
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Consideremos, agora, as camadas helicoidais: os conjuntos de equações (5.17), (5.18) e 

(5.19), dados a seguir, fornecem respectivamente a força axial, o momento de torção e o 

momento fletor suportados por uma dada camada helicoidal em função das deformações 

impostas ao riser ( 1/ LL∆ , 1/ Lϕ∆ , K), da variação do raio médio da camada ( iR∆ ) e da 

variação do ângulo de assentamento ( iα∆ ): 
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A equação seguinte resulta das equações de equilíbrio para as camadas helicoidais e 

relaciona a diferença entre as pressões de contato aplicadas à camada com as 

deformações impostas ao riser ( 1/ LL∆ , 1/ Lϕ∆ ) e com a variação de raio médio da 

camada ( iR∆ ): 
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onde bi representa a largura do tendão. A equação (5.20) desconsidera o efeito da flexão 

imposta ao riser/cabo na diferença de pressões, admitindo que a principal contribuição ao 

equilíbrio provém dos carregamentos axissimétricos. É, portanto, uma equação 

aproximada. 

 

A equação (5.21) fornece uma relação aproximada para avaliar a variação de espessura 

das camadas helicoidais em função das pressões de contato exercidas pelas camadas 

adjacentes, das deformações impostas ao riser ( 1/ LL∆ , 1/ Lϕ∆ ) e da variação de raio 

médio da camada ( iR∆ ): 
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O último conjunto de equações para as camadas helicoidais relaciona a variação do ângulo 

de assentamento da camada ( iα∆ ) com as deformações impostas ao riser 

( 1/ LL∆ , 1/ Lϕ∆ ) e com a variação do raio médio da camada ( iR∆ ): 
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Deve-se ressaltar que a variação do ângulo de assentamento dada pela equação (5.22) 

deve-se somente ao carregamento axissimétrico aplicado ao riser, uma vez que este 

modelo admite a hipótese de não-escorregamento dos tendões devido à flexão. Assim, a 
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variação do ângulo de assentamento é admitida uniforme ao longo do comprimento de 

arco do tendão. 

 

As últimas três equações representam equações de equilíbrio global garantindo equilíbrio 

de forças axiais, momento de torção e momento fletor para o riser como um todo (i.é, 

considerando todas suas camadas). Tais equações são dadas por: 

FF
mn

i
i =∑

+

=1
       (5.23) 

t

mn

i
it MM =∑

+

=1
,       (5.24) 

f

mn

i
if MM =∑

+

=1
,       (5.25) 

 
É fácil observar que estes treze grupos de equações constituem um sistema linear de 

267 ++ mn  equações que pode ser resolvido para todas as incógnitas apontadas na 

tabela 5.1. Contudo, deve-se ressaltar que os resultados obtidos através da solução deste 

sistema serão válidos apenas no caso de as hipóteses (a) a (i) adotadas não estiverem 

sendo violadas. 

 

5.2 Modelo com a hipótese de escorregamento total entre as camadas 

Como o próprio nome diz, este modelo admite a hipótese de escorregamento total entre as 

camadas que constituem o riser/cabo, incluindo-se neste processo o escorregamento dos 

tendões das armaduras helicoidais, que ficam submetidos, desta forma, a uma deformação 

axial (medida na direção tangente ao eixo central dos tendões) praticamente constante, i.é, 

independente do comprimento de arco medido ao longo do eixo central. A configuração 

deformada do riser após o escorregamento dos tendões será denominada 4Σ . Um 

extenso estudo geométrico das camadas helicoidais nesta configuração está apresentado 

no Anexo C (item C.4). Neste item, utilizaremos diretamente os resultados obtidos a partir 

de tal estudo. Como no item 5.1, admitiremos aqui também que o raio de curvatura 
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ρ = 1/K imposto ao eixo central do riser seja constante e que a flexão ocorra em torno do 

eixo fixo OX, como ilustrado nas figuras 5.3 e 5.4. 

 X  Y

 Z
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 K

1
=ρ

 β 4

 

cn
r

  

cb
r

  

 

Figura 5.3: Configuração deformada 4Σ  do riser. 
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Figura 5.4: Indicação dos parâmetros βββ ∆+=4  e θθθ ∆+= 24 . 

 

Nota-se que, devido ao escorregamento do tendão, o ponto (pertencente ao eixo central 

do tendão) que na configuração deformada 3Σ  tinha sua posição definida pelos 
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parâmetros 2  e θβ , tem agora (ou seja, após o escorregamento) sua posição definida 

pelos parâmetros βββ ∆+=4  e θθθ ∆+= 24 , onde β∆  representa o avanço angular 

da seção transversal com relação a uma seção transversal tomada como referência (seção 

contida no plano OXY) e θ∆  representa o avanço angular medido no plano da seção 

transversal com relação a um eixo paralelo ao eixo fixo OX (ver figura 5.4). 

 

Admitindo que os deslocamentos devidos ao escorregamento dos tendões sejam pequenos 

(se comparados, por exemplo, ao raio da camada helicoidal), pode-se mostrar que os 

incrementos β∆  e θ∆  podem ser expressos em função das componentes de 

deslocamento nas direções 3t
r

 e 3B
r

, onde 3t
r

 é o versor tangente ao eixo central do 

tendão na configuração deformada 3Σ  (anterior ao escorregamento) e 3B
r

 é o versor 

transversal (i.é, ortogonal a 3t
r

 e tangente à superfície de suporte do eixo central do 

tendão) na configuração 3Σ  (ver figura 5.5). 

 3

 3N
r

 3B
r

 C3

 Q3

 

Figura 5.5: Base formada pelos versores ),,( 333 BNt
rrr

. 

 

No Anexo C, mostra-se que as componentes de deslocamento do tendão (devidas ao 

escorregamento), segundo as direções 3t
r

 e 3B
r

, são dadas por (ver equações (c.147)): 
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e que os incrementos β∆  e θ∆  são dados por (ver equações (c.105)): 
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Se lembrarmos que as variáveis 222   e  , θαR  são dadas por (ver Anexo C, itens C.2.1 e 

C.2.3): 
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teremos, após substituirmos as equações (5.26) em (5.27) e utilizarmos as relações (c.63), 

(c.67) e (c.68), as seguintes expressões simplificadas (expandidas em série de Taylor88 em 

torno de K = 0, 0=∆R , 0=∆α  e 0=∆ϕ ): 
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     (5.28) 

 

A partir das relações (5.28) vemos que β∆  varia conforme a posição angular ( 1θ ) de um 

determinado ponto sobre o eixo central do tendão que está sendo analisado. Esta variação 

corresponde a uma espécie de “empenamento” da seção transversal do riser (a qual era 

suposta plana até a configuração deformada 3Σ ), conforme discutido no Anexo C (ver 

itens C.3 e C.4). Contudo, é fácil verificar que tal variação é muito pequena (pois é 

                                                 
88 Na expressão de ∆θ  foram desprezados os termos de ordem igual ou superior a 2 (i.é., foram retidos 

apenas os termos lineares), e na expressão de ∆β  foram desprezados os termos de ordem igual ou 

superior a 3 (i.é, foram retidos os termos lineares e quadráticos). Em todas as linearizações feitas no 

decorrer deste trabalho foi utilizado o software Maple V, release 4. 
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proporcional a 2
1 ).K( R ), podendo ser desprezada para o fim de determinação dos 

esforços suportados pela camada helicoidal. Assim, para tal efeito, admite-se que a seção 

transversal do riser continua plana, sendo definida pelo parâmetro ββ ≅4 . 

 

As figuras 5.3 e 5.4 mostram também o triedro de Frenet ( ccc bnt
rrr

,, ) associado à curva 

formada pelos pontos do eixo central do riser (representado pela linha pontilhada 

passando pela origem do sistema de referência OXYZ). As componentes dos versores ct
r

, 

cn
r

 e cb
r

, segundo a base de versores ( zyx eee
rrr

,, ) associada ao sistema de coordenadas 

OXYZ, são dadas por: 
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   (5.29) 

 

5.2.1 Análise das camadas helicoidais 

Analogamente ao sub-item 5.1.1, apresentaremos aqui as relações entre os esforços 

suportados por uma camada helicoidal genérica e as componentes de deformação 

impostas à camada, porém considerando agora a configuração deformada 4Σ . As 

componentes de deformação consideradas são: 

§ alongamento da camada ( 1/ LL∆ ); 

§ rotação da camada por unidade de comprimento do riser ( 1/ Lϕ∆ ); 

§ variação do raio médio da camada ( 1/ RR∆ ); 

§ variação do ângulo de assentamento dos tendões da camada considerada ( iα∆ )89; 

§ curvatura importa ao riser (K). 

 
E os esforços suportados pela camada são: 

§ força de tração (Fi); 

                                                 
89 Deve-se observar que a variação do ângulo de assentamento pode ser escrita como função das 

outras componentes de deformação, conforme mostrado no anexo C do presente trabalho (eq.(c.49)). 



 

 

169

 

§ momento de torção (Mt,i); 

§ momento fletor (Mf,i). 

Lembramos, uma vez mais, que o subscrito “i” diz respeito à posição da camada helicoidal 

com relação às demais camadas (helicoidais ou plásticas). 

 

Para a determinação dos esforços Fi,  Mt,i e Mf,i precisamos conhecer os esforços 

atuantes na seção transversal de cada tendão pertencente à camada, na configuração 4Σ . 

Estes esforços são designados por Tij , Mx,ij , My,ij  e  Mt,ij e já foram definidos 

anteriormente, no item 5.1.1. A única diferença é que, agora, eles estão referidos à 

configuração deformada 4Σ  (ver figura 5.6). 

 M x,ij

 My,ij

 Mt,ij

 Tij

  4i
r

 4j
r

  ijtk  ,44

rr
≡

 

Figura 5.6: Esforços solicitantes na seção transversal de um tendão numa camada 
helicoidal genérica (configuração deformada 4Σ ). 

 

Cálculo da força de tração Fi suportada por uma camada helicoidal: 

A força de tração suportada pela camada helicoidal é dada por (ver figuras 5.4 e 5.6): 

( )∑
=

⋅=
in

j
cijiji ttTF

1
.

rr
     (5.30) 

onde: 

in  = número de tendões da camada helicoidal considerada (“i-ésima camada”); 
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ijt
r

 =versor tangente ao eixo central do tendão na configuração deformada 4Σ ; 

ct
r

 =versor tangente ao eixo central do riser na configuração deformada 4Σ ; 

 

A força normal atuante na seção transversal do tendão será estimada a partir da seguinte 

relação (ver equações (b.27), Anexo B): 

ijiij EAT ε.)(≅       (5.31) 

onde iEA)(  representa a rigidez axial do tendão e ijε  é o alongamento médio medido na 

direção do eixo central do tendão na condição deformada 4Σ . 

 

Lembramos que, ao utilizarmos a equação (5.31), fica implícita a hipótese de que o estado 

de tensão nos pontos do tendão pode ser aproximado por um estado uniaxial de tensão, 

sendo o alongamento ijε  decorrente apenas das tensões atuantes segundo a direção 

tangente ao eixo central do tendão. Despreza-se, assim, o efeito das pressões de contato 

(exercidas pelas camadas adjacentes) no alongamento ijε . 

 
O alongamento ijε , na condição deformada 4Σ , é dado por (ver equações (c.113) e 

(c.143), Anexo C): 

1
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As componentes do versor tangente ao eixo central do riser ( ct

r
), na configuração 4Σ , são 

dadas pela primeira das equações (5.29). Já as componentes do versor tangente ao eixo 

central do tendão ( ijt
r

), na mesma condição deformada 4Σ , podem ser obtidas a partir dos 

resultados do Anexo C (ver itens C.4.5 e C.4.8). 
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Fazendo as mesmas substituições já apontadas anteriormente (item 5.1.1) e linearizando as 

parcelas de Fi (em torno de K=0, α∆ =0, R∆ =0, L∆ =0 e ϕ∆ =0) antes de 

procedermos ao somatório, o seguinte resultado é obtido90: 
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Cálculo do momento de torção Mt,i suportado por uma camada helicoidal: 

O momento de torção suportado pela camada helicoidal é (ver figuras 5.4 e 5.6): 
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As componentes dos versores 4i
r

, 4j
r

 e ijtk ,44

rr
≡  podem ser obtidas conforme indicado no 

Anexo C (ver item C.4.6). As componentes do versor ct
r

 também já foram fornecidas (ver 

equações (5.29)) e ijT  é dado pela equação (5.31). Já os momentos ijxM , , ijyM ,  e ijtM ,  

são estimados através das relações91: 
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onde as variações ijx )( κ∆ , ijy )( κ∆  e ijt )( κ∆  podem ser obtidas a partir das equações 

(c.16), (c.130), (c.131), (c.134), (c.142) e (c.143) do Anexo C. 

 

Utilizando o mesmo procedimento descrito anteriormente (para o cálculo de Fi) e 

linearizando as parcelas de Mt,i (em torno de K=0, α∆ =0, R∆ =0, L∆ =0 e ϕ∆ =0) 

antes de procedermos ao somatório, encontraremos o seguinte resultado final92: 

                                                 
90 Os valores dos parâmetros Ri e αi presentes na equação correspondem àqueles associados à 

condição inicial (não-deformada) da camada (Σ1). 
91 A dedução das duas primeiras relações podem ser encontradas no Anexo B (equações (b.27)). 
92 Os valores dos parâmetros Ri e αi presentes na equação correspondem àqueles associados à 

condição inicial (não-deformada) da camada (Σ1). 
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Cálculo do momento fletor Mf,i suportado por uma camada helicoidal: 

O momento fletor suportado pela camada helicoidal é dado por (ver figuras 5.4e 5.6): 
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Procedendo agora da mesma forma como descrito para o cálculo de Mt,i, encontraremos 

o seguinte resultado final93: 

( ) 



 −+= iitiyitiiif GIEIGInM αα 2

, cos.)()(
2
3

)(.cos..  K   (5.36) 

 

Observamos que, devido tanto às hipóteses quanto às aproximações feitas, o momento 

fletor resistido pela camada irá depender apenas da curvatura K imposta ao riser. Em 

virtude disto (e das simplificações a serem feitas para as camadas plásticas), pode-se 

mostrar que há um desacoplamento entre os esforços de tração-flexão e torção-flexão 

aplicados ao riser, da mesma forma como já visto na equação (5.9). 

 

5.2.2 Análise das camadas plásticas 

Admitiremos que as mesmas equações vistas no item 5.1.2 (para a análise das camadas 

plásticas incluindo flexão sem escorregamento) sejam válidas para o caso de flexão com 

escorregamento total. As hipóteses feitas para a validade destas equações também estão 

                                                 
93 Os valores dos parâmetros Ri e αi presentes na equação correspondem àqueles associados à 

condição inicial (não-deformada) da camada (Σ1). 
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enunciadas no item 5.1.2. Para evitar repetição desnecessária omitiremos a reapresentação 

destas equações. 
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5.2.3 Solução do problema para carregamentos quaisquer 

O método de solução para carregamentos combinados, com a hipótese de flexão com 

escorregamento total, segue o mesmos passos já discutidos no item 5.1.3. Ressaltamos 

que as mesmas equações vistas naquele item (5.1.3) também são utilizadas no modelo de 

flexão com escorregamento total, com exceção da equação (5.19) que deve ser substituída 

pela equação (5.36). As demais equações não sofrem alterações, podendo ser utilizadas 

em qualquer um dos dois modelos propostos. 

 

Naturalmente, as hipóteses levantadas em 5.1.3 também devem ser feitas para o modelo 

de escorregamento total, excetuando-se a hipótese (i) que passa a ser: 

(i) há escorregamento total entre as camadas adjacentes quando da aplicação de esforços 

de flexão aplicados ao riser. 

 

Tendo sido feitas as ressalvas referentes às modificações necessárias ao método de 

solução do problema (descrito no item 5.1.3) para o caso de escorregamento total, 

consideramos desnecessária a repetição de todas as equações propostas para a solução, 

as quais serão omitidas. 

 

5.3 Confronto de resultados na determinação da rigidez flexional 

Devido à escassez de resultados experimentais publicados na literatura envolvendo a 

análise estrutural de risers flexíveis, sobretudo no que diz respeito ao nível de tensão 

alcançado nas diversas camadas de um riser quando submetido a carregamentos 

combinados envolvendo flexão, e considerando ainda que, na maioria dos trabalhos 

encontrados94, a ênfase se restringe à determinação dos valores de rigidez (axial, torsional 

e/ou flexional) destas estruturas, iremos limitar o escopo de comparação à determinação 

da rigidez flexional de risers. Este item será subdividido em duas partes: na primeira 

forneceremos algumas expressões encontradas na literatura para a determinação da rigidez 

                                                 
94 Ver, por exemplo, Lanteigne [31], Souza [64], Witz & Tan [73] e Witz [74]. 
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flexional destas estruturas, discutindo as principais hipóteses e problemas encontrados em 

sua obtenção. Na segunda parte deste item iremos comparar o valor da rigidez flexional de 

um riser típico (obtida a partir das expressões aqui desenvolvidas) com os valores obtidos 

a partir de ensaios de flexão. 

 

5.3.1 Confronto entre nosso modelo e outros modelos analíticos 

Apesar da existência de modelos analíticos para a determinação da rigidez flexional de 

tubos flexíveis e estruturas afins, podemos afirmar que: i) há um número bem pequeno de 

modelos atualmente disponíveis na literatura técnica e científica para este fim e 

ii) o confronto entre resultados analíticos e experimentais coloca grandes dúvidas sobre a 

qualidade dos resultados analíticos obtidos a partir dos modelos disponíveis. 

 

Corroborando a afirmação de que o número de modelos analíticos propostos para a 

determinação da rigidez flexional de cabos é extremamente reduzido, lembramos que um 

estudo relativamente recente (final de 1998) sobre a rigidez à flexão de cabos umbilicais 

submarinos foi elaborado por Souza [64], que comparou os valores de rigidez flexional (de 

diversos cabos) determinados experimentalmente com os respectivos valores de rigidez 

obtidos a partir de modelos analíticos encontrados na literatura. As formulações 

encontradas pelo autor se resumem apenas às cinco seguintes: 

i) “Método das camadas plásticas”; 

ii) Formulação de Costello [15]; 

iii) Formulação de Witz; Tan [73]; 

iv) Formulação de Batista & Ebecken; 

v) Formulação de Stewart. 

 

Não bastasse este exemplo, citamos ainda o fato de que no manual publicado por Patel et 

al. [43], em 1994, as únicas expressões propostas para a determinação da rigidez flexional 

de risers flexíveis são aquelas correspondentes ao modelo atribuído a Costello [15] e ao 

chamado “método das camadas plásticas”, ambos citados no trabalho de Souza [64]. 
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A afirmação de que os resultados obtidos através dos atuais modelos são, em sua maioria, 

qualitativamente ruins pode ser comprovada através do artigo apresentado por Witz [74], 

em 1996, no qual valores de rigidez flexional de um riser flexível típico obtidos através de 

ensaios foram comparados com valores de rigidez calculados por diversas instituições, 

utilizando diversos modelos analíticos. Baseando-se nos resultados colhidos95, o autor 

conclui que trabalhos futuros são ainda necessários no que se refere ao carregamento de 

flexão. 

 

No estudo elaborado por Souza [64], os modelos analíticos que forneceram resultados 

com as menores margens de erro (quando comparados com os valores de rigidez 

determinados experimentalmente) foram os modelos analíticos atribuídos a Costello [15] e 

ao chamado “método das camadas plásticas”. Deve-se ressaltar, contudo, que causam 

estranheza os resultados apresentados por Souza [64], posto que os valores de rigidez 

flexional calculados por estes dois modelos foram exatamente os mesmos para sete dentre 

um total de oito cabos analisados96. 

 

O modelo proposto por Costello [15] é, na verdade, um modelo para a determinação da 

resposta de uma mola helicoidal (com seção transversal circular) submetida a flexão pura. 

Partindo das equações diferenciais de equilíbrio apresentadas por Love [35], o autor 

obtém, após algumas simplificações, uma relação entre o momento fletor aplicado à mola e 

o raio de curvatura correspondente ao eixo central da mola (vista como uma viga, 

conforme indicado na figura 5.7). 

                                                 
95 Os resultados publicados no artigo de Witz [74] serão apresentados e comparados com os 

resultados obtidos pelos modelos aqui apresentados, mais a frente. 
96 Ver Souza [64], tabela 4.3.1., pg.55. 
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Figura 5.7: Mola helicoidal submetida a flexão pura [15]. 

 

A expressão obtida por Costello é97: 
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onde: 

K = 1/ρ = curvatura correspondente ao eixo central da mola (vista como viga); 

ν = coeficiente de Poisson do material da mola; 

r = raio da hélice; 

α = ângulo de assentamento da hélice, medido a partir de seu eixo central; 

n = número de espiras da mola; 

E = módulo de elasticidade do material da mola; 

I = 
4
. 4Rπ

 momento de inércia da seção transversal do fio (suposta circular de raio R) 

M = momento aplicado às extremidades da mola. 

                                                 
97 A equação (5.37) foi adaptada da expressão apresentada por Costello [15] para seguir nossa 

convenção quanto a medida do ângulo de enrolamento da hélice (α medido a partir do eixo da hélice). 

A expressão apresentada por Costello também deixa de apresentar alguns parênteses, o que a torna 

dimensionalmente incorreta. A equação (5.37) já traz as devidas correções. 
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Conforme explica Costello, o termo não linear envolvendo (M/EI)3 pode ser desprezado 

face ao termo linear na maioria dos casos de interesse prático, de tal forma que a 

expressão (5.37) assume a forma simplificada: 
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.
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1
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2

α
αν

ρ
+

==     (5.38) 

 

Utilizando este modelo como ponto de partida, alguns autores (como os já citados Patel et 

al. [43] e Souza [64]) propõem, então, a seguinte fórmula para a determinação da rigidez 

flexional de risers flexíveis98: 
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onde m corresponde ao número de camadas plásticas do riser, e n, ao número de 

camadas helicoidais do riser, enquanto ni corresponde ao número de fios (tendões) 

presentes na j-ésima camada helicoidal99. 

 

Aproveitando a ocasião, observamos os seguintes problemas quanto à utilização da 

equação (5.39) na determinação da rigidez flexional de um riser: 

i) a expressão foi desenvolvida para fios de seção transversal circular somente (note que 

aparece um único momento de inércia na expressão), não garantindo resultados 

confiáveis para fios de seção transversal retangular ou de outros formatos; 

ii) a expressão foi desenvolvida para uma mola “livre”, i.é, sem a presença de camadas 

adjacentes que possam exercer forças de contato quando a flexão é imposta. Desta 

forma, a rigidez flexional prevista pela fórmula deve resultar num limite inferior (“lower 

bound”) para tal rigidez, desde que a seção transversal dos tendões seja circular; 

                                                 
98 Deve-se ressaltar que a proposta não parte, de fato, do artigo de Costello [15]. 
99 Observamos que no trabalho de Souza [64], não aparece o termo correspondente ao número de 

tendões no segundo somatório. Talvez venha daí a quase total coincidência entre os valores de rigidez 

flexional calculados pelo autor usando o modelo atribuído a Costello e o “método das camadas 

plásticas”. 
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iii) não se pode garantir que outros tipos de esforços não tenham alguma influência no 

cálculo da rigidez flexional do riser, já que a fórmula (5.38) foi obtida para o caso de 

flexão pura aplicada à mola. Diga-se, de passagem, que a análise da influência da 

tração, da torção e de outros carregamentos combinados na rigidez à flexão de risers 

é justamente uma das sugestões para trabalhos futuros recomendada por Souza [64]. 

 

No chamado “método das camadas plásticas” admite-se que a rigidez flexional do riser 

deve-se sobretudo à rigidez flexional das camadas plásticas somadas, desprezando-se a 

contribuição das camadas helicoidais no cálculo desta rigidez. Assim, utilizando a equação 

(5.39) e desprezando o termo referente às camadas helicoidais, obtém-se: 

∑
=

=
m

i
ieq EIEI

1
)()(      (5.40) 

Segundo o estudo realizado por Souza [64] a contribuição das camadas plásticas na 

rigidez flexional de cabos umbilicais é realmente expressiva, haja vista que a média das 

contribuições percentuais destas camadas na rigidez flexional, considerando todos os 

umbilicais ensaiados e todas as formulações analíticas utilizadas, resultou igual a 90%. Com 

base nestes resultados, o autor conclui que, para uma melhor estimativa da rigidez flexional 

destas estruturas, é necessária uma melhor avaliação do módulo de elasticidade das 

camadas plásticas e de suas características dimensionais. 

 

Com relação ao “método das camadas plásticas”, pouco há para se comentar, a não ser 

que o método prima pela extrema simplicidade. Deve-se ressaltar, naturalmente, a 

pertinência das observações levantadas por Souza [64], com relação à avaliação correta 

dos parâmetros necessários ao cálculo da rigidez flexional das camadas plásticas. Porém, 

deve-se ter em mente que tal método deve ser utilizado com cautela, uma vez que a 

contribuição das camadas helicoidais na rigidez flexional pode ser algo relevante, 

dependendo das características do riser que estiver sendo utilizado (isto deve ser 

observado principalmente para risers com várias camadas helicoidais). 
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Além do “método das camadas plásticas” e da formulação de Costello [15], Souza [64] 

utiliza também a formulação proposta por Witz; Tan [73] para a determinação da rigidez 

flexional de cabos. Estes autores propõem duas formulações para a estimativa da rigidez 

flexional de risers flexíveis: uma fornece a rigidez antes do escorregamento dos tendões, e 

a outra, após o escorregamento total dos tendões (“full-slip”). No primeiro caso (ausência 

de escorregamento), a expressão que relaciona a parcela do momento fletor resistido por 

uma camada helicoidal com a curvatura imposta ao cabo é dada por: 

( )K.sencos.
2
1

K.cos..
2
1 2242

1 ααα GJEIEInREAnM bn +++=  (5.41) 

onde: 

n = número de tendões da camada; 

EA = rigidez axial do tendão; 

EIn = rigidez flexional do tendão na direção da normal ao eixo central do tendão; 

EIb = rigidez flexional do tendão na direção da binormal ao eixo central do tendão; 

GJ = rigidez torsional do tendão; 

α = ângulo de assentamento da hélice com relação ao eixo central do cabo; 

K = curvatura imposta ao cabo. 

 

Já no caso de escorregamento total, Witz; Tan [73] fornecem as seguintes expressões 

relacionando o momento fletor resistido por uma camada helicoidal com a curvatura: 

( )K.sencos.
2
1 22

2 αα GJEIEInM bn ++=    (5.42) 

ou 

( )K.cos.
2
1 2

2 αbn EIEInM +=     (5.43) 

onde a equação (5.42) é aplicável para tendões com seção transversal retangular, e a 

equação (5.43) para tendões com seção transversal circular. 

 

Considerando a contribuição das camadas plásticas, a rigidez flexional para o riser como 

um todo fica então dada pelas seguintes expressões finais: 
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onde a expressão (5.44) fornece o valor da rigidez flexional inicial (antes do 

escorregamento), enquanto as expressões (5.45) e (5.46) fornecem a rigidez flexional final 

(após o escorregamento), sendo a primeira válida para tendões com seção transversal 

retangular, e a segunda para tendões com seção transversal circular. 

 

Lembramos que as ressalvas referentes aos modelos propostos por Witz; Tan [73] já 

foram feitas anteriormente, no início deste capítulo. É importante observar, porém, que a 

ocorrência de erros, já comentados antes, na dedução da relação (5.41) acaba se 

propagando nas demais equações apresentadas pelos autores, comprometendo sua 

aplicação. 

 

Passemos agora às formulações atribuídas a Batista & Ebecken. Segundo Souza [64], 

estes autores fornecem as seguintes expressões para o cálculo da rigidez flexional: 
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sendo a expressão (5.46) aplicável para risers cujas camadas helicoidais são constituídas 

por tendões de seção transversal circular de diâmetro d, ao passo que a expressão (5.47) 
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se aplica para risers cujas camadas helicoidais são constituídas por tendões de seção 

transversal retangular (b x t). 

 

É imediato observar, contudo, que a equação (5.46) atribuída a Batista & Ebecken é 

exatamente igual a equação (5.39), obtida a partir da formulação de Costello. Fica 

comprovado, portanto, o equívoco cometido por Souza [64] na utilização da formulação 

atribuída a Costello [15], uma vez que os valores de rigidez flexional calculados pelas 

fórmulas (5.39) e (5.46) deveriam fornecer exatamente os mesmos resultados, já que 

advêm da mesma equação. Neste sentido, reduz-se ainda mais o número de formulações 

existentes para a determinação da rigidez flexional de risers. 

 

Os problemas relativos ao emprego da equação (5.46) no cálculo da rigidez flexional já 

foram comentados antes, quando da apresentação da equação (5.39), não sendo 

necessária sua repetição. Fica difícil, contudo, opinarmos sobre os problemas relativos ao 

emprego da equação (5.47), já que não dispomos da referência de onde esta equação foi 

obtida. Porém, pela sua similaridade com a equação (5.39), parece-nos que a equação 

(5.47) teria sido obtida a partir da solução (linearizada) do problema de flexão pura de 

uma mola cujo fio tem seção transversal retangular (b x t). Se for este o caso, continuam 

valendo as ressalvas (ii) e (iii) apontadas anteriormente, quando discutimos a validade da 

equação (5.39). 

 

A fórmula apresentada por Stewart para o cálculo da rigidez flexional é, segundo o estudo 

feito por Souza [64]: 
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onde o primeiro somatório diz respeito à contribuição das camadas plásticas, e o segundo 

somatório, à contribuição das camadas helicoidais. Também aqui, por não dispormos da 

referência de onde esta equação foi extraída, optamos por não discutir os problemas 

decorrentes de sua aplicação. 



 

 

183

 

 

Além das formulações já apresentadas, pensamos ser interessante incluir também uma 

discussão acerca da proposta de Lanteigne [31] para a determinação da resposta 

estrutural de cabos do tipo ACSR (que são estruturalmente semelhantes aos risers 

flexíveis) quando submetidos a carregamentos combinados envolvendo tração, torção e 

flexão. O autor mostra que, admitidas certas hipóteses e considerando ausência de 

escorregamento entre camadas, a matriz de rigidez de um cabo, composto somente por 

armaduras helicoidais com tendões de seção transversal circular, é tal que: 


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onde F, T e M são os esforços aplicados ao cabo (respectivamente: tração, torção e 

momento fletor), enquanto ∆L/L, ∆ϕ/L e K são as deformações correspondentes a tais 

esforços (respectivamente: deformação axial do cabo, ângulo de torção por unidade de 

comprimento do cabo e curvatura do eixo central do cabo). 

 

Os valores dos coeficientes de rigidez dados na matriz são: 
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onde: 

N = número de camadas helicoidais;  n = número de tendões (fios) de uma dada camada; 

(EA) = rigidez axial do tendão (fio);  R = raio da camada;  r = raio da seção transversal do 

tendão (fio); L = comprimento considerado para o cabo;  α = ângulo de assentamento de 

uma dada hélice com relação ao eixo central do cabo; ccc EIGJEA )(  e )(  ,)(  = valores 

de rigidez axial, torsional e flexional do núcleo central do cabo. 

 

e onde os coeficientes jiΑ   e  jiΒ   são dados por: 
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Lanteigne [31] observa que a matriz de rigidez obtida é simétrica, em virtude das 

linearizações feitas para sua obtenção e devido a hipótese (admitida em seu trabalho) de 

invariância do raio médio das camadas. O autor ressalta ainda que as relações dadas pela 

equação (5.49) são válidas para um caso geral, onde não é necessária a garantia de 

integridade estrutural de todos os tendões do cabo (i.é., um ou mais tendões podem ter se 

rompido). Neste caso, o cabo fica desbalanceado surgindo então os acoplamentos tração-

flexão e torção-flexão dados pelos coeficientes TMFM kk   e . 

 

No caso em que a disposição de todos os tendões, em todas as camadas helicoidais, é 

perfeitamente simétrica (i.é, não há sobreposição dos tendões, nem rompimento de algum 

deles), Lanteigne [31] mostra que os coeficientes TMFM kk  ,  e eqEI)(  ficam simplificados e 

assumem a forma: 
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Mostra-se, assim, que sob tais circunstâncias o único acoplamento que resta é o de 

tração-torção, dado pelo coeficiente de rigidez FTk . 

 

Conforme comentamos na introdução deste capítulo, a formulação apresentada por 

Lanteigne não é totalmente adequada à análise de risers flexíveis, havendo pontos que 

merecem ser reformulados. Os principais pontos de conflito estão enumerados na 

introdução, sendo desnecessário repeti-los aqui. Contudo, deve-se ressaltar que a 

formulação proposta pelo autor foi a única encontrada capaz de estimar a resposta de um 

cabo sob carregamentos combinados de tração, torção e flexão, residindo aí seu principal 

mérito. Para finalizar este sub-item, seria interessante compararmos as expressões dos 

coeficientes de rigidez deduzidos por Lanteigne [31] com as expressões (5.5), (5.7) e 

(5.9), utilizadas em um de nossos modelos (ver item 5.1), e que relacionam os esforços de 

tração, momento de torção e momento fletor resistidos por uma camada helicoidal com as 

respectivas componentes de deformação do riser (∆L/L, ∆ϕ/L e K) e da camada ( R∆  e 

α∆ ). Tais expressões estão rescritas abaixo para facilitar a comparação: 
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É fácil verificar que as expressões (5.5), (5.7) e (5.9) permitem recuperar as mesmas 

expressões dadas pela matriz de rigidez (5.49), uma vez desprezadas as variações do 
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ângulo de assentamento ( iα∆ ) e do raio médio ( iR∆ ) das camadas helicoidais, bem como 

as contribuições devidas à flexo-torção dos tendões. 

 

Das expressões (5.5), (5.7) e (5.9), podemos observar que no nosso modelo (assim como 

no de Lanteigne) perde-se o acoplamento tração-flexão e torção-flexão, de tal forma que 

os coeficientes de rigidez FMk  e TMk  resultam nulos. Isto se deve aos seguintes fatores: 

i) as expressões (5.5), (5.7) e (5.9) foram deduzidas admitindo-se a hipótese (implícita) 

de que todos os tendões estejam “trabalhando” e que sua distribuição seja 

perfeitamente simétrica, em relação ao eixo central do riser; 

ii) todas as expressões foram linearizadas; 

iii) o atrito entre as camadas não está sendo considerado em nosso modelo e 

iv) a variação da pressão de contato entre as camadas (com o parâmetro angular θ) 

devida à flexão do riser, está sendo desprezada (o modelo admite que a pressão de 

contato entre duas camadas é constante e dependente apenas dos carregamentos de 

natureza axissimétrica). 

 

As razões (i) e (ii) já foram apontadas por Lanteigne [31] como as causas dos 

desacoplamentos tração-flexão e torção-flexão. Contudo, acreditamos que as razões (iii) e 

(iv), são igualmente (ou mais) importantes para a explicação deste fato. Observamos que, 

se tanto as forças de atrito interno quanto a variação da pressão de contato entre as 

camadas fossem consideradas no modelo, o resultado “líqüido” da ação destas forças 

distribuídas poderia causar os acoplamentos perdidos. 

 

Como conseqüência destes desacoplamentos é possível determinar, a partir das 

expressões (5.9) e (5.10), uma expressão simples para a determinação da rigidez flexional 

do riser, considerando a hipótese de não-escorregamento entre as camadas. Tal 

expressão é dada por: 
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onde o primeiro somatório fornece a contribuição das camadas helicoidais à rigidez 

flexional, e o segundo fornece a contribuição das camadas plásticas. 

 

Pode-se mostrar, inclusive, que a expressão (5.50) recupera corretamente o valor da 

rigidez flexional de um riser hipotético para o qual iα = 0 para todas as camadas 

helicoidais (caso limite). Neste caso, obtém-se: 
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Deve-se ressaltar, contudo, que, embora estes limites assintóticos ( iα = 0 ou 2/πα =i ) 

sejam interessantes para demonstrar a consistência das expressões finais, eles nem sempre 

conduzem a valores corretos, uma vez que na dedução de várias expressões utilizadas para 

as camadas helicoidais consideramos (implicitamente) que o valor do ângulo de 

assentamento das camadas helicoidais era diferente destes valores extremos (mesmo 

porque iα = 0 ou 2/πα =i  não constituem camadas helicoidais!!). Um exemplo claro 

ligado a este alerta será fornecido a seguir. 

 

Se considerarmos agora a hipótese de escorregamento total entre as camadas, veremos 

que também é possível (devido aos desacoplamentos citados) determinar uma expressão 

simples para a rigidez flexional do riser nesta condição. Utilizando as expressões (5.10) e 

(5.36), teremos: 
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Tomando o caso limite para o qual iα = 0 para todas as camadas, teríamos então como 

resultado para a rigidez flexional do riser: 
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Tal resultado, contudo, não está correto, pois a expressão (5.36), que fornece a 

contribuição de uma dada camada helicoidal ao momento fletor aplicado ao riser, na 

condição de escorregamento total dos tendões, não pode ser aplicada para o caso em que 

iα = 0. A razão disto pode ser atribuída, por exemplo, ao fato de que as expressões 

obtidas para o escorregamento dos tendões fornecem (ver equações (c.142) e (c.143) do 

Anexo C): 
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mostrando, claramente, que não são válidas para ângulos de assentamento próximos de 

zero (caso contrário os deslocamentos resultariam infinitamente grandes, invalidando a 

hipótese de linearidade geométrica). Como tais relações acabam sendo empregadas na 

determinação da rigidez flexional, não podemos garantir que a equação (5.51) forneça 

resultados confiáveis na condição de pequenos ângulos de assentamento. 

 

Lembramos que Lanteigne [31] também propõe uma expressão para a rigidez flexional de 

cabos na condição de escorregamento total dos tendões. Tal expressão é dada por: 

c

N

i
iieq EIEInEI )(    )(  )(

1
+= ∑

=
    (5.52) 

 

Observamos, contudo, que a expressão (5.52), proposta por Lanteigne [31] para o caso 

de escorregamento total dos tendões, só faz sentido se os ângulos de assentamento de 

todas as camadas helicoidais forem nulos100, o que certamente não ocorre nas aplicações 

práticas. 

                                                 
100 Ao contrário da equação (5.51), que não fornece resultado confiável neste caso. 
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Finalizando, podemos concluir que: 

i) as expressões utilizadas em nossos modelos são consistentes, pois recuperam 

expressões mais simples (uma vez admitidas certas hipóteses) propostas por Lanteigne 

[31], num dos estudos mais completos sobre o tema; 

ii) as expressões que utilizamos são mais gerais e mais adequadas à análise de risers 

flexíveis uma vez que considera tanto as variações de raio médio das camadas quanto 

as variações dos ângulos de assentamento dos tendões, além de considerar também as 

contribuições devidas a flexo-torção dos tendões, parâmetros estes ignorados por 

Lanteigne [31]; 

iii) as expressões (5.50) e (5.51), que fornecem os valores de rigidez flexional do riser 

nas condições de ausência de escorregamento e de escorregamento total, podem ser 

utilizadas sem problemas, desde que os ângulos de assentamento das camadas 

helicoidais não sejam extremamente pequenos. 

 

5.3.2 Confronto entre nosso modelo e resultados experimentais 

Neste item iremos confrontar os valores de rigidez flexional obtidos analiticamente, através 

das equações (5.50) e (5.51), com valores experimentais obtidos no ensaio de um tubo 

flexível típico. Os dados do tubo flexível a ser analisado foram publicados por Witz [74], 

mas também estão reproduzidos no capítulo 4 (ver item 4.5.2). Conforme já comentamos 

no capítulo anterior, neste artigo publicado por Witz foram feitas diversas comparações 

entre os valores de rigidez de um flexível obtidos experimentalmente e analiticamente (estes 

últimos tendo sido calculados por várias instituições ligadas à pesquisa e/ou à utilização de 

risers). Aproveitando os dados publicados por Witz, iremos também comparar os 

resultados analíticos obtidos pelos nossos modelos com os resultados analíticos obtidos 

pelas instituições participantes do projeto. 

 

No capítulo 4 já foram feitas as comparações e discussões referentes ao comportamento 

do tubo sob carregamentos axissimétricos, tendo sido obtidos os valores de rigidez axial e 

torsional do tubo em diversas situações. Relativamente aos carregamentos envolvendo 
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flexão, Witz [74] explica que foi solicitado aos participantes do projeto que obtivessem os 

valores de rigidez flexional para o tubo em duas condições: 

a) considerando pressão interna nula; 

b) considerando pressão interna igual a 300 bar (= 30 MPa). 

 

Os valores analíticos foram então comparados com as curvas momento fletor x 

curvatura levantadas experimentalmente para as duas condições citadas. Um ponto 

interessante a ser destacado é que, conforme observa Witz [74], das mais de 70 

instituições inicialmente contatadas e convidadas a participar do projeto, apenas 10 

participaram do estudo de caso; e, dentre estas, apenas 6 foram capazes (sic) de 

determinar a rigidez flexional do tubo. Isto talvez seja mais um indicativo da falta de 

modelos para a estimativa destas propriedades. 

 

Com os dados do tubo flexível, pudemos determinar sua rigidez flexional com a ajuda das 

expressões (5.50) e (5.51), associadas, respectivamente, às hipóteses de ausência de 

escorregamento e de escorregamento total dos tendões devido a flexão. A tabela 5.3 

compara os resultados obtidos através dos nossos modelos com os resultados analíticos 

obtidos pelos participantes indicados no artigo de Witz [74]. Deve-se ressaltar que todos 

os valores fornecidos por tais participantes considera a hipótese de escorregamento total 

dos tendões devido a flexão. 

 

Além dos valores calculados pelos participantes, a tabela 5.3 indica também a média e o 

desvio padrão dos valores fornecidos pelos participantes (os valores correspondentes aos 

nossos modelos não estão considerados no cálculo da média e do desvio padrão). Deve-

se observar que o participante no 4 (MAI), enviou dois conjuntos de valores para a rigidez 

flexional, os quais parecem corresponder a diferentes versões de modelos usados para o 

cálculo de eqEI)( . Os resultados de ambas as versões foram utilizados para o cálculo da 

média e do desvio padrão. 
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Tabela 5.3: Declividades das curvas Momento fletor x curvatura. 

Participante KM  (N.m2) 
sem pressão interna 

KM  (N.m2) 
pressão int. de 30 MPa 

1) Seanor − − 

2) Taurus − − 

3) Lloyd’s Register 7625 153374 

4) MAI (“Tape version”) 

     MAI 

594 

1054 

694 / 830 (*) 

1151 / 1151 (*) 

5) Statoil 1440 3710 

6) Seaflex − − 

7) NTH/SINTEF 1490 3489 

8) Wellstream − − 

9) Coflexip 9091 952 

10) UCL 1213 − 

Média101 3215 1999 / 2026 (*) 

Desvio Padrão 3551 1472 / 1443 (*) 

Equação (5.50) 230782 230782 

Equação (5.51) 850 850 

 

Ainda com relação aos resultados fornecidos pelo participante no 4, nota-se que no 2o 

caso (tubo com pressão interna) são fornecidos valores diferentes de rigidez flexional para 

a primeira versão utilizada. A diferença entre estes valores é que o primeiro desconsidera a 

existência de uma possível força axial de tração devida à pressão interna e ao efeito de 

tampa (“end cap effects”), enquanto o segundo valor (marcado com (*)) considera este 

efeito. Isto explica por que a média e o desvio padrão calculados para este 2o caso 

apresentam dois valores distintos. 

 

Com base nos resultados indicados na tabela 5.3, é possível verificar que: 

                                                 
101 Desconsideramos o valor obtido pelo 3o participante (Lloyd’s Register) no cálculo da média e do 

desvio padrão referente ao 2o caso (tubo com pressão interna de 30 MPa). 
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a) há uma grande disparidade nos valores de rigidez flexional obtidos pelos diversos 

participantes. Esta falta de consenso entre os valores obtidos indica a existência de 

diferentes modelagens sendo utilizadas, sendo óbvio que algumas delas certamente não 

conseguem recuperar, de forma adequada, a resposta do riser sob carregamentos de 

flexão; 

b) os valores de rigidez flexional estimados pelos nossos modelos não conseguem 

recuperar a influência da pressão externa. Isto se deve a algumas hipóteses admitidas 

na modelagem (conforme já comentamos no item 5.3.1) que precisarão ser reavaliadas 

em versões futuras; 

c) o valor da rigidez flexional obtido a partir da hipótese de não-escorregamento entre as 

camadas (equação (5.50)) resultou muito maior que o correspondente valor obtido a 

partir da hipótese de escorregamento total (equação (5.51)). Conforme veremos, este 

último é muito mais próximo dos valores de rigidez obtidos experimentalmente. 

 

As figuras 5.8 e 5.9 mostram as curvas Momento fletor x Curvatura levantadas através 

de ensaios a flexão para o tubo, sendo a figura 5.8 associada à condição de pressão 

interna nula, e a figura 5.9 para uma condição de pressão interna de 300 bar (=30 MPa). 

Nota-se que nos dois casos há uma histerese relativamente grande, a qual os modelos 

propostos não conseguem recuperar, uma vez que o atrito interno entre as camadas não 

está sendo considerado. Notamos também que os valores de rigidez flexional tangentes 

são relativamente próximos uns dos outros: no primeiro caso, as declividades são de 1014 

N.m2 (mínima) e de 1190 N.m2 (máxima); já no segundo caso temos declividades de 725 

N.m2 (mínima) e 896 N.m2 (máxima). Considerando que a pressão interna aplicada no 

segundo caso é relativamente grande, podemos inferir destes resultados que a rigidez 

flexional praticamente independe da pressão interna aplicada ao riser (observe que todos 

os valores experimentais têm a mesma ordem de grandeza, apontando para uma rigidez 

flexional próxima a 1000 N.m2). Desta forma, o fato de os nossos modelos fornecerem 

valores de rigidez flexional independentes do nível de pressão interna e/ou externa 

aplicadas parece não ter sérias implicações do ponto de vista prático. 



 

 

193

 

-2000

-1500

-1000

-500

0

500

1000

1500

2000

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

K (1/m)

M
 (N

.m
)

Ensaio

Grad. Sup.

Grad. Inf.

Eq. (5.51)

Gradiente = 1190 N.m2

Gradiente = 1014 N.m2

 

Figura 5.8: Curva Momento fletor x Curvatura [74] (tubo sem pressão interna). 

 

-3000

-2000

-1000

0

1000

2000

3000

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

K (1/m)

M
 (N

.m
)

Ensaio

Grad. Sup.

Grad. Inf.

Eq. (5.51)

Gradiente = 725 N.m2

Gradiente = 896 N.m2

 

Figura 5.9: Curva Momento fletor x Curvatura [74] (tubo com pressão interna). 
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Pode-se verificar ainda, à luz das comparações entre os resultados analíticos obtidos pelos 

nossos modelos e os resultados experimentais, que o modelo de escorregamento total é o 

mais adequado para a determinação da rigidez flexional do tubo. Se compararmos os 

valores analíticos obtidos com este modelo com os valores médios das declividades 

observadas experimentalmente, em cada caso, veremos que os erros cometidos seriam: 

no primeiro caso:    %9,22
)1102(

)1102()850(
−=

−
=erro  

no segundo caso:    %8,4
)811(

)811()850(
=

−
=erro  

mostrando que os erros cometidos são relativamente pequenos e aceitáveis do ponto de 

vista prático, principalmente se comparados com os erros que seriam obtidos caso fossem 

considerados os valores de rigidez calculados pelos participantes citados no trabalho de 

Witz [74]. 
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