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Anexo A:  Equações diferenciais de equilíbrio 

 

 

As equações gerais de equilíbrio de uma barra, sob ação de um carregamento 

genérico e cujo eixo na configuração deformada é descrito por uma curva qualquer 

no espaço, foram obtidas por Clebsch, sendo também descritas por Kirchhoff, 

conforme relata Love [35]. Em sua obra, Love [35] traz a dedução completa das 

equações de equilíbrio, porém com o uso de uma notação que não corresponde 

exatamente à encontrada na literatura atual, tornando difícil o entendimento por parte 

de pesquisadores e estudantes que tomam contato com o assunto pela primeira vez. 

Desta forma, mostraremos neste anexo, com uma notação mais adequada e de uma 

forma talvez mais didática, como obter as equações diferenciais de equilíbrio dadas 

por Clebsch. 

 

A.1. Eixos principais de flexo-torção e direções principais de curvatura 

Consideremos, inicialmente, uma barra prismática de eixo reto, de tal forma que 

linhas homólogas pertencentes a diferentes seções transversais sejam paralelas entre 

si. Designaremos a configuração inicial (não-deformada) da barra por Σ , enquanto a 

configuração deformada será designada 

1

iΣ  (i >1). Se tal barra for submetida a 

torção, sem ser fletida (ou seja, de modo que seu eixo permaneça reto), elementos 

lineares em diferentes seções transversais, que na configuração inicial  eram 

paralelos, ficam inclinados um em relação ao outro. Selecionemos um par destes 

elementos lineares, paralelos um ao outro na configuração não-deformada, que 

passem pelos centróides das respectivas seções transversais e que sejam orientados 

segundo um dos eixos principais. Se designarmos por 

1Σ

iS∆  a distância entre as duas 

seções transversais e por  o ângulo (em radianos) entre as direções destes dois 

elementos na configuração deformada, então a torção (twist) será dada por: 
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Porém, se a barra também estiver sendo fletida, a torção tiκ  não pode ser calculada 

de modo tão simples. Neste caso devemos admitir que o eixo central, na 

configuração deformada Σ , torna-se uma curva qualquer no espaço. Consideremos 

um sistema de eixos fixos OXYZ de tal forma que o eixo Z seja paralelo ao eixo 

central da barra na configuração não deformada, e que os eixos X e Y sejam paralelos 

aos eixos principais da seção transversal nesta mesma configuração. Seja C  um 

ponto qualquer do eixo central da barra, na configuração inicial , e consideremos 

três elementos lineares da barra partindo de C  nas direções dos eixos X, Y e Z (ver 

figura a.1). 
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Figura a.1: Barra prismática na configuração não-deformada Σ . 1

 
Quando a barra é deformada, estes três elementos lineares não continuam a ser, 

necessariamente, ortogonais entre si (devido às distorções que podem existir no 

ponto entre estas direções). Contudo, através destes três elementos, é possível 

construir para cada seção transversal um novo sistema de eixos ortogonais (x, y, z). A 

origem deste sistema será o próprio ponto  na configuração deformada da barra, 

que será denotado C . O eixo z será definido pela tangente ao eixo central deformado 

em , e o plano (x,z) será definido como o plano que contém o elemento linear que, 

na configuração não-deformada, parte de C  na direção X. O plano (x,z) será, 
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portanto, um dos planos principais da barra. O sentido do eixo z é escolhido de tal 

forma que o comprimento de arco deformado ( ) do eixo central, medido a partir de 

um ponto escolhido sobre o eixo, aumente. O sentido do eixo x pode ser escolhido 

arbitrariamente, porém o sentido do eixo y deve ser escolhido de tal modo que a base 

formada pelos versores (

iS

kji ,, ), associados respectivamente às direções dos eixos x, 

y e z, tenha orientação positiva. O sistema de eixos (x, y, z) assim construído para 

qualquer ponto do eixo central deformado consiste nos eixos principais de flexo-

torção da barra naquele ponto (ver figuras a.2 e a.3). 
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Figura a.2: Eixo central na configuração deformada iΣ , eixos principais de flexo-

torção ( i kj ,, ) e triedro de Frenet ( tbn ,, ) numa posição genérica do eixo. 
 

De forma geral, as direções dos eixos principais de flexão ( i j, ) podem não coincidir 

com as direções principais de curvatura ( bn, ) do eixo central deformado, conforme 

ilustram as figuras a.2 e a.3. Denotando por fi o ângulo formado entre o versor 

normal  e o plano principal de flexão (y,z), podemos escrever as seguintes relações 

entre os versores das bases ( i

n

k,, ) e ( tbn ,, ): 
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ou, invertendo a relação, teremos de forma equivalente: 
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Figura a.3: Detalhe do eixo central na configuração deformada, com indicação dos 

eixos principais de flexo-torção ( kji ,, ) e triedro de Frenet ( tbn ,, ) em . iC
 

Derivando as relações (a.2) em relação ao comprimento de arco deformado , virá: iS
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Porém, das conhecidas relações de Frenet, sabemos que1: 
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1 Ver, por exemplo, Boulos & Zagottis [11]. 
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onde iχ  e iτ  representam, respectivamente, a curvatura e a tortuosidade2 num ponto 

genérico da curva na configuração deformada iΣ . 

 

Substituindo, então, (a.5) em (a.4) e rearranjando os termos: 
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Consideremos, agora, o vetor curvatura definido por: 

bii .    K χ=        (a.7) 

ou, usando (a.3): 

jfif iiiii ).sen.(    ).cos.(    K χχ +−=     (a.8) 

 
Vemos, assim, que o vetor curvatura possui duas componentes segundo os eixos 

principais de flexão da barra. Designemos estas componentes por xiκ  e yiκ , tais que: 
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      (a.9) 

É imediato perceber que xiκ  é a projeção do vetor curvatura segundo a direção 

principal i , enquanto yiκ  é a projeção do vetor curvatura segundo a direção 

principal j . 

Para abreviar ainda mais a notação, consideremos a grandeza tiκ  dada por: 

i
i

i
ti dS

df
τκ +=          (a.10) 

 
Usando, agora, as relações (a.3), (a.9) e (a.10) em (a.6), resulta: 

                                                 
2 Em sua obra, Love [35] denota a medida da tortuosidade por Σ

1 . 
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Examinando as relações (a.11), em particular as referentes às duas primeiras linhas, 

podemos dar uma interpretação geométrica para a grandeza tiκ  dada por (a.10). A 

primeira equação nos diz que a taxa de variação da direção principal i  com o 

comprimento de arco  possui duas componentes: uma paralela ao plano (x,y) e 

outra perpendicular ao mesmo. Desta forma, a norma da componente paralela ao 

plano principal (x,y), que no caso é a própria grandeza 

iS

tiκ , nada mais é que a torção 

(deve-se observar que o mesmo resultado seria obtido se considerássemos a taxa de 

variação de j  com S ). No caso particular, visto inicialmente, em que o eixo central 

de uma barra submetida somente à torção permanecia reto, tanto a curvatura quanto a 

tortuosidade da curva formada pelo eixo central deformado são nulas, e as equações 

(a.1) e (a.10) são, neste caso, coincidentes. 

i

 

Vemos portanto que a matriz anti-simétrica dada por (a.11) fica completamente 

definida através das componentes de curvatura xiκ  e yiκ , e da torção tiκ  3. Tais 

relações serão bastante úteis na dedução das equações diferenciais de equilíbrio da 

barra sob carregamento genérico. 

 

A.2. Obtenção das equações diferenciais de equilíbrio da barra 

Quando a barra prismática indicada na figura a.1 é deformada devido a esforços 

externos aplicados sobre ela, surgem esforços internos (tensões) distribuídos nas 

diversas seções transversais da barra. As tensões que agem numa dada seção 

                                                 
3 Na analogia cinemática com o movimento de um pião, citada por Love [35], a matriz anti-simétrica 

obtida corresponde ao tensor de rotações. 
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transversal são estaticamente equivalentes a uma força aplicada sobre o centróide da 

seção e a um binário. Considerando os eixos principais de flexo-torção ( kji ,,

ji

) de 

uma seção genérica da barra, designemos por Q  e T as componentes da força 

resultante aplicada sobre o centróide da seção, medidas nas direções de 

yx Q  ,

k  e,      

respectivamente (assim,  representam as forças cortantes nas direções de yx QQ   e 

   e ji , enquanto T representa a força normal). Designemos também por 

 as componentes do binário na seção (assim  representam 

os momentos fletores na seção, enquanto 

zy MM   e  xM   , yx MM  e 

zM  representa o momento de torção na 

seção). A figura a.4 mostra os esforços solicitantes4 numa seção genérica (os sentidos 

indicados são os considerados positivos). 
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Figura a.4: Esforços solicitantes numa seção genérica da barra. 

 
Os esforços solicitantes indicados na figura a.4 são obtidos através das seguintes 

relações (ver figura a.5): 

∫∫∫∫
∫∫∫∫

∫∫∫∫
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  (a.12) 

 

                                                 
4 Em sua obra, Love [35] denota os esforços solicitantes , T  e , 

respectivamente, por: N, N’, T e G, G’, H. 

yx QQ   , zyx MMM ,,
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Figura a.5: Direções principais de flexo-torção e tensões atuantes na seção. 

 
Pode-se observar, pelas relações (a.12) e pela figura a.5, que não estão sendo 

consideradas as tensões xyyx τσσ   e ,

z

 atuando no elemento indicado. Embora estas 

tensões existam realmente (devido a carregamentos distribuídos aplicados sobre a 

superfície lateral da barra, por exemplo), iremos admitir que elas possam ser 

desprezadas quando comparadas à magnitude das demais tensões (principalmente se 

comparadas à tensão normal σ ). 

 

Para a obtenção das equações diferenciais de equilíbrio da barra, é preciso conhecer 

os esforços externos aplicados à mesma. Genericamente, podemos admitir que os 

esforços externos são dados por forças e momentos distribuídos por unidade de 

comprimento da barra, os quais sempre podem ser decompostos segundo os eixos 

principais de flexo-torção em cada posição do eixo deformado. Sejam fx , fy , fz e mx , 

my , mz as componentes de força e momento distribuídos por unidade de comprimento 

(deformado) da barra segundo as direções principais de flexo-torção (x, y, z). Deve-

se observar que tanto os esforços externos distribuídos por unidade de comprimento 

(fx , fy , fz e mx , my , mz) quanto os esforços internos solicitantes (Qx , Qy , T e Mx, My, 

Mz) são funções do tempo e do espaço (que pode ser medido pelo comprimento de 

arco  a partir de uma posição arbitrária sobre o eixo central deformado), o mesmo 

valendo para os versores ( i

iS

kj ,, ) que definem os eixos principais de flexo-torção em 

cada posição do eixo central deformado. 
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A figura a.6 mostra um elemento infinitesimal de uma barra deformada, de 

comprimento , onde  e  são os comprimentos de arco  

(medidos a partir de uma posição arbitrária) associados às posições dos pontos 

extremos do elemento (  e C ). A figura mostra ainda os vetores 

'  '' iii SSS −=∆

'iC

'iS ''iS iS

m''i f   e   

relacionados aos esforços externos por unidade de comprimento da barra (fx , fy , fz e 

mx , my , mz) e as resultantes de forças e binários MR   e  relacionadas aos esforços 

internos solicitantes (Qx , Qy , T e Mx, My, Mz) nas duas posições extremas. As 

equações diferenciais de equilíbrio da barra serão obtidas impondo-se o equilíbrio de 

forças e momentos que agem sobre o elemento. 
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Figura a.6: Esforços externos e internos num elemento infinitesimal da barra. 

 

Impondo primeiramente o equilíbrio de forças para o elemento, virá: 

0    .    )'(    ''
''

'
=+−+ ∫

iS

iS
idSfRR      (a.13) 

Porém, RRR ∆+=     ''' , e assim a equação (a.13) fica: 
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 10

Dividindo a expressão (a.14) por iS∆  e tomando o limite para →0 (i.é, 

→ ), teremos: 

iS∆

''iS 'iS

0         =+
∂
∂ f
S
R

i
      (a.15) 

Lembrando agora que kTjQiQR yx ... ++=  e que as derivadas dos versores kji ,,  

com relação ao comprimento de arco deformado  são dadas por (a.11), 

encontraremos, finalmente, as três equações de equilíbrio de forças segundo as 

direções principais de flexo-torção ( i

iS

kj ,, ) em : iS
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Impondo agora o equilíbrio de momentos5 para o elemento da figura a.6, teremos: 

0     .   .)'(  '')'''(  )'(   ''
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Porém, MMM ∆+=   ' ''  e, da figura a.6, é fácil perceber que: 

'   ''    )'''( rrCC ii −=−     e    ')(    )'( rSrCC iii −=−  

onde '  são os vetores-posição que definem as coordenadas dos pontos C  e 

, respectivamente. Por extensão, 

'  e  ' rr 'i

''iC )( iSr  é o vetor-posição do ponto C  (para 

). 

)( ii S

''ii SS ≤'iS ≤

 

Fazendo as substituições necessárias e dividindo a expressão (a.17) por iS∆ , 

teremos, após tomarmos o limite para iS∆ →0 (ou seja, para → ): ''iS 'iS

                                                 
5 Escolhemos o ponto Ci’  como pólo. 
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Lembrando que: kMjMiMM zyx ... ++=  e que  kSk
S
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teremos, após o cálculo das derivadas parciais em (a.18) e o uso das relações (a.11), 

as seguintes equações escalares: 
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As três equações dadas por (a.19) são as três equações de equilíbrio de momentos 

segundo as direções principais de flexo-torção ( i kj ,, ) em  e constituem, 

juntamente com as três equações dadas por (a.16), as equações diferenciais de 

equilíbrio da barra. Deve-se ressaltar que, para a obtenção destas equações, nenhuma 

ressalva foi feita quanto aos deslocamentos sofridos pelo eixo central, de tal forma 

que a teoria permanece válida até mesmo para grandes deslocamentos da barra. 

iS

 

A.3. Equações diferenciais de equilíbrio para uma barra naturalmente curva 

No item anterior obtivemos as equações diferenciais de equilíbrio para uma barra 

prismática cujo eixo central, em sua configuração inicial 1Σ  (não-deformada), era 

reto. Contudo, pode ocorrer que a barra, em sua configuração inicial, já possua 

curvatura e torção, sendo seu eixo central descrito por uma curva qualquer no 

espaço. Neste caso, as direções principais de flexo-torção ( ji , ) podem estar, em 

cada ponto do eixo central da barra, defasadas de um ângulo f1 em relação às 

direções principais de curvatura ( bn, ), sendo tal ângulo variável para cada ponto da 

curva (f1 = f1(S1)). 
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Sejam C1 um ponto genérico do eixo central na configuração inicial  e (x1Σ 1, y1, z1) 

os eixos principais de flexo-torção para a seção transversal passando por C1 

referentes a esta configuração, sendo o eixo z1 tangente à curva em C1. Sejam ainda 

111   e   , tyx κκκ  as componentes iniciais de curvatura e torção, associadas ao ponto 

C1. Se denotarmos por 11   e  χτ  as medidas de tortuosidade e curvatura da curva em 

C1, e por  o ângulo que a direção da normal (1f n ) à curva em C1 faz com o plano 

principal de flexo-torção (y1, z1), podemos escrever as seguintes relações: 

1
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1
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df

f
f

t

y

x

     (a.20) 

que são análogas às relações (a.9) e (a.10) deduzidas anteriormente. 

 

Ao ser submetida a esforços externos, a barra, representada pelo seu eixo central, 

assume uma nova configuração, a que designaremos configuração deformada iΣ . 

Contudo, é sempre possível construir para cada ponto do eixo central um novo 

sistema de eixos principais de flexo-torção (xi, yi, zi), de tal forma que o eixo zi seja 

tangente ao eixo central deformado em cada ponto, e que o plano principal (xi, zi) 

contenha o elemento linear que, na configuração inicial, partia de C1 na direção de x1. 

Através deste novo sistema pode-se determinar, como antes, as componentes de 

curvatura ( yixi κκ   e  ) e a torção ( tiκ ) para cada ponto do eixo central na 

configuração deformada Σ . Se utilizarmos, então, o mesmo procedimento visto 

anteriormente, veremos que as equações de equilíbrio serão escritas de forma 

idêntica às relações (a.16) e (a.19), ou seja: 
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A.4. Equações diferenciais de equilíbrio dinâmico para uma barra 

Se considerarmos as forças de inércia e a inércia rotacional da barra nas equações de 

equilíbrio, teremos as equações diferenciais de equilíbrio dinâmico da barra. Se 

designarmos por ρi a densidade linear de massa da barra em sua configuração 

deformada  (i.é., a massa por unidade de comprimento deformado da barra) e 

tomarmos um elemento infinitesimal da barra, de comprimento ∆ , onde 

 e  são os comprimentos de arco deformados  (medidos a partir de uma 

posição arbitrária) associados às posições dos pontos extremos do elemento (  e 

), podemos escrever as seguintes equações diferenciais de equilíbrio da barra ao 

impormos o equilíbrio de forças sobre o elemento (ver figura a.7): 

iΣ

'  '' iii SSS −=

'iS

''iC

''iS iS

'iC

Gii

iS

iS
i aSdSfRR ..    .    )'(    ''

''

'
∆=+−+ ∫ ρ     (a.23) 

onde Ga  representa a aceleração do centro de massa do elemento com relação ao 

sistema de referência inercial OXYZ indicado. 

 

Lembrando que RRR ∆+=    ''' , teremos: 

Gii

iS

iS
i aSdSfR ..    .    

''

'
∆=+∆ ∫ ρ  

Dividindo a expressão obtida por iS∆ e tomando o limite para ∆ →0 (ou seja, 

), teremos: 

iS

'  '' ii SS →
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af
S
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i
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.         ρ=+
∂
∂      (a.24) 

onde  representa a aceleração do ponto do eixo central da barra definido pela 

coordenada curvilínea . 

a
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Figura a.7: Esforços externos e internos num elemento infinitesimal da barra. 

 

Para expressarmos as equações diferenciais de equilíbrio dinâmico segundo as 

direções principais de flexo-torção ( kji ,, ) em , precisamos saber como os 

versores ( e

iS

zyx ee ,, ) associados ao sistema de referência fixo OXYZ se relacionam 

com os versores ( i kj ,, ). Consideremos, então, conhecida a matriz de mudança de 

base entre as duas bases citadas, de tal forma que: 
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321

321

     (a.25) 

 
Assim, se o vetor posição r  do ponto do eixo central da barra definido pela 

coordenada curvilínea  for dado por: iS

zyx eZeYeXr ... ++=     (a.26) 

resulta: 
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zyx eZeYeX
t
ra ...2

2
++=

∂

∂
=     (a.27) 

onde 2

2 ),(
),(

t
tSG

tSG i
i

∂

∂
= , sendo G( ,t) uma grandeza dinâmica qualquer. iS

 
Utilizando, então, as relações (a.25) em (a.27), teremos as seguintes equações 

diferenciais de equilíbrio dinâmico segundo as direções principais de flexo-torção 

( kji ,, ) em S : i

( )

( )

( )333

222

111

....    ..

....  .  .  

....   .  .   

nZmYlXfQQ
S
T

nZmYlXfQT
S
Q

nZmYlXfTQ
S
Q

izxiyyix
i

iytixxi
i

y

ixyitiy
i

x

++=++−
∂
∂

++=++−
∂

∂

++=++−
∂
∂

ρκκ

ρκκ

ρκκ

  (a.28) 

 
Retomando o elemento indicado na figura a.7 e aplicando, agora, o Teorema do 

Momento Angular6 (elegemos como pólo o ponto C ), teremos: 'i

GiCiiiC

iS

iS
i

iS

iS
iiiii vvSHdSmdSfCCRCCMM ×∆+=+×−+×−+−+ ∫∫ ''

''

'

''

'
..    .   .)' (  '')' ''()'('' ρ

 

onde: 

' iCH  = taxa de variação (no tempo) do momento angular do elemento, com relação 

ao pólo C ; 'i

'iCv  = velocidade do ponto C  com relação ao sistema de referência fixo OXYZ; 'i

Gv = velocidade do centro de massa do elemento com relação ao sistema de 

referência fixo OXYZ. 

                                                 
6 Admite-se que o elemento considerado é suficientemente pequeno para que se possa tratá-lo como 

um corpo rígido, sendo, nestas condições, válido o Teorema do Momento Angular. Uma dedução 

mais rigorosa deveria considerar a deformação do elemento (sugerimos, para isto, a leitura do item 

12.7 do livro “Methods of analytical dynamics”, de Meirovitch [39], que trata de sistemas de massa 

variável). 
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O momento angular do elemento com relação ao pólo C  é dado por: 'i

[ ]




































−−

−−

−−

+×∆=

z

y

x

zyzxz

yzyxy

xzxyx

iCGiiiC

JJJ

JJJ

JJJ

kjivrSH

ω

ω

ω

ρ .... ''   (a.29) 

onde: 

)'( iG CGr −=  é o vetor posição do centro de massa do elemento com relação ao 

sistema de referência móvel xyz; 'iC

Jx, Jxy, Jxz, ... são os momentos e produtos de inércia do elemento com relação aos 

eixos xyz passando por C ; 'i

zyx ωωω ,,

'i

 são as componentes do vetor velocidade angular do sistema de referência 

móvel C xyz (expressas neste mesmo sistema de referência). 

 
Se substituirmos (a.29) na expressão do Teorema do Momento Angular, dividirmos a 

expressão obtida por  e levarmos ao limite para iS∆ iS∆ → 0, obteremos as seguintes 

equações diferenciais de equilíbrio dinâmico (de momentos) segundo as direções 

principais de flexo-torção ( kji ,, ) em iS 7: 

( )

( )

z
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zxiyyix
i

z

zxy
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i

y
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xyyiztiy
i

x
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S

M
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ωωω
ρ

κκ

ωωω
ρ

κκ

2
..

          .  .  

.
4

..  ..

.
4

..  ..

2

2

2

=++−
∂

∂

−=+++−
∂

∂

+=+−+−
∂

∂

  (a.30) 

 

                                                 
7 As equações (a.30) são apenas ilustrativas, válidas para o caso de uma barra com seção transversal 

circular de raio r. O fator fcm que surge nas equações seria um fator de correção devido à distribuição 

de massa na seção transversal da barra (admitindo-se que o material não fosse homogêneo, mas que 

tivesse uma distribuição axissimétrica). 

  



 18

REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 
 

[1] ALEXANDER, J.C.;  ANTMAN, S.S.  The ambiguous twist of Love. Quarterly 

of Applied Mathematics, v.40, April, 1982, pp.83-92. 

 

[2] ALGOR, Manual do usuário. 

 

[3] ARANHA, J.A.P.; PESCE, C.P.; MARTINS, C.A.  Mecânica de cabos 

submersos. I - Comportamento estrutural estático. São Paulo, 

PMC/EPUSP, 1992. (Monografia no 75/92, Depto. de Eng. Mecânica, jun. 

1992, 28 p.) 

 

[4] ARANHA, J.A.P.; PESCE, C.P.; MARTINS, C.A.  Mecânica de cabos 

submersos. II - Comportamento dinâmico. São Paulo, PMC/EPUSP, 1992. 

(Monografia no 76/92, Depto. de Eng. Mecânica, jun. 1992, 60 p.) 

 

[5] ARANHA, J.A.P.; PESCE, C.P.; MARTINS, C.A.  Mecânica de cabos 

submersos. III - Efeito local de flexão via teoria de camada limite. São 

Paulo, PMC/EPUSP, 1992. (Monografia no 77/92, Depto. de Eng. Mecânica, 

jun. 1992, 23 p.) 

 

[6] ARANHA, J.A.P.; PESCE, C.P.; MARTINS, C.A.; ANDRADE, B.L.R.  

Mechanics of submerged cables: asymptotic solution ans dynamic tension. 

In: 3rd International Offshore & Polar Engineering Conference, Singapore, 

Jun. 6-11, 1993. Proceedings. v. II, p.345-356. 

 

[7] ARANHA, J.A.P. et al.  Estudo de comportamento estrutural de um cabo 

umbilical 9+3+1, vol. III: Avaliação preliminar de susceptibilidade ao 

fenômeno de “kink” nos cabos elétricos de cabos umbilicais. São Paulo, 

Convênio Pirelli/EPUSP-PNV, 1998. (Relatório técnico, fev. 1998, 13 p.) 

 
  



 19

[8] ARANHA, J.A.P.; PINTO, M.O.  Dynamic tension in risers and mooring lines: 

an algebraic approximation for harmonic excitation. Applied Ocean 

Research, v.23, 2001, pp.63-81. 

 

[9] ARANHA, J.A.P.; PINTO, M.O.; SILVA, R.M.C.  On the dynamic compression 

of risers: an analytic expression for the critical load. Applied Ocean 

Research, v.23, 2001, pp.83-91. 

 

[10] ATANACKOVIC, T.M.  Stability theory of elastic rods. World Scientific 

Publishing Co., Singapura, 1997. 

 

[11] BOULOS, P.; ZAGOTTIS, D.L.  Mecânica e Cálculo: um curso integrado.  

São Paulo, Edgard Blücher, 1991.  v.1. 

 

[12] BROWN, P.A.; SOLTANAHMADI, A.; CHANDWANI, R.  Problems 

encountered in detailed design of flexible riser systems. Engineering 

Structures, v. 11, p.234-241, oct. 1989 

 

[13] CLAYDON, P.; COOK, G.; BROWN, P.A.; CHANDWANI, R.  A theoretical 

approach to prediction of service life of unbonded flexible pipes under 

dynamic loading conditions. Marine Structures, v. 5, p.399-429, 1992. 

 

[14] COCKS, P.J.  Testing and structural integrity of flexibel pipes. Engineering 

Structures, v. 11, p.217-222, oct. 1989. 

 

[15] COSTELLO, G.A.  Large deflections of helical spring due to bending, Journal 

of the Engineering Mechanics Division, Technical Notes, v.103, Jun. 1977, 

p.481-487. 

 

[16] COSTELLO, G.A.  Theory of wire rope, New York, Springer Verlag, 1990. 

 

  



 20

[17] COYNE, J.  Analysis of the formation and elimination of loops in twisted cable. 

IEEE Journal of Oceanic Engineering, v.15, no 2., Apr.1990, pp. 72-83. 

 

[18] CUSTÓDIO, A.B.; VAZ, M.A.; ESTEFEN, S. F.  Análise local do 

comportamento de umbilicais submarinos sob carregamento axissimétrico.  

Sociedade Brasileira de Engenharia Naval, SOBENA-98, 12 p. 

 

[19] CRUZ, F.T.L.  Análise estrutural de linhas flexíveis pelo método dos 

elementos finitos. São Paulo, 1996. Dissertação (Mestrado). Escola 

Politécnica, Universidade de São Paulo. 

 

[20] FÉRET, J.J. & BOURNAZEL, C.L.  Calculation of stresses and slip in 

structural layers of unbonded flexible pipes. Journal of Offshore Mechanics 

and Arctic Engineering, v. 109, p.263-269, (1987). 

 

[21] FÉRET, J.; LEROY, J.M.; ESTRIER, P.  Calculation of stresses and slips in 

flexible armour layers with layers interaction.  Offshore Mechanics and 

Arctic Engineering, vol. V, Pipeline Technology, 1995, p.469-474. 

 

[22] GOTO, Y; OKAMOTO, T.; ARAKI, M.; FUKU, T.  Analytical study of the 

mechanical strength of flexible pipes. Journal of Offshore Mechanics and 

Arctic Engineering, v.109, Aug. 1987, p.249-253. 

 

[23] GOTTLIEB, O.; PERKINS, N.C.  Local and global bifurcation analyses of a 

spatial cable elastica. Journal of Applied Mech.,  v. 66, 1999, pp. 352-360. 

 

[24] HIBBELER, R.C.  Mechanics of Materials, 3rd ed., Prentice Hall, Inc., (1997). 

 

[25] HILL, R.T.; MEASAMER, J.C.  Advanced flexible pipe materials for 

aggressive hydrocarbon service. Proceedings of the Third International 

Offshore and Polar Engineering Conference, Singapore, 1993. Publ. by 

  



 21

The International Society of Offshore and Polar Engineers, USA, p.359-364, 

(1993). 

 

[26] HUANG, N.C.  Finite extension of an elastic strand with a central core. Journal 

of Applied Mechanics, v.45, Dec. 1978, p.852-858. 

 

[27] Informativo do Instituto de Estudos Avançados da Universidade de São 

Paulo, Ano VIII, no 43, maio/julho 1996. 

 

[28] JUVINALL, R.C.; MARSHEK, K.M.  Fundamentals of machine component 

design, 2nd ed, John Wiley & Sons, Inc., 1983. 

 

[29] KNAPP, R.H.  Derivation of a new stiffness matrix for helically armoured 

cables considering tension and torsion. International Journal for 

Numerical Methods in Engineering, v. 14, p.515-529 (1979). 

 

[30] KNAPP, R.H.  Structural modeling of undersea cables. Journal of Offshore 

Mechanics and Arctic Engineering, v.111, Nov. 1989, p.323-330. 

 

[31] LANTEIGNE, J.  Theoretical estimation of the response of helically armored 

cables to tension, torsion, and bending.  Journal of Applied Mechanics, v. 

52, Jun. 1985, p.423-432. 

 

[32] LE, T.T.; KNAPP, R.H.  A finite element model for cables with nonsymmetrical 

geometry and loads. Journal of Offshore Mechanics and Arctic 

Engineering, v. 116, feb. 1994, p.14-20. 

 

[33] LEGALLAIS, L.; STRATFOLD, M.; HARDY, J.  A new generation of 

umbilical hoses. Field drilling and development systems proceedings - 

25th Annual Offshore Technology Conference, pt 4. Publ. by Offshore 

Technology Conference, Dallas, Texas, USA, p.115-123, (1993). 

  



 22

 

[34] LEKHNITSKII, S.G.  Theory of Elasticity of an Anisotropic Body, Mir 

Publishers, Moscow, 1981. 

 

[35] LOVE, A.E.H.  A treatise on the mathematical theory of elasticity, 4th ed.. 

New York, Dover Publications, (1944). 

 

[36] LU, C.L.; PERKINS, N.C.  Nonlinear spatial equilibria and stability of cables 

under uni-axial torque and thrust.  Journal of Applied Mechanics, Vol. 61, 

p.879-886, Dec. 1994. 

 

[37] LU, C.L.; PERKINS, N.C.  Complex spatial equilibria of U-joint supported 

cables under torque, thrust and self-weight.  Int. J. Non-linear Mechanics, 

Vol. 30, no. 3, p.271-285, 1995. 

 

[38] MAKINO, Y. et al.  Development of light-weight flexible riser pipe. Field 

drilling and development systems proceedings - 25th Annual Offshore 

Technology Conference, v. 3. Publ. by Offshore Technology Conference, 

Dallas, Texas, USA, p.523-530, (1993). 

 

[39] MEIROVITCH, L.  Methods of analytical dynamics.  New York: McGraw-

Hill, 1970. ??  p. 

 

[40] MOORE, F.  Materials for flexible riser systems: problems and solutions. 

Engineering Structures, v. 11, p.208-216, oct. 1989. 

 

[41] O’BRIEN, P.J.; MCNAMARA, J.F.  Significant characteristics of three-

dimensional flexible riser analysis. Engineering Structures, v. 11, p.223-

233, oct. 1989. 

 

  



 23

[42] PATEL, M.H.; SEYED, F.B.  Internal flow-induced behaviour of flexible risers. 

Engineering Structures, v. 11, no 4, p.266-280, oct. 1989. 

 

[43] PATEL, M.H.; SEYED, F.B.  Review of flexible riser modelling and analysis 

techniques. Engineering Structures, v. 17, no 4, p.293-304, may 1995. 

 

[44] PATEL, M.H.; WITZ, J.A.; TAN, Z.  A flexible riser design manual, 2nd ed. 

Bentham Press, London, 1994. 

 

[45] PESCE, C.P.; ARANHA, J.A.P.; MARTINS, C.A.; TANAKA, D.; 

TANIGUCHI, C.  Estudos preliminares visando o desenvolvimento de 

métodos de previsão de vida útil de cabos umbilicais e tubos flexíveis 

para operação offshore. Programa básico de pesquisa e desenvolvimento. 

Relatório Técnico 02, EPUSP, out. 1993. Convênio USP/Pirelli, 50 p. 

 

[46] PESCE, C.P.  Cabos e tubos submersos em configuração de catenária: 

elementos de análise e dimensionamento na situação de operação. 

Monografia, EPUSP, 1994, 51 p. 

 

[47] PESCE, C.P.  Cabos e tubos submersos em configuração de catenária: 

elementos de análise e dimensionamento; fadiga. Monografia, EPUSP, 

1994, 42 p. 

 

[48] PESCE, C.P.; MARTINS, C.A.; ARANHA, J.A.P.  Tubo flexível de produção. 

Modelo simplificado de comportamento estrutural sob carregamento 

localizado pela ação de lagartas de tração durante o lançamento. Parte I - 

“Crushing”. Convênio EPUSP/Pirelli: Desenvolvimento de produtos da linha 

petróleo-offshore; relatório técnico, 1995. 

 

[49] PESCE, C.P.; MARTINS, C.A.; ARANHA, J.A.P.  Tubo flexível de produção. 

Modelo simplificado de comportamento estrutural sob carregamento 

  



 24

localizado pela ação de lagartas de tração durante o lançamento. Parte II 

- Efeito do “squeezing” e carregamento ao longo da linha. Convênio 

EPUSP/Pirelli: Desenvolvimento de produtos da linha petróleo-offshore; 

relatório técnico, 1995. 

 

[50] PESCE, C.P., RAMOS JR., R.; ARANHA, J.A.P.  Desenvolvimento de 

métodos de previsão de vida útil de produtos da linha petróleo-offshore, 

Fase I, Projeto 1.3.1: Distribuição de esforços solicitantes na seção, vol. I, 

modelo analítico, Relatório técnico Pirelli-FI-RT-1.3.1, 1996, 76 p.  

 

[51] PESCE, C.P.; RAMOS JR., R.; ARANHA, J.A.P.  Desenvolvimento de 

métodos de previsão de vida útil de produtos da linha petróleo-offshore. 

Fase I, Projeto 1.3.1: Distribuição de esforços solicitantes na seção, vol. II, 

aplicação do método dos elementos finitos, Rel. técnico Pirelli-FI-RT-1.3.1, 

fev. 1997, 60 p. 

 

[52] PESCE, C.P.  Mecânica de cabos e tubos submersos lançados em 

“catenária”: uma abordagem analítica e experimental. São Paulo, 1997.  

Tese (Livre Docência) - Escola Politécnica, Universidade de São Paulo. 

 

[53] PESCE, C.P. et al.  Estudo de comportamento estrutural de um cabo 

umbilical 9+3+1, vol. I: Avaliação de vida útil e análise em condições 

estáticas e dinâmicas. Convênio Pirelli/EPUSP-PNV, relatório técnico, fev. 

1998, 26 p.  

 

[54] PESCE, C.P.; MARTINS, C.A.; ARANHA, J.A.P.; RAMOS JR., R.  

Desenvolvimento de modelos voltados à mecânica estrutural de cabos 

umbilicais e tubos flexíveis. Workshop Rede de Pesquisa em Tecnologia 

Submarina, RECOPE - TECSUB, COPPE, UFRJ, Rio de Janeiro, 1998. 

 

  



 25

[55] PHILLIPS, J.W. & COSTELLO, G.A.  Contact stresses in twisted wire cables, 

Journal of the Engineering Mechanics Division, v. 99, april 1973, p.331-

341. 

 

[56] PHILLIPS, J.W. & COSTELLO, G.A.  Analysis of wire ropes with internal-

wire-rope cores, Journal of Apllied Mechanics, v. 52, sep. 1985, p.510-516. 

 

[57] PROGELHOF, R.C. & THRONE, J.L.  Polymer engineering principles: 

Properties, processes and tests for design. Hanser Publishers, 1993. 

 

[58] RAMOS JR., R. PESCE, C.P.; SANTOS, M.F.  Estudo de instabilidade 

estrutural de uma mangueira reforçada por carcaça intertravada para 

uso em cabo umbilical, vol. II: Cálculo da distribuição de pressão ao longo 

da carcaça por elementos finitos. Convênio Pirelli/EPUSP-PNV, rel. técnico, 

set. 1997. 

 

[59] RAMOS JR., R. et al.  Estudo de comportamento estrutural de um cabo 

umbilical 9+3+1, vol. II: Estudo de instabilidade estrutural das veias do 

núcleo elétrico em cabos umbilicais. Determinação do campo de deformações 

axiais nas veias do núcleo elétrico por elementos finitos. Convênio 

Pirelli/EPUSP-PNV, relatório técnico, fev. 1998. 

 

[60] RICARDO, O.G.S.  Teoria das Estruturas, McGraw-Hill, (1978). 

 

[61] SAEVIK, S.  A finite element model for predicting stresses and slip in flexible 

pipe armouring tendons. Computers & Structures, v. 46, n. 2, p.  219-230, 

(1993). 

 

[62] SEYED, F.B.; PATEL, M.H.  Mathematics of flexible risers including pressure 

and internal flow effects. Marine Structures, v. 5, p.  121-150, (1992). 

 

  



 26

[63] SHAMES, I.H.; DYM, C.L.  Energy and finite element methods in structural 

mechanics. McGraw-Hill Book Co., (1985). 

 

[64] SOUZA, A.P.F., ESTEFEN, S.F., VAZ, M.A.; ALVES, T.M.J. Colapso de 

dutos flexíveis sob pressão externa. Sociedade Brasileira de Engenharia 

Naval, SOBENA-98, 8 p. 

 

[65] SOUZA, L.A.L.  Rigidez à flexão de cabos umbilicais submarinos. Rio de 

Janeiro, RJ, 1998. Dissertação (Mestrado). Universidade Federal do Rio de 

Janeiro, COPPE. 

 

[66] STUMP, D.M.; FRASER, W.B.  The writhing of circular cross-sections rods: 

undersea cables to DNA supercoils.  Proc. R. Soc. Lond. A, 454, p.2123-

2156, 1998. 

 

[67] STUMP, D.M.; FRASER, W.B.  Multiple solutions for writhed rods: 

implications for DNA supercoiling.  Proc. R. Soc. Lond. A, 456, p.455-467, 

2000. 

 

[68] SUGIER, A. et al.  Weight reduction of flexible pipes using aluminium alloys. 

Proceedings of the Third International Offshore and Polar Engineering 

Conference, Singapore, 1993. Publ. by The International Society of Offshore 

and Polar Engineers, USA, p.194-200, (1993). 

 

[69] TIMOSHENKO, S.P.  Resistência dos Materiais, v. 2. Traduzido por Domício 

Falcão Moreira.  Livros Técnicos e Científicos, Rio de Janeiro, 1976. 

 

[70] TIMOSHENKO, S.P., KRIEGER, S.W.  Theory of plates and shells, 26a 

edição, McGraw-Hill Co - Singapore, 1959. 

 

  



 27

[71] TIMOSHENKO, S.P.; GOODIER, J.N.  Teoria da Elasticidade, 3a ed., 

Guanabara Dois, 1980. 

 

[72] TIMOSHENKO, S.P.; GERE, J.E.  Mecânica dos Sólidos, v.2, Tradução e 

coordenação técnica de José Rodrigues de Carvalho. Rio de Janeiro, LTC - 

Livros Técnicos e Científicos, 1984. 

 

[73] WITZ, J.A.; TAN, Z.  On the axial-torsional structural behaviour of flexible 

pipes, umbilicals and marine cables. Marine Structures, v. 5, p.205-227, 

(1992). 

 

[74] WITZ, J.A.; TAN, Z.  On the flexural structural behaviour of flexible pipes, 

umbilicals and marine cables. Marine Structures, v. 5, p.229-249, (1992). 

 

[75] WITZ, J.A.  A case study in the cross-section analysis of flexible risers. Marine 

Structures, v. 9, p.885-904, (1996). 

 

 

  


