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6. ANÁLISE DE INSTABILIDADE GLOBAL DE LINHAS 

 

 

Em aplicações offshore, a análise da estabilidade de tubos flexíveis e cabos umbilicais 

também é fundamental para assegurar que estes equipamentos possam suportar o 

carregamento aplicado durante as condições de lançamento e/ou operação sem apresentar 

dano (frequentemente causado pela curvatura excessiva imposta ao elemento quando 

ocorre a perda de estabilidade). Uma condição particular que deve ser verificada acontece 

quando a amplitude da tração dinâmica (T~ ), relacionada ao movimento imposto pelo 

sistema flutuante, excede localmente o valor da tração estática (isto pode ocorrer com 

freqüência em regiões de baixo tensionamento estático como, por exemplo, no TDP). Uma 

vez que a tração dinâmica muda ciclicamente no tempo, tal condição faz com que o riser 

(ou cabo) fique sob compressão dinâmica durante parte do ciclo, conforme ilustra a figura 

6.1. 
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Figura 6.1: Tração dinâmica (T
~

) e estática (T ) locais ao longo do tempo. 
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Além disto, condições para a formação de laços na linha (loops) também podem estar 

presentes. Tais condições sempre envolvem a aplicação de momentos de torção na linha, 

que podem surgir devido aos seguintes fatores (agindo isoladamente ou combinados): 

• torção devida à existência de perfil de correnteza helicoidal (como a que ocorre, por 

exemplo, na Bacia de Campos, RJ); 

• torção residual de fabricação/construção (freqüentemente encontrada em tubos 

flexíveis e umbilicais devido a presença das camadas helicoidais); 

• manobras erradas durante a operação de instalação; 

• torção residual associada à armazenagem de tubos flexíveis e cabos umbilicais em 

“cestas”. 

 

Do exposto, pode-se concluir que, se a carga de compressão dinâmica, dada por 

)~( TTP +−= , superar um dado valor crítico (Pcr), o riser/cabo não suportará mais 

qualquer acréscimo na carga de compressão e irá “buscar” uma nova configuração de 

equilíbrio. O valor de P nesta condição é chamado de carga crítica de flambagem e a 

importância de sua determinação para o projeto de risers pode ser atestada pelos 

seguintes motivos: 

a) a ação simultânea dos carregamentos mencionados (compressão dinâmica e torção) 

facilita a formação de laços (loops ou hockles) e de dobras (kinks) na linha, podendo 

comprometer sua integridade estrutural; 

b) se a carga crítica, para uma determinada condição, for conhecida não será necessário 

impor que as camadas internas suportem (em seu conjunto) valores de compressão 

superiores a Pcr (pois, quando P > Pcr, há flambagem global do riser), evitando-se, 

assim, um super-dimensionamento desnecessário da seção; 

c) no caso de a carga crítica for atingida para uma determinada condição, deve-se voltar 

a atenção para o comportamento pós-flambagem da linha, verificando-se se a 

curvatura máxima na linha ultrapassa valores máximos permitidos pelo projeto ou pelo 

fabricante. 
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Por outro lado, conforme assinalam Aranha et al. [9], resultados numéricos não são muito 

precisos quando a força de compressão local atinge valores próximos de Pcr. Isto pode ser 

demonstrado através da análise de um cabo ideal com rigidez flexional nula: apesar de tal 

elemento não suportar forças de compressão, os resultados numéricos indicam, algumas 

vezes, valores de compressão relativamente altos atuando no cabo. Por extensão, também 

podemos esperar problemas numéricos na análise de risers flexíveis (que possuem alguma 

rigidez flexional) quando a força de compressão se aproxima de Pcr. Isto sem citar as 

possíveis dificuldades de interpretação na análise dos resultados numéricos caso um valor 

de referência para Pcr não seja conhecido. 

 

É importante ressaltar ainda que: 

i) a determinação da carga crítica de flambagem para barras curvas de grande 

comprimento (em particular para risers) consitui-se num problema cuja solução 

permaneceu desconhecida durante bastante tempo (ver, p.ex., Rosenthal [60]); 

ii) vários pontos peculiares do problema, como a questão da determinação do 

comprimento de flambagem em barras curvas de grande comprimento e o efeito da 

curvatura na carga crítica de flambagem, foram respondidos apenas recentemente com 

as importantes contribuições de Aranha et al [9], que determinaram uma expressão 

analítica para a carga crítica de compressão em risers, porém para o problema plano 

apenas; 

iii) a determinação da carga crítica de flambagem para barras curvas de grande 

comprimento submetidas simultaneamente a compressão e torção constitui uma 

contribuição original à solução deste problema de estabilidade. 

 

Desta forma, tendo o projeto de risers e cabos como foco principal, mostraremos neste 

capítulo como obter a carga crítica de flambagem destes elementos sob determinadas 

condições (como, por exemplo, em função da torção localmente aplicada). Veremos ainda 

que a curvatura inicial local (decorrente da configuração estática da linha) desempenha um 

papel importante na obtenção da carga crítica. Também será mostrado que as 
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propriedades mecânicas do riser, como os valores de rigidez flexional (EI) e torsional 

(GJ), que foram objeto de estudo nos capítulos precedentes, têm grande importância na 

determinação das cargas críticas de flambagem. E, neste sentido, responderemos à 

seguinte pergunta: “Até que ponto os erros obtidos na avaliação das propriedades do riser 

são importantes na determinação das cargas críticas de flambagem?”. 

 

O capítulo está dividido em seis partes: no item 6.1 o problema a ser resolvido será 

descrito com mais pormenores, incluindo a apresentação de algumas hipóteses iniciais; o 

item 6.2 mostrará as equações gerais para a solução do problema; o item 6.3 tratará da 

aplicação das equações gerais para o problema particular descrito em 6.1; o item 6.4 

descreverá um procedimento para o cálculo da carga crítica de compressão dinâmica; no 

item 6.5 serão resolvidos alguns exemplos de aplicação para risers rígidos e flexíveis e o 

item 6.6 trará algumas considerações referentes à análise de estabilidade de risers. 
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6.1 Descrição do problema a ser resolvido 

O objetivo principal deste capítulo é a obtenção de uma expressão analítica para o cálculo 

da carga crítica de flambagem em risers e cabos que estejam submetidos simultaneamente 

à ação de compressão dinâmica e torção. Destaca-se, portanto, muito mais a preocupação 

com o problema de projeto do riser (ou cabo) do que com o problema de determinação 

do comportamento pós-flambagem como, por exemplo, tem sido a ênfase dos trabalhos 

publicados por Lu; Perkins [36, 37] e Gottlieb; Perkins [23]. 

 

Na presente análise, admitiremos que o riser/cabo se encontra inicialmente (ou seja, em 

sua configuração estática) num plano vertical (plano OYZ), estando submetido apenas à 

ação de seu peso próprio submerso e de uma correnteza atuando neste mesmo plano (ver 

figura 6.2). Admitiremos, ainda, para simplificar o problema, que neste estado inicial não 

há qualquer torção aplicada ao elemento, de tal forma que os eixos principais de flexão 

(Cx) e torção (Cz), em uma seção genérica do cabo, se encontrem paralelos ao plano 

OYZ do sistema de referência fixo OXYZ. 
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Figura 6.2: Configuração estática do riser. 

 

Deve-se ressaltar que o riser/cabo não está “preso” ao plano OYZ, de tal modo que 

podem existir deslocamentos para fora do plano quando forem aplicadas perturbações ao 

sistema. Desta forma, os resultados obtidos em nossa análise permitirão verificar se o 
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modo de flambagem ocorre no plano inicial em que se encontra o riser (conforme 

simplificação admitida implicitamente por Aranha et al. [9], ou se um modo de flambagem 

fora do plano inicial também é possível. 

 

Uma vez que as perturbações que levam à compressão dinâmica do riser/cabo estão 

associadas, sobretudo, ao movimento imposto pelo sistema flutuante ao qual o mesmo está 

conectado, e considerando que as freqüências de oscilação impostas ao sistema são 

geralmente baixas (da ordem de 0,1 Hz), podemos admitir que se trata de um problema de 

flambagem num regime quase-estático, e desconsiderar, portanto, as forças de inércia 

envolvidas no problema frente às forças de natureza elástica existentes77. 

 

Admitiremos, ainda, que a escala de comprimento em que ocorre a flambagem é muito 

menor que a escala de comprimento relacionada ao comprimento suspenso do riser/cabo 

e, diante disso, vamos considerar também que, pelo menos na região onde se está 

analisando a ocorrência de instabilidade, as seguintes simplificações sejam possíveis: 

a) o raio de curvatura local (na configuração estática) é praticamente constante para o 

trecho considerado; 

b) tanto a tração estática (T ) quanto a amplitude de tração dinâmica (T~ ) são 

praticamente constantes ao longo do comprimento de arco S, no trecho considerado. 

 

                                                 
77 Aranha et al. [9] utilizaram a mesma argumentação, obtendo resultados bastante satisfatórios, 

conforme será mostrado no item 6.4. 
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6.2 Equacionamento geral para a solução do problema 

De forma geral, as equações necessárias para a solução de problemas de análise estrutural 

compreendem: equações de equilíbrio, equações constitutivas e relações entre 

componentes de deslocamento e componentes de deformação. Neste item serão 

apresentadas as equações gerais (dentro da teoria clássica) usadas na solução de 

problemas de estruturas formadas por barras e cabos. As hipóteses necessárias à 

aplicação destas equações serão também apresentadas. 

 

6.2.1 Equações diferenciais de equilíbrio 

As equações diferenciais de equilíbrio de forças e momentos, com relação aos eixos 

principais de flexo-torção (x, y, z) na seção genérica de uma barra submetida a esforços 

distribuídos são dadas por (ver equações (a.21) e (a.22) do Anexo A): 
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onde: 
T : força normal à seção transversal do riser/cabo; 
Qx , Qy : forças cortantes nas direções x e y, respectivamente; 
Mx , My: momentos fletores nas direções x e y, respectivamente; 
Mz : momento de torção aplicado ao riser/cabo; 
fxi , fyi , fzi: forças distribuídas (por unidade de comprimento deformado do riser/cabo) nas 
direções x, y, z; 
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mxi , myi , mzi : binários distribuídos (por unidade de comprimento deformado do 
riser/cabo) nas direções x, y, z; 

tyx κκκ ,, : componentes de curvatura e torção da barra numa seção genérica, na 

configuração deformada; 
 

O subscrito “i” presente nas equações de equilíbrio (6.1) e (6.2) significa que as grandezas 

em questão estão associadas à uma dada configuração deformada iΣ , em contraste à 

configuração inicial (ou não-deformada) do riser/cabo denominada 1Σ . Lembramos 

também que estas equações são obtidas através da teoria clássica de barras (ver, p.ex., 

Love [35] e/ou Atanackovic [10]) e se baseiam nas seguintes hipóteses: 

a) as seções planas e ortogonais ao eixo central da barra (riser/cabo) na configuração 

não-deformada permanecem planas e ortogonais ao eixo central da barra (riser/cabo) 

na configuração deformada; 

b) as seções transversais não têm suas dimensões nem seu formato alterados após o 

carregamento. 

 

Deve-se observar ainda que as equações de equilíbrio (6.1) e (6.2) são equações de 

equilíbrio estático, pois, como já explicado no item 6.1, as forças de inércia são 

consideradas demasiadamente pequenas se comparadas aos demais esforços atuantes no 

cabo/riser, podendo ser desprezadas. Desta forma, todas as grandezas estáticas e 

cinemáticas do problema podem ser consideradas como sendo funções apenas do 

parâmetro Si (comprimento de arco, medido ao longo do eixo central do riser/cabo, em 

sua configuração deformada iΣ ). Contudo, podemos expressar todas estas grandezas em 

função do parâmetro S1 , que é o comprimento de arco, medido ao longo do eixo central 

do riser/cabo, em sua configuração não-deformada 1Σ . Consideremos, então, que as 

relações entre os esforços distribuídos por unidade de comprimento deformado e seus 

correspondentes por unidade de comprimento não-deformado sejam dadas por: 
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Pode-se mostrar então que as equações diferenciais de equilíbrio (6.1) e (6.2) podem ser 

reescritas na forma: 
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onde ε  representa a deformação “média”, medida ao longo do eixo central do riser/cabo, 

numa seção genérica. 

 

6.2.2 Equações constitutivas 

Em nossa análise, as seguintes relações lineares entre os esforços solicitantes e as 

componentes de deformação/curvatura serão admitidas: 

tzxxx
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Admitiremos também que as propriedades elásticas utilizadas nestas equações sejam 

constantes no tempo e no espaço (independendo, portanto, do carregamento aplicado). 

Além disto, consideraremos também que Ix = Iy = I, o que é bastante razoável para os 

elementos estruturais aqui estudados (sejam eles risers rígidos ou flexíveis), desde que uma 

possível ovalização, se houver, possa ser desprezada. 
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Devemos ressaltar, porém, que, no caso de tubos flexíveis, as equações que relacionam os 

esforços solicitantes com as componentes de deformação do tubo são muito mais 

complexas que as equações constitutivas aqui admitidas, conforme visto nos capítulos 

precedentes e em vários artigos que tratam do tema (ver, por exemplo, Féret; Bournazel 

[20] e Witz [75]). Desta forma, no tocante a análise de estabilidade de tubos flexíveis e 

cabos umbilicais, os resultados obtidos através da presente análise devem ser vistos com 

maior cuidado e, naturalmente, como uma primeira aproximação para o tratamento do 

problema. 

 

6.2.3 Relações entre as componentes de curvatura e torção e os ângulos 

de Euler 

Seja (OXYZ) um sistema fixo de coordenadas. Sejam ainda ( φψθ ,, ) os ângulos de Euler 

medidos entre o sistema fixo de coordenadas (OXYZ) e o sistema  local de coordenadas 

(Cxyz) com origem no centróide C de uma seção genérica do cabo e relacionado aos 

eixos principais de flexo-torção da seção, de tal forma que: θ  corresponde ao ângulo que 

o eixo local z (tangente ao eixo central do cabo) faz com o eixo fixo Z ; ψ  corresponde ao 

ângulo que um plano paralelo a estes dois eixos (z e Z) faz com o plano fixo XZ; e φ  

corresponde ao ângulo que o plano principal (x, z) da barra faz com o plano paralelo aos 

eixos z e Z, passando pelo centróide C (veja figura 6.3). Pode-se mostrar, assim, que as 

relações entre as componentes de curvatura ( yx κκ , ) e torção ( tκ ) e os três ângulos de 

Euler definidos acima são dadas por (ver, por exemplo, Love [35] ou Atanackovic [10]): 

θ
ψφ

εκ

φθ
ψ

φ
θ

εκ

φθ
ψ

φ
θ

εκ

cos.)1(

.sensen.cos.)1(

cos.sen.sen.)1(

11

11

11

dS
d

dS
d

dS
d

dS
d

dS
d

dS
d

t

y

x

+=+

+=+

−=+

    (6.7) 



 

 

204

 

 X

 Y

 Z

 O

 x

 z

 y

 X

 Y

 Z

 x

 y

 z
 θ

 ψ
 

 C

 

Figura 6.3: Definição dos ângulos de Euler utilizados. 

 

6.2.4 Relações entre componentes do vetor posição e ângulos de Euler 

Seja (C-O) = (X, Y, Z) o vetor posição do centróide C de uma seção transversal genérica 

do cabo (em sua configuração deformada iΣ ) e cujas componentes são medidas 

relativamente ao sistema fixo de coordenadas (OXYZ) e definidas pelo comprimento de 

arco S1 (medido ao longo do eixo central na configuração não-deformada do cabo). As 

relações entre as componentes de (C-O) e os ângulos de Euler anteriormente definidos são 

(ver, p.ex., Love [35] ou Coyne [17]): 

θε

ψθε

ψθε

cos).1(

sen.sen).1(

cos.sen).1(

1

1

1

+=

+=

+=

dS
dZ
dS
dY
dS
dX

    (6.8) 

 

Há, portanto, um total de 16 equações que devem ser usadas para a obtenção dos 16 

campos formados pelas seguintes incógnitas: 

• 6 componentes dos vetores resultantes de força e momento agindo no centróide de 

uma seção transversal arbitrária do riser/cabo ( zyxyx MMMTQQ ,,,,, ); 
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• 3 componentes de curvatura e torção ( tyx κκκ ,, ) e a deformação do eixo central do 

riser/cabo (ε ); 

• 3 ângulos de Euler ( φψθ ,, ); 

• 3 componentes do vetor posição do centróide de uma seção transversal arbitrária do 

riser/cabo (X,Y,Z). 

 

6.3 Aplicação das equações gerais para o problema proposto 

Solução do Problema Estático: 

Como admitimos que na configuração estática o cabo se encontra totalmente no plano 

OYZ (ver figura 6.2) e está submetido apenas a carregamentos neste mesmo plano, as 

seguintes simplificações podem ser aplicadas neste caso: 
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Portanto, os únicos campos que restam ser determinados são: ZYM yy  , , , , , T,,Q x θκε  

− todos os demais 8 campos sendo identicamente nulos ou constantes. Vamos admitir que 

a solução completa do problema estático seja conhecida e dada pelas seguintes funções: 

)()(                  )()(

)(  )(          )()(

)(  )(               )(    )(

)()(             )()(

1111

1111

1111

1111

SZSZSS

SYSYSMSM

SSSTST

SSSQSQ

yy

yyxx

==

==

==

==

εε

θθ

κκ

   (6.10) 

 

Tais campos devem satisfazer o seguinte conjunto (simplificado) de equações: 



 

 

206

 

( ) 0 1..

0       .

0      .   

1
1

1
11

1
11

  mQ
dS

d
EI

f
dS
d

Q
dS

Td

f
dS
d

T
dS
Qd

yx
y

y

zx

x
x

=+++

=+−

=++

ε
κ

θ

θ

    (6.11) 

yyy EIMEAT κε .       .   ==      (6.12) 

1

)1.( 
dS
d

y
θ

εκ =+      (6.13) 

( ) ( ) θεθε cos.1           sen.1
11

+=+=
dS

Zd
dS
Yd

   (6.14) 

 

Solução do Problema de Instabilidade: 

Uma vez encontrada a solução para o problema estático, a solução geral para o problema 

de instabilidade pode ser dada na forma: 

)(
~

)()( 111 SGSGSG +=     (6.15) 

onde: 

G(S1) corresponde à solução geral para um campo genérico G; 

)( 1SG  corresponde à solução do problema estático para o campo G; 

)(
~

1SG  é uma perturbação dada ao campo G. 

 

Na presente análise, admitiremos que todas as variáveis do problema possuam 

perturbações. Contudo, com relação às perturbações associadas às cargas distribuídas 

aplicadas ao cabo, admitiremos que: 

f~ x(S) = 0,   f~ y(S) = 0,   f~ z(S) = 0, 

m~ x(S) = 0,  m~ y(S) = 0,   m~ z(S) = 0 
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Se substituirmos, agora, a expressão (6.15), onde aplicável, nas equações gerais (6.4) a 

(6.8), e usarmos as equações dadas por (6.9) a (6.14), as seguintes relações serão 

finalmente obtidas (após desprezarmos alguns termos de ordem superior): 

Equações diferenciais de equilíbrio: 
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Equações constitutivas: 
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Relações entre componentes de curvatura e torção e ângulos de Euler: 
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Relações entre as componentes do vetor posição e os ângulos de Euler: 
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Das equações de equilíbrio (6.17) segue que − após usarmos as equações constitutivas 

dadas por (6.12) e (6.18) e lembrando que III yx ==  por hipótese: 
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   (6.21) 

 

Da equação (6.21-c), pode-se concluir que a perturbação correspondente à torção ( tκ~ ) 

deve ser praticamente constante ao longo do comprimento de arco S (numa escala 

correspondente ao comprimento de flambagem do cabo), desde que as hipóteses 

consideradas até então sejam válidas. Substituindo (6.21) nas equações de equilíbrio 

(6.16), encontraremos: 
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   (6.22) 

onde os parâmetros α, β   e γ  são dados por: 
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    (6.23) 

e sendo P = )~( TT +−  o valor da compressão dinâmica aplicada ao cabo (note que P > 0 

quando T~  < T− ). 

 

Se considerarmos agora que: 

a) os terceiros termos que aparecem nas equações (6.22-a) e (6.22-b) podem ser 

desprezados, uma vez que em ambos comparece a força cortante xQ  (que geralmente 

possui valores bastante pequenos ao longo do cabo) multiplicada por outras 

quantidades também muito pequenas; 

b) os valores de tração estática (T ), tração dinâmica (T~ ) e de curvatura estática ( yκ− ) 

são praticamente constantes ao longo do comprimento de arco S (conforme posto no 

item 6.1); 

 

as equações (6.22-a) e (6.22-b) ficam então simplificadas na forma: 
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    (6.24) 

onde os parâmetros α, β  e γ , dados por (6.23), têm agora valores constantes (devido à 

hipótese (b) acima). 

 

6.4 Cálculo da carga crítica de compressão dinâmica 

A solução analítica do sistema de equações diferenciais lineares e ordinárias (6.24) 

envolvendo as perturbações )(~
1Sxκ  e )(~

1Syκ  é: 
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onde k1 e k2  são raízes do polinômio: 

βλαλλ −+= .)( 2p      (6.26) 

ou, de forma explícita: 
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As quatro constantes Ai (1≤ i ≤ 4) que aparecem na solução dada por (6.25) devem ser 

obtidas através de condições de contorno apropriadas. Se designarmos por *l  a menor 

distância entre pontos do cabo com curvatura nula e associarmos a um destes pontos a 

origem a partir da qual o comprimento de arco S1 é medido, teremos as seguintes 

condições de contorno para a determinação das constantes Ai : 
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Deve-se observar que, da forma como foi definido, *l  corresponde ao “comprimento de 

flambagem” do cabo/riser, permanecendo, porém, como uma das incógnitas do problema. 

 

Aplicando as condições de contorno (6.28), chega-se ao seguinte sistema de equações: 
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de forma que as quatro constantes Ai (1≤ i ≤ 4) são dadas por: 
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  (6.30) 

 

Nota-se também que, qualquer que seja a relação γ/β  , a condição que garante a 

existência de soluções não-triviais (associada a indeterminação do sistema dado por 

(6.29)) é: 

Det(M) = 0      (6.31) 

sendo M a matriz dos coeficientes do vetor de incógnitas Ai . 

Da condição (6.31) resulta: 

( ) πnlkk 2. *
21 =−      (6.32) 

onde n ∈ Ν . 

Substituindo, agora, as equações (6.23) e (6.27) em (6.32) chegamos finalmente à seguinte 

condição: 
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A equação (6.33) fornece, portanto, uma relação entre a carga crítica P = )~( TT +−  e o 

momento de torção zM~ tGJ κ~.=  para a análise de estabilidade de risers e cabos 

submetidos simultaneamente à compressão dinâmica e torção. Deve-se ressaltar que tal 

relação é a mesma obtida por Greenhill que, em 1883, analisou o problema de estabilidade 

de barras inicialmente retas submetidas à compressão e torção (ver, p.ex., Love [35] e 

Atanackovic [10]). 

 



 

 

212

 

De fato, como foi observado78 por Aranha et al. [9], a influência da curvatura na 

determinação da carga crítica de flambagem reside na correta determinação do número n. 

Para obter uma expressão que nos forneça uma estimativa do “n” que deve ser usado em 

cada caso, precisamos apenas integrar a equação de compatibilidade dada por (ver, p.ex., 

Aranha et al. [9] ou Pesce [51], cap. 4): 

)(.
)(

~
1

1

1 Su
dS

Sdu
EA
T

x
z χ+=      (6.34) 

onde yκχ −=  é a curvatura inicial (i.é, na configuração estática) do riser/cabo na região 

onde a análise de estabilidade está sendo feita (lembre que, por hipótese, a curvatura inicial 

foi admitida constante), e ux(S1) e uz(S1) são componentes do deslocamento do centróide 

de uma seção transversal arbitrária (0 ≤ S1 ≤ l*), medidos nas direções x e z relativamente 

ao sistema de coordenadas local (Cxyz) na configuração estática do riser/cabo (ver figura 

6.2). 

 

Quanto ao campo de deslocamento ux(S1), necessário para a integração da equação de 

compatibilidade (6.34), pode-se mostrar que, em primeira ordem, vale: 

2
1

1
2

1

)(
)(~

dS

Sud
S x

y ≅κ      (6.35) 

Portanto, ux(S1) pode ser facilmente obtido através da substituição de (6.25) em (6.35) e 

posteriores integrações com as seguintes condições de contorno (admitidas): 

 0)(         0)0( * == luu xx     (6.36) 

 

Se, agora, integrarmos a equação de compatibilidade (6.34) entre S1 = 0 e S1 = l*, e 

admitirmos também que: 

 )()0( *luu zz =      (6.37) 

                                                 
78 Aranha et al. [9] propõem uma expressão para a determinação da carga crítica de flambagem em 

cabos, porém sem considerar a possibilidade de torção e de deslocamentos fora do plano inicial em que 

se encontrava o cabo. A expressão (6.33), que considera tais efeitos, é portanto mais geral. 
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teremos como resultado final: 
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sendo as funções g e h dadas por: 
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As equações (6.33) e (6.38) permitem, assim, a determinação da carga crítica de 

compressão dinâmica (Pcr) para uma dada curvatura local (χ) em função do momento de 

torção aplicado (também dinamicamente) ao riser/cabo. Lembramos, porém, que o 

“comprimento de flambagem” l*, que comparece nas equações citadas, permanece ainda 

como uma incógnita do problema, sendo necessária, portanto, ao menos uma estimativa de 

l*  para a solução do problema. 

 

Para contornar esta dificuldade, vamos considerar o argumento físico proposto por Aranha 

et al. [9] e admitir que, se o riser está sendo excitado dinamicamente a uma dada 

freqüência ω, a flambagem (caso ocorra) estará associada a uma escala específica de 

comprimento de onda a qual, pelo menos numa primeira aproximação, pode ser 

determinada a partir da relação de dispersão de uma viga reta dada por: 

4

2).(
EI
mm

k a ω+
=  

onde k é o número de onda e (m+ma) é a soma da massa do riser/cabo com a massa 

adicional, ambos por unidade de comprimento do riser/cabo. Portanto, a aqui denominada 

“escala de comprimento de flambagem local” l (que é uma estimativa para o comprimento 

de flambagem efetivo *l  ) será dada por: 
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Utilizando (6.39) como uma aproximação para o comprimento de flambagem efetivo *l  

podemos, finalmente, estimar a carga crítica de compressão dinâmica através do seguinte 

procedimento: 

i) para um dado riser/cabo e uma dada freqüência de excitação ω, a escala de 

comprimento de flambagem (l) é obtida através da relação (6.39); 

ii) seja η ∈ R o valor aproximado do inteiro n (ver equações (6.32) e (6.33)) de tal 

forma que seja possível admitir que: lln η=* ; 

iii)  substituindo *ln  por lη  em (6.33), podemos expressar P em função de zM~  e de 

lη ; 

iv) através das equações (6.23) e (6.27), os parâmetros k1, k2 e γ/β  também podem ser 

escritos como funções de lη ; 

v) substituindo as equações (6.30) na equação (6.38), e utilizando l ao invés de *l , 

pode-se obter o menor valor do real η que satisfaz tal equação; 

vi) tendo-se o valor de lη , o valor da carga crítica é, então, obtido a partir de (6.33). 

 

Para verificar a consistência do método proposto propomos analisar duas situações 

particulares, a saber: 

1) O riser não é submetido a torção: isto significa, em outras palavras, que o riser deve 

permanecer em seu plano inicial, ou seja, que a flambagem deve ocorrer no plano 

inicial (já que deslocamentos fora do plano estariam “impedidos”, por hipótese). Neste 

caso, os resultados devem recuperar os resultados obtidos por Aranha et al. [9], uma 

vez que a hipótese de flambagem “no plano” foi implicitamente admitida por estes 

autores; 

2) A curvatura inicial do riser é muito pequena: neste caso, os resultados obtidos pelo 

método proposto devem recuperar os resultados obtidos por Greenhill, que analisou a 
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estabilidade de barras inicialmente retas submetidas a torção e compressão 

simultâneas. 

 

Deixaremos a segunda comparação para o item seguinte quando, ao tratarmos de alguns 

exemplos de aplicação, verificaremos o que ocorre quando a curvatura inicial do riser é 

muito pequena. Quanto à primeira comparação, é possível mostrar, através das equações 

dadas neste item, que ao tomarmos o limite para 0~ →zM  (ou, de forma equivalente, para 

0~ →tκ ), teremos: 
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e, assim, a equação característica (6.38) para a determinação da incógnita η fica sendo: 

2
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onde: 
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que é exatamente a mesma equação característica obtida por Aranha et al. [9] para a 

determinação da carga crítica de flambagem de cabos curvos. 
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Deve-se observar que este resultado já é, por si só, um bom indicativo da consistência do 

método proposto pois consegue recuperar, com exatidão, a mesma equação proposta 

pelos autores acima citados para o caso particular em que a linha é “impedida” de sair de 

seu plano inicial. Ressaltamos ainda que os resultados analíticos obtidos por Aranha et al. 

[8, 9], com o uso da equação (6.40), foram comparados com resultados numéricos 

obtidos a partir de programas não-lineares no domínio do tempo, mostrando uma boa 

concordância em vários casos analisados. As figuras 6.4 e 6.5 ilustram alguns dos 

resultados obtidos por Aranha et al. [8, 9], mostrando que, quando a compressão 

dinâmica alcança valores próximos da carga crítica de flambagem (Pcr), prevista pela 

equação (6.40), o riser não consegue suportar valores maiores de compressão (e flamba). 

Assim, a carga crítica de flambagem corresponde a uma carga de “saturação” do 

riser/cabo. 
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Figura 6.4: Variação da força normal no TDP ao longo do tempo. Riser rígido, (período 
de excitação = 10s, amplitude da onda= 6 m), [9]. 
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Figura 6.5: Variação da força normal no TDP ao longo do tempo. Riser rígido, (período 
de excitação = 12s, amplitude da onda= 8 m), [9]. 

 

 

Contudo, também é importante lembrar que os programas numéricos utilizados como base 

de comparação por Aranha et al. [9] não consideravam, na época, a possibilidade de 

torção nos cabos e, portanto, só permitiam a verificação do fenômeno de instabilidade no 

plano. Com a utilização do método aqui proposto, que permite a possibilidade de torção 

do cabo/riser, pode-se ampliar a verificação e responder às perguntas: “O primeiro modo 

de flambagem ocorre realmente no plano inicial do riser ?”, “Um modo de flambagem fora 

do plano é possível?”, “Quais são as cargas de flambagem associadas à cada caso?”, etc. 

Tais perguntas serão respondidas nos itens seguintes. 
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6.5 Exemplos de aplicação 

Neste item faremos alguns exemplos de aplicação do método proposto no item anterior 

para a determinação das cargas críticas de compressão dinâmica em risers. Serão 

analisados dois exemplos de risers rígidos e um exemplo de riser flexível. Para efeito de 

distinção entre os risers rígidos a serem analisados, denominaremos o primeiro de riser 

rígido A, enquanto o segundo, de riser rígido B. 

 

6.5.1 Análise do riser rígido A 

A tabela 6.1 traz os dados do primeiro riser rígido a ser analisado (dados extraídos de 

Aranha; Pinto [8] e Aranha et al. [9]). 

Tabela 6.1: Dados do riser rígido A 

Propriedade Valor 

D (m) 0,2191 

EA (kN) 2,1x106 

EI (kN.m2) 9241 

GJ (kN.m2) 7108 

(m + ma) (kg/m) 108,6 

q (N/m) 307 
 

Inicialmente vamos analisar como é a variação de η com a curvatura local e com a 

freqüência imposta ao riser, admitindo que nenhuma torção seja aplicada (ou seja, 

admitindo que não haja deslocamentos “fora do plano inicial”). Três valores típicos de 

períodos de excitação foram utilizados nesta análise: 8s, 10s e 12s. Para cada um destes 

períodos, a curva correspondente η x log(χ.l), obtida através do procedimento detalhado 

no item anterior, é mostrada na Figura 6.6 (onde χ.l é um parâmetro adimensional 

relacionado à curvatura estática local χ  e ao comprimento l dado pela equação (6.39)). 
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Figura 6.6: Curvas η x log(χ.l) para diversos períodos de excitação (riser A, 0~ =tκ ). 

 

Pode-se observar que, neste caso ( 0~ =tκ ), o valor do número η79 a ser utilizado na 

equação (6.33) independe da freqüência de excitação (e, conseqüentemente, da escala de 

comprimento de flambagem l dada pela equação (6.39)), já que as três curvas coalescem 

numa única. A figura 6.6 mostra ainda que para valores muito pequenos de curvatura 

temos η ≅ 1 (ou seja, n = 1), ao passo que para grandes curvaturas η ≅ 3 (i.é, n = 3). 

Como era de se esperar, estes resultados estão totalmente de acordo com os encontrados 

por Aranha et al. [9]. 

 

Na região de transição, onde –2 < log(χ.l) < -1, nota-se um salto na curva, o que parece 

indicar (tendo em vista a equação 6.33) que o riser, neste caso, poderia flambar com n = 

1 ou n = 3, dependendo da “proximidade” com que estivesse de um outro caso. A linha 

tracejada vertical indicada na Figura 6.6 fornece um limite máximo estimado para a 

curvatura adimensional χ.l de tal forma que a deformação máxima do riser (em condições 

                                                 
79 Lembre que, pelo procedimento proposto, estamos admitindo que lln η=* . 
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estáticas e considerando apenas o efeito da curvatura80) não exceda 0,2%, garantindo-se, 

desta forma, que o material permaneça no regime elástico linear. 
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Figura 6.7: Comportamento da função dada pela equação (6.38) no intervalo 0 < η < 6 

(riser A, χ.l = 0,00605 ;  ltκ~ = 0 ;  Período = 8s) 

 

A figura 6.7 mostra o comportamento da função dada por (6.38) (com l* e n substituídos 

por l e η) na análise de um caso com pequena curvatura (χ.l ≅ 0,00605), sem aplicação 

de torção ( ltκ~ = 0) e para um período de excitação de 8s. Observa-se nitidamente que as 

duas primeiras raízes da função correspondem a n = 1 e n = 3 (os valores efetivamente 

obtidos para a variável η são, respectivamente, η ≅ 1,1198 e η ≅ 3,0005). Os valores 

das cargas críticas correspondentes aos dois primeiros modos são, então, Pcr ≅ 31,2 kN 

(para η ≅1,1198) e Pcr ≅ 224 kN (para η ≅ 3,0005), conforme equação (6.33). 

 

                                                 
80 Considerando risers lançados em configuração de catenária, pode-se mostrar que a região de maior 

curvatura é na proximidade do TDP, onde χ ≅ q/To. Portanto, a deformação associada à tração estática 

− dada por ε = To/EA = q/(χ.EA) − pode ser desprezada nestas regiões para os valores aqui 

considerados. 
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Deve-se observar que a determinação das raízes (η) deve ser realizada com cuidado, 

posto que a inclinação da função f(η), dada pela equação (6.38), para η ≅ 3, 5, ..., é 

extremamente acentuada, o que pode levar a dificuldades numéricas na obtenção das 

raízes. 

 

Ainda para este caso de pequena curvatura, a figura 6.8 mostra os dois primeiros modos 

de flambagem (associados a η ≅ 1,1198 e η ≅ 3,0005, respectivamente). Observe que 

apenas os deslocamentos transversais ux(S) (contidos no plano inicial do riser) estão sendo 

mostrados (pois a inexistência de torção está associada à inexistência de deslocamentos 

transversais uy(S)e vice-versa). Note ainda que os modos de flambagem praticamente 

coincidem com aqueles obtidos para uma viga reta bi-articulada. 
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Figura 6.8: Primeiro e segundo modos de flambagem para o riser A (χ.l = 0,00605; ltκ~  
= 0; Período=8s). 

 

Se alterarmos, agora, o valor da curvatura adimensional para χ.l = 0,605 (o que 

corresponde a uma grande curvatura) e mantivermos todos os demais parâmetros 

inalterados (i.é., ltκ~ = 0 e período =8s), veremos que o comportamento da função dada 

pela equação (6.38), com l* e n substituídos por l e η, é como mostra a figura 6.9, onde 

podemos notar que as duas primeiras raízes da função correspondem a n = 3 e n = 5 (os 

valores efetivamente obtidos para a variável η são, respectivamente, η ≅ 2,983 e η ≅ 

4,996). 
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Figura 6.9: Comportamento da função dada pela equação (6.38) no intervalo 0 < η < 8 
(riser A, χ.l = 0,605 ;  ltκ~ = 0 ;  Período = 8s) 

 

A figura 6.10 mostra os dois primeiros modos de flambagem obtidos para este caso de 

grande curvatura (correspondentes a η ≅ 2,983 e η ≅ 4,996). As cargas críticas de 

flambagem obtidas nestes casos sendo de Pcr = 221 kN (para η ≅ 2,983) e Pcr = 621 kN 

(para η ≅ 4,996). Deve-se observar que a existência de uma curvatura maior faz com que 

a primeira raiz seja η ≅ 3, i.é, com que o primeiro modo de flambagem só ocorra para n 

=3 (e não para n=1, como no caso de uma viga reta). 
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Figura 6.10: Primeiro e segundo modos de flambagem para o riser A (χ.l = 0,605; ltκ~ = 
0 ; Período=8s). 
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Para verificar a influência da torção nos resultados, definimos um segundo adimensional 

( ltκ~ ), que mede a magnitude da torção de acordo com a escala de comprimento de 

flambagem l. A figura 6.11 mostra as curvas η x log(χ.l), obtidas para o riser A, para 

diferentes valores do adimensional ltκ~  (foram analisados casos em que tκ~ = 0, 

tκ~ =0,0001 rad/m e tκ~ = 0,001 rad/m, que correspondem, respectivamente, a: ltκ~ = 0; 

ltκ~ =0,00605 e ltκ~ =0,0605). Casos envolvendo valores maiores de torção 

(correspondendo a )1(~ Olt ≥κ ) certamente violariam as hipóteses de pequenas 

perturbações (além de provocar deformações próximas ou superiores a do limite de 

escoamento do material) e, portanto, não foram considerados nesta análise. O período de 

excitação foi tomado igual a 8s para todos os casos estudados. 

 

Pela figura 6.11 podemos notar que, para os dois valores não-nulos de torção 

considerados, os valores de η passam de η ≅ 1 (para pequenos valores de curvatura) 

para η ≅ 2(para curvaturas maiores), o que equivale a n=1 (para pequenas curvaturas) e n 

= 2 (para grandes curvaturas). Podemos inferir, daí, que, no caso de estarmos diante de 

grandes valores de curvatura local, a simples possibilidade de permitirmos deslocamentos 

para fora do plano vertical faz com que haja uma diminuição da carga crítica de 

flambagem, já que o valor provável de n é 2 (e não 3 como previsto por Aranha et al [9]). 

A linha vertical tracejada na figura 6.11 indica um limite máximo estimado para a curvatura 

adimensional χ.l de tal forma que a deformação máxima do riser (em condições estáticas e 

considerando apenas o efeito da curvatura81) não exceda 0,2%, garantindo-se, desta 

forma, que o material permaneça no regime elástico linear. 

                                                 
81 Desconsiderando o efeito de uma possível tração, pode-se mostrar que o máximo alongamento de 

uma fibra num tubo submetido a uma dada curvatura (χ) e uma dada torção (κt) é dado por: 

( )[ ] 2/1222
1 .1.

4
)..(

4
)1(

t
e

e
D

D κχνχ
ν

ε +++
−

=  

Assim, para pequenos valores de torção (se comparados aos de curvatura), a fórmula acima fornece: 

2/.1 eDχε ≅ . Considerando, 3
1 10)( −=εO  e mDO e

110)( −= , resulta: 1210)( −−= m  O χ  e, 

portanto, 1).( =lO χ . 
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Figura 6.11: Curvas η x log(χ.l) para diversos valores de tκ~  (riser A, Período = 8s). 

 

Alguém, contudo, poderia questionar se o resultado n = 2 (para grandes curvaturas) seria 

obtido mesmo para valores muito pequenos de torção, uma vez que os valores não-nulos 

de ltκ~  considerados na figura 6.11 correspondem a binários de torção extremamente 

elevados. Para responder a esta pergunta, determinamos a primeira raiz da equação (6.38) 

para um caso em que χ.l = 0,1 (grande curvatura) e para diversos valores de torção 

(incluindo valores muito pequenos). A figura 6.12 mostra que mesmo para valores 

irrisórios de torção, e independentemente das freqüências de excitação aqui consideradas, 

a primeira raiz de (6.38) corresponde realmente a n = 2, confirmando nossas assertivas. 

Em outras palavras, sob a terminologia aplicada na teoria de sistemas dinâmicos, estamos 

diante de um quadro de bifurcação estrutural, controlado pelo parâmetro “torção”. 
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Figura 6.12: Valores de η para diversos valores de tκ~  (riser  A, χ.l = 0,1). 

 

As figuras 6.13 e 6.14 mostram o comportamento da função dada pela equação (6.38) 

para valores de curvatura (adimensionalizada) respectivamente iguais a χ.l = 0,00605 

(pequena curvatura) e χ.l = 0,605 (grande curvatura). O adimensional relativo a torção é 

ltκ~ =0,00605 e o período de excitação considerado é de 8s para ambos os casos. Como 

podemos notar pelas figuras 6.13 e 6.14, a existência de torção implica a ocorrência tanto 

dos modos ímpares de flambagem (associados a η ≅ 1, 3, 5,...) quanto dos modos pares 

de flambagem (associados a η ≅ 2, 4, 6,...). Contudo, de forma idêntica aos casos 

analisados anteriormente (sem torção, i.é, ltκ~  = 0), o modo correspondente a η ≅ 1 só 

ocorre para pequenas curvaturas. 
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Figura 6.13: Comportamento da função dada pela eq.(6.38) no intervalo 0 < η < 4 (riser 
A, χ.l = 0,00605 ;  ltκ~ = 0,00605 ;  Período = 8s) 
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Figura 6.14: Comportamento da função dada pela eq.(6.38) no intervalo 0 < η < 4 (riser 
A, χ.l = 0,605 ;  ltκ~ = 0,00605 ;  Período = 8s) 

 

A figura 6.15 ilustra os quatro primeiros modos de flambagem para o riser A, 

considerando um caso de pequena curvatura. Foram utilizados os mesmos dados que os 

indicados na figura 6.13, ou seja, χ.l = 0,00605 , ltκ~ = 0,00605 , Período = 8s. Os 
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valores correspondentes obtidos para η foram: η ≅ 1,12, η ≅ 2,00, η ≅ 3,00 e η ≅ 4,00. 

Deve-se observar que apenas os deslocamentos transversais ux(S) (contidos no plano 

inicial do riser) ocorrem nos modos ímpares (ver gráficos indicados à esquerda da figura 

6.15); ao passo que nos modos pares ambos deslocamentos transversais ux(S) e uy(S) 

ocorrem (ver gráficos indicados à direita da figura 6.15). Os deslocamentos transversais 

foram adimensionalizados dividindo-se seus valores pelo valor absoluto máximo obtido 

entre os dois campos existentes. 
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Figura 6.15: Modos de flambagem do riser A (χ.l =0,00605; ltκ~ = 0,00605; Per.=8s). 
Legenda: ux / umáx (o)    ;    uy / umáx (x) 

 

De forma análoga ao caso anterior, a figura 6.16 ilustra os quatro primeiros modos de 

flambagem para o riser A, considerando porém um caso de grande curvatura. Foram 

utilizados os mesmos dados indicados na figura 6.14, ou seja, χ.l = 0,605, 

ltκ~  = 0,00605, Período = 8s. Os valores correspondentes obtidos para η foram: 

η ≅ 2,00, η ≅ 2,98, η ≅ 4,00 e η ≅ 5,00. Nota-se que o mesmo comportamento 
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observado no caso anterior volta a se repetir aqui: nos modos ímpares ocorrem apenas 

deslocamentos transversais ux(S) (contidos no plano inicial do riser), conforme mostram os 

gráficos indicados à direita da figura 6.16; nos modos pares, ambos deslocamentos 

transversais ux(S) e uy(S) ocorrem (ver gráficos à esquerda da figura 6.16). 
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Figura 6.16: Modos de flambagem do riser A (χ.l =0,605; ltκ~ = 0,00605; Per.=8s). 
Legenda: ux / umáx (o)    ;    uy / umáx (x) 
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6.5.2 Análise do riser rígido B 

A tabela 6.2 traz os dados do segundo riser rígido a ser analisado (dados extraídos de 

Pesce [51]). 

Tabela 6.2: Dados do riser rígido B 

Propriedade Valor 

D (m) 0,27305 

EA (kN) 3,07x106 

EI (kN.m2) 25035 

GJ (kN.m2) 19258 

(m + ma) (kg/m) 176 

q (N/m) 535,57 
 

O objetivo desta segunda análise é apenas verificar se o mesmo comportamento obtido 

para o riser A se repete para o riser B, que possui propriedades bem diferentes. Assim, 

vamos analisar inicialmente como varia η com a curvatura local e com a freqüência imposta 

ao riser, admitindo que nenhuma torção seja aplicada. Os mesmos valores de períodos de 

excitação serão utilizados: 8s, 10s e 12s. Para cada um destes períodos, a curva 

correspondente η x log(χ.l) é mostrada na Figura 6.17. 
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Figura 6.17: Curvas η x log(χ.l) para diversos períodos de excitação (riser B, 0~ =tκ ). 
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Comparando as figuras 6.6 e 6.17, nota-se claramente que os dois risers exibem o mesmo 

comportamento, sendo o primeiro número de onda (n) igual a 1 quando a curvatura local é 

pequena, e passando para n = 3 quando a curvatura local apresenta valores maiores. A 

região de transição, situada no intervalo–2 < log(χ.l) < -1, também é recuperada neste 

caso. 

 

As figuras 6.18 e 6.19 mostram, respectivamente, o comportamento da função dada por 

(6.38) (com l* e n substituídos por l e η) para um caso com pequena curvatura (χ.l ≅ 

0,00688) e para um caso com grande curvatura (χ.l ≅ 0,688). Nos dois casos não há 

aplicação de torção ( ltκ~ = 0) e o período de excitação considerado é de 8s. 
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Figura 6.18: Comportamento da função dada pela equação (6.38) no intervalo 0 < η < 6 
(riser B, χ.l ≅ 0,00688 ;  ltκ~ = 0 ;  Período = 8s). 

 

Ao compararmos as figuras 6.18 e 6.19 com as figuras 6.7 e 6.9 (respectivamente) 

percebemos que o comportamento da função f(η) é o mesmo, não obstante estarmos 

tratando de risers com diferentes características. Deve-se ressaltar ainda que, embora o 

adimensional χ.l não seja exatamente o mesmo para os risers A e B, os valores utilizados 

são bem próximos (compare os valores de χ.l nas figuras 6.7 e 6.18 e, também, nas 

figuras 6.9 e 6.19). 
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Figura 6.19: Comportamento da função dada pela equação (6.38) no intervalo 0 < η < 8 
(riser B, χ.l ≅ 0,688 ;  ltκ~ = 0 ;  Período = 8s) 

 

Para analisarmos o comportamento do riser B na presença de torção, construímos as 

curvas η x log(χ.l) para diferentes valores do adimensional ltκ~  (tal como no caso do riser 

A, foram analisados casos em que tκ~ = 0, tκ~ =0,0001 rad/m e tκ~ = 0,001 rad/m, que 

correspondem, respectivamente, a: ltκ~ = 0; ltκ~ =0,00688 e ltκ~ =0,0688). O período de 

excitação considerado em todos os casos foi de 8s. A figura 6.20 mostra que os 

resultados obtidos para o riser B são exatamente equivalentes aos obtidos para o riser A 

(comparar figura 6.20 com figura 6.11). 
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Figura 6.20: Curvas η x log(χ.l) para diversos valores de tκ~  (riser B, Período = 8s). 

 

Para finalizar a comparação entre os resultados obtidos para os risers A e B, foram 

levantadas as curvas da função f(η), dada pela equação (6.38), para o riser B em duas 

situações distintas, a saber: 

i) com pequena curvatura (χ.l ≅ 0,00688) e com torção ( ltκ~  ≅ 0,00688) e  

ii) com grande curvatura (χ.l ≅ 0,688) e com torção ( ltκ~  ≅ 0,00688). 

 

Se compararmos os resultados obtidos para o riser B (ver figuras 6.21 e 6.22) com os 

obtidos para o riser A (ver figuras 6.13 e 6.14) podemos claramente notar que as curvas 

são praticamente as mesmas, apesar da pequena diferença existente entre os adimensionais 

utilizados em cada caso. 
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Figura 6.21: Comportamento da função dada pela equação (6.38) no intervalo 0 < η < 4 
(riser B, χ.l ≅ 0,00688 ;  ltκ~  ≅ 0,00688 ;  Período = 8s). 
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Figura 6.22: Comportamento da função dada pela equação (6.38) no intervalo 0 < η < 4 
(riser B, χ.l ≅ 0,688 ;  ltκ~  ≅ 0,00688 ;  Período = 8s). 

 

Através das diversas comparações feitas entre os resultados obtidos para os risers A e B, 

podemos inferir então que a determinação do parâmetro crítico n (ou seu equivalente real 

η), necessário ao cálculo da carga crítica de flambagem do riser (conforme equação 
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(6.33)), independe das características particulares do riser rígido estudado, sendo função 

apenas dos adimensionais que regem o fenômeno de instabilidade, estando entre eles 

seguramente os adimensionais de curvatura (χ.l) e de torção( ltκ~ ). 

 

Os próximos itens cuidarão da análise de estabilidade de um tubo flexível típico à luz do 

procedimento detalhado no item 6.4, admitindo-se que todas as hipóteses feitas para a 

obtenção da equação (6.33) sejam válidas. Para verificarmos a influência do erro devido à 

incerteza nos valores das constantes elásticas para a determinação da carga crítica de 

compressão dinâmica, a análise será feita de duas formas: i) utilizando as constantes 

elásticas obtidas através de ensaios (item 6.5.3) e ii) utilizando as constantes elásticas 

obtidas por métodos analíticos conforme procedimento detalhado nos capítulos 3, 4 e 5 do 

presente trabalho (item 6.5.4). 

 

6.5.3 Análise de um tubo flexível utilizando resultados experimentais 

para as constantes elásticas 

As principais propriedades do tubo flexível a ser analisado estão dadas na tabela 6.3 

(dados extraídos de Witz [75]). 

Tabela 6.3: Dados do tubo flexível 

Propriedade Valor Observação 

D (m) 0,1115 (diâmetro externo do riser) 

EA (kN) 83330 − 

EI (kN.m2) 0,96 − 

GJ (kN.m2) 24,4 (torção no sentido horário) 

GJ (kN.m2) 113,0 (torção no sentido anti-horário) 

(m + ma) (kg/m) 40,4 − 

q (N/m) 200 − 
 

Deve-se ressaltar que, no tocante às propriedades elásticas do tubo (EA, EI, GJ), os 

valores relacionados na tabela 6.3 foram estimados a partir de curvas obtidas através de 

ensaios do referido tubo (ver Witz [75]). Em todos os casos foram utilizados valores 
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“médios”, representativos das respectivas curvas obtidas experimentalmente (todas elas 

apresentando histerese). Observa-se ainda que, no caso particular da rigidez torsional GJ 

do tubo, dois valores são informados na tabela: um quando se trata de torção no sentido 

horário, e outro, no sentido anti-horário. Esta diferença nos obriga a analisar, também, a 

influência do sentido de aplicação da torção na estabilidade do tubo. Dividiremos, assim, a 

análise de estabilidade em três partes: 

i) Análise do tubo sem aplicação de torção; 

ii) Análise do tubo com torção no sentido horário; 

iii) Análise do tubo com torção no sentido anti-horário. 

 

6.5.3.1 Análise do tubo sem aplicação de torção 

Neste caso, vamos analisar apenas como varia o parâmetro η com a curvatura local e com 

a freqüência imposta ao riser. Os períodos de excitação utilizados serão os mesmos 

utilizados nas análises anteriores: 8s, 10s e 12s. Para cada um destes períodos, a curva 

correspondente η x log(χ.l) é mostrada na figura 6.23, onde se nota basicamente o mesmo 

comportamento já observado para os risers rígidos (a não ser pela  pequena translação 

 observada na região  de transição, aqui  compreendida entre -2,5 e -1,5). 
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Figura 6.23: Curvas η x log(χ.l) para diversos períodos de excitação (riser flexível 2,5”, 
constantes elásticas obtidas em ensaios, 0~ =tκ ). 
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6.5.3.2 Análise do tubo com torção no sentido horário 

Para analisarmos o comportamento do riser flexível na presença de torção (aplicada no 

sentido horário), construímos as curvas η x log(χ.l) para diferentes valores do 

adimensional ltκ~  (ver figura 6.24). Como nos casos anteriores (de risers rígidos), 

analisamos casos em que tκ~ = 0, tκ~ = 0,0001 rad/m e tκ~ = 0,001 rad/m. Ainda, dado o 

baixo valor de rigidez torsional do riser flexível aqui estudado, consideramos o caso em 

que tκ~  = 0,01 rad/m. Para as características do riser dadas na tabela 6.3 e considerando 

o período de excitação de 8s, a escala de comprimento de flambagem, neste caso, é 

l ≅ 7,8 m (conforme equação (6.39)). Assim, os correspondentes adimensionais de torção 

são: ltκ~  = 0; ltκ~  = 0,00078; ltκ~  = 0,0078 e ltκ~  = 0,078. Pela figura 6.24 podemos 

notar que as curvas obtidas para o riser flexível são bastante semelhantes às obtidas para 

os risers rígidos A e B (comparar figura 6.24 com figuras 6.11 e 6.20). Percebe-se, 

contudo, uma certa tendência de queda no valor do parâmetro η para casos de grande 

curvatura conforme aumentamos progressivamente a torção. Este fato será retomado nos 

itens seguintes. 
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Figura 6.24: Curvas η x log(χ.l) para diversos valores de tκ~  (riser flexível 2,5”, 
constantes elásticas obtidas em ensaios, torção horária, Per.=8s). 
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6.5.3.3 Análise do tubo com torção no sentido anti-horário 

A figura 6.25 mostra as curvas η x log(χ.l) obtidas para o mesmo riser flexível e para os 

mesmos dados do item anterior, sendo agora a torção aplicada no sentido anti-horário 

(portanto, com rigidez torsional maior, conforme tabela 6.3). Pela figura 6.25 nota-se uma 

visível diferença no comportamento das curvas obtidas quando comparadas às anteriores 

(ver figuras 6.11, 6.20 e 6.24). Como em todos os casos já vistos, aqui também 

observamos que η ≅ 1 para pequenas curvaturas, independentemente da torção aplicada 

(pelo menos para os níveis de torção aqui considerados). Porém, para casos de grande 

curvatura, notamos que o valor η ≅ 2 não é obtido para qualquer valor de torção, mas 

somente para valores muito pequenos (veja curvas para ltκ~ = 0,00078 e ltκ~ = 0,0078). 

Ao aumentarmos o valor da torção, nestes casos de grande curvatura, notamos que a 

tendência de queda no valor do parâmetro η, já percebida na figura 6.24, realmente 

ocorre. 
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Figura 6.25: Curvas η x log(χ.l) para diversos valores de tκ~  (riser flexível 2,5”, 
constantes elásticas obtidas em ensaios, torção anti-horária, Per.=8s). 

 

Se lembrarmos que a mudança no comportamento das curvas relacionadas às figuras 6.24 

e 6.25 deve-se apenas à mudança no valor da rigidez torsional GJ (conforme o sentido de 
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aplicação da torção), isto nos sugere a existência de outro adimensional, ligado a rigidez 

torsional, que também é importante para o estudo de estabilidade. Nada mais natural, 

portanto, se definirmos este novo adimensional como a razão entre a rigidez flexional do 

cabo (EI) e sua rigidez torsional (GJ). A fim de analisar a influência deste adimensional no 

valor do parâmetro η em casos de grande curvatura, construímos as curvas η x log( ltκ~ ), 

para o riser flexível aqui estudado, parametrizando-as em diversos valores de EI/GJ (ver 

figura 6.26). A rigidez flexional EI foi considerada constante (mesmo valor dado na tabela 

6.3), variando-se apenas os valores atribuídos à rigidez torsional GJ. As curvas obtidas 

com EI/GJ = 0,0085 e EI/GJ = 0,039 estão relacionadas, respectivamente, aos valores de 

rigidez torsional extraídos da tabela 6.3 (torção no sentido anti-horário e horário). As duas 

outras curvas, obtidas para EI/GJ = 0,01 e EI/GJ = 0,1, servem apenas como 

complemento, mostrando como seria o comportamento da curva para outros valores de 

EI/GJ. O adimensional ligado a curvatura do riser também foi mantido constante nesta 

análise ( l.χ  = 0,1). 
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Figura 6.26: Curvas η x log( ltκ~ ) para l.χ  = 0,1 e para diversos valores do adimensional 
EI/GJ (riser flexível 2,5”, Período = 8s). 

 

Pela figura 6.26 nota-se claramente uma tendência de diminuição do parâmetro η, que 

passa de η = 2 para pequenos valores de torção para η = 1 para valores mais altos de 
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torção. Deve-se observar ainda que esta tendência parece ocorrer para todos os valores 

de EI/GJ considerados. Pelas curvas obtidas pode-se inferir também que o adimensional 

EI/GJ está relacionado à determinação do valor de ltκ~  para o qual a transição de η = 2 

para η = 1 tem início: para valores mais baixos de EI/GJ, a transição também ocorre para 

valores mais baixos de ltκ~ . 

 

6.5.4 Análise de um tubo flexível utilizando resultados obtidos por 

métodos  analíticos para as constantes elásticas 

As propriedades mecânicas de um tubo flexível (como os valores de rigidez axial, flexional 

e torsional) podem ser medidas experimentalmente ou estimadas a partir de modelos 

analíticos. Para verificar se as diferenças entre os valores obtidos para tais propriedades, 

usando um ou outro método, têm influência significativa no comportamento do tubo quanto 

à estabilidade, analisaremos o mesmo tubo flexível do item 6.5.3, porém utilizando agora 

as propriedades mecânicas estimadas a partir dos modelos analíticos propostos nos 

capítulos 3 e 5. Os valores destas propriedades foram determinados nos capítulos 4 e 5 e 

estão reproduzidos na tabela 6.4 a seguir. 

 

Tabela 6.4: Dados do tubo flexível 

Propriedade Valor Observação 

D (m) 0,1115 (diâmetro externo do riser) 

EA (kN) 127000 − 

EI (kN.m2) 0,85 (modelo com escorregamento total) 

GJ (kN.m2) 81 (torção no sentido horário) 

GJ (kN.m2) 215 (torção no sentido anti-horário) 

(m + ma) (kg/m) 40,4 − 

q (N/m) 200 − 
 

Observamos novamente que, no caso particular da rigidez torsional GJ do tubo, dois 

valores são informados na tabela: um para torção no sentido horário, e outro para torção 
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no sentido anti-horário. Assim, de forma análoga ao que foi feito no item 6.5.3, dividiremos 

a análise de estabilidade em três partes: 

i) Análise do tubo sem aplicação de torção; 

ii) Análise do tubo com torção no sentido horário; 

iii) Análise do tubo com torção no sentido anti-horário. 

 

6.5.4.1 Análise do tubo sem aplicação de torção 
Vamos analisar apenas como varia o parâmetro η com a curvatura local e com a 

freqüência imposta ao riser. Os períodos de excitação utilizados serão os mesmos 

utilizados nas análises anteriores: 8s, 10s e 12s. Para cada um destes períodos, a curva 

correspondente η x log(χ.l) é mostrada na figura 6.27, onde notamos o mesmo 

comportamento observado na figura 6.23. 
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Figura 6.27: Curvas η x log(χ.l) para diversos períodos de excitação (riser flexível 2,5”, 
constantes elásticas dadas por modelos analíticos, 0~ =tκ ). 

 

6.5.4.2 Análise do tubo com torção no sentido horário 
Para analisarmos o comportamento do riser flexível na presença de torção (sentido 

horário), construímos as curvas η x log(χ.l) para diversos valores do adimensional ltκ~  



 

 

241

 

(ver figura 6.28). Como no item 6.5.3.2, os casos analisados envolvem os seguintes 

valores de torção: tκ~ = 0, tκ~ = 0,0001 rad/m, tκ~ = 0,001 rad/m e tκ~  = 0,01 rad/m. Para 

as características do riser dadas na tabela 6.4 e considerando apenas o período de 

excitação de 8s, a escala de comprimento de flambagem, neste caso, é l ≅ 7,6 m 

(conforme equação (6.39)), valor este bastante próximo daquele obtido no item 6.5.3.2. 

Os adimensionais de torção correspondentes ficam então dados por: ltκ~  = 0; ltκ~  = 

0,00076; ltκ~  = 0,0076 e ltκ~  = 0,076. 
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Figura 6.28: Curvas η x log(χ.l) para diversos valores de tκ~  (riser flexível 2,5”, 
constantes elásticas dadas por modelos analíticos, torção horária, Per.=8s). 

 

Comparando as curvas da figura 6.28 com as suas correspondentes da figura 6.24, 

notamos que em vários aspectos o comportamento do riser quanto a estabilidade é 

basicamente o mesmo, ou seja: 

i) para pequenos valores de curvatura (χ.l ≤ 0,001), que correspondem a uma situação 

em que o eixo central do riser é praticamente reto, há flambagem com η ≅ 1, 

independentemente do nível de torção aplicada; 
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ii) para curvaturas maiores (χ.l > 0,01), há flambagem com η ≅ 3, desde que o riser 

seja impedido de se deslocar fora de seu plano inicial (isto é, desde que não haja 

torção); 

iii) para χ.l > 0,01 e ltκ~  < 0,01,  há flambagem com η ≅ 2. 

 

A diferença fundamental entre os dois gráficos ocorre apenas na curva referente ao valor 

de torção tκ~  = 0,01 rad/m, onde notamos que, para valores de curvatura tais que χ.l > 

0,01, o gráfico 6.24 indica flambagem com η ≅ 2, enquanto o gráfico 6.28 indica η ≅ 1,7. 

Esta pequena diferença pode ser explicada pelo fato de os adimensionais EI/GJ possuirem 

valores ligeiramente diferentes nos dois casos analisados, conforme mostra a tabela 6.5. 

 

Tabela 6.5: Comparação entre valores do adimensional EI/GJ 

(EI/GJ): valores obtidos  
experimentalmente 

(EI/GJ): valores obtidos 
analiticamente 

Observação 

0,03934 0,0105 (torção no sentido horário) 

0,0085 0,00395 (torção no sentido anti-horário) 
 

Conforme já mencionamos no item 6.5.3,  o adimensional EI/GJ também influencia o 

comportamento do riser quanto a estabilidade, de tal maneira que, para valores mais 

baixos de EI/GJ, a transição de η = 2 para η = 1 também ocorre para valores mais baixos 

de ltκ~  ou, de forma equivalente, se fixarmos o valor do adimensional de torção ltκ~  e 

diminuirmos o valor do adimensional EI/GJ, o resultado será uma queda no valor do 

parâmetro η (ver figuras 6.26 e 6.30). Isto explica a diferença entre os gráficos das figuras 

6.24 e 6.28. 

 

6.5.4.3 Análise do tubo com torção no sentido anti-horário 
A figura 6.29 mostra as curvas η x log(χ.l) obtidas para o caso de torção no sentido anti-

horário e constantes elásticas determinadas a partir dos modelos analíticos desenvolvidos 

nos capítulos 3 e 5. Comparando as curvas da figura 6.29 com suas correspondentes da 
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figura 6.25, podemos verificar que o comportamento é basicamente o mesmo, de tal forma 

que os mesmos comentários feitos no item 6.5.4.2 valem também para este caso. É 

interessante obervar ainda que, para valores suficientemente altos do adimensional de 

torção ( ltκ~ ), não há mudança no valor do parâmetro η, que permanece com um valor 

bastante próximo da unidade, independentemente do valor atribuído ao adimensional de 

curvatura. 
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Figura 6.29: Curvas η x log(χ.l) para diversos valores de tκ~  (riser flexível 2,5”, 
constantes elásticas dadas por modelos analíticos, torção anti-horária, Per.=8s). 

 

Tal comportamento também pode ser verificado pela figura 6.30, que mostra diversas 

curvas η x log( ltκ~ ) parametrizadas segundo alguns valores do adimensional EI/GJ. A 

rigidez flexional EI foi considerada constante (mesmo valor dado na tabela 6.4), variando-

se apenas os valores atribuídos à rigidez torsional GJ. As curvas obtidas para EI/GJ = 

0,00395 e EI/GJ = 0,0105 estão relacionadas, respectivamente, aos valores de rigidez 

torsional extraídos da tabela 6.4 (torção no sentido anti-horário e horário). As duas outras 

curvas, obtidas para EI/GJ = 0,05 e EI/GJ = 0,1, servem apenas como complemento, 

mostrando como seria o comportamento da curva para outros valores de EI/GJ. O 
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adimensional ligado a curvatura do riser também foi mantido constante nesta análise ( l.χ  

= 0,1). 
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Figura 6.30: Curvas η x log( ltκ~ ) para l.χ  = 0,1 e para diversos valores do adimensional 
EI/GJ (riser flexível 2,5”, Período = 8s). 

 

 

6.6 Considerações referentes à análise de estabilidade 

Neste item propusemos um método para a determinação da carga crítica de flambagem em 

tubos flexíveis e cabos umbilicais submetidos a ação simultânea de compressão dinâmica e 

torção, considerando ainda o efeito da curvatura local. Através de uma análise cuidadosa, 

conseguimos mostrar que a relação entre os valores críticos de compressão dinâmica (P) e 

torção ( zM
~

) é dada simplesmente por (ver eq. (6.33)): 
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a qual coincide integralmente com a clássica equação de Greenhill, que em 1883 analisou o 

problema de estabilidade de barras (inicialmente retas) submetidas à compressão e torção. 
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A consistência da relação obtida foi verificada através de vários exemplos e comparações, 

incluindo resultados recentemente obtidos por Aranha et al. [8,9], que determinaram uma 

expressão para o cálculo da carga crítica de flambagem em cabos, incluindo o efeito da 

curvatura, mas sem considerar o efeito da possibilidade de torção. De posse dos vários 

resultados obtidos e das comparações feitas, podemos estabelecer os pontos principais 

que devem ser ressaltados nesta análise. São eles: 

a) há, pelo menos, três adimensionais que regem o fenômeno de instabilidade em cabos: o 

adimensional relacionado à curvatura local ( l.χ ), o adimensional relacionado à torção 

aplicada ( lt .~κ ) e o adimensional que estabelece a relação entre a rigidez flexional e a 

rigidez torsional do cabo (EI/GJ); 

b) ampliando algumas das conclusões estabelecidas por Aranha et al. [9], pudemos 

constatar que modos de flambagem que ocorrem fora do plano inicial do riser são 

possíveis; 

c) para valores muito pequenos de curvatura local ( l.χ  ≤ 0,001), que corresponde a 

casos em que o eixo central do riser/cabo é praticamente reto, a flambagem ocorre 

para n = 1, independentemente do nível de torção aplicada. Diga-se, de passagem, 

que esta conclusão está de acordo com as apresentadas por Greenhill (ver, p.ex., 

Love [35]) e por Aranha et al.[9]; 

d) para valores maiores de curvatura local ( l.χ  > 0,01), a flambagem pode ocorrer para 

n = 3 (desde que o riser/cabo esteja impedido de sair de seu plano inicial, ou seja, 

desde que não haja qualquer torção aplicada82), mas também para n =2 ou até mesmo 

para n = 1, dependendo do nível de torção aplicado e da relação EI/GJ do riser/cabo 

(ver figura 6.29, por exemplo); 

e) naturalmente, uma correta avaliação das propriedades mecânicas do riser/cabo é 

essencial para uma boa estimativa da carga crítica de flambagem, o que confere ainda 

                                                 
82 Este resultado confere com as conclusões apresentadas por Aranha et al. [9]. 
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maior importância à obtenção de modelos analíticos que possam fornecer os valores 

de rigidez com confiabilidade aceitável. 

 

 

Com relação aos modos de flambagem, podemos ainda inferir, através dos resultados 

obtidos, que: 

i) Nos casos em que não há torção (e, por conseqüência, sem deslocamentos 

transversais para “fora do plano inicial” do riser), apenas os modos “ímpares” de 

flambagem podem existir (note que nos casos analisados não foram encontradas raízes 

η ≅ 2, 4, 6, ... na ausência de torção); 

ii) Nos casos em que existe torção, mesmo que pequena, podem existir tanto os modos 

ímpares de flambagem (correspondentes a η ≅ 1, 3, 5,...) quanto os modos pares 

(correspondentes a η ≅ 2, 4, 6,...); 

iii) Os modos ímpares de flambagem estão associados a deslocamentos transversais 

totalmente contidos no plano inicial do riser/cabo (daí sua ligação com casos em que 

não há aplicação de torção). Já os modos pares estão associados à existência de 

deslocamentos transversais contidos no plano e fora dele também, ou seja, o modo de 

flambagem, neste caso, é tridimensional. 
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