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Anexo A:  Equações diferenciais de equilíbrio 

 

 

 

 

Anexo B:  Obtenção de equações constitutivas 
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Anexo C:  Geometria de feixes helicoidais 

 

 

Um dos elementos estruturais mais importantes de um tubo flexível ou de um cabo 

umbilical são os tendões que constituem as armaduras helicoidais de tração. Pelo fato de 

tais elementos apresentarem uma dimensão (comprimento) preponderante sobre as demais 

(largura e espessura), podemos representar sua geometria através das equações 

paramétricas de seu eixo. O objetivo deste anexo é apresentar alguns elementos de 

geometria que possibilitem a determinação de parâmetros importantes na análise estrutural 

das armaduras helicoidais (como a curvatura e tortuosidade iniciais, as variações de 

curvatura e tortuosidade, etc.). Cada um dos itens seguintes irá tratar da geometria destas 

camadas (baseando-se nas equações paramétricas do eixo central para um tendão 

genérico), considerando as seguintes situações: 

(1) Geometria inicial da camada: trata do estudo geométrico do eixo central do tendão de 

uma camada helicoidal em sua configuração não deformada; 

(2) Geometria da camada considerando carregamentos axissimétricos: trata do estudo 

geométrico do eixo central do tendão de uma camada helicoidal considerando apenas 

deformações provenientes de carregamentos axissimétricos; 

(3) Geometria da camada considerando flexão sem escorregamento: trata do estudo 

geométrico do eixo central do tendão de uma camada helicoidal considerando que o 

cilindro suporte que sustenta a camada (substrato) seja submetido a uma curvatura 

constante e que não haja escorregamento relativo entre a camada e o substrato; 

(4) Geometria da camada considerando flexão com escorregamento: idem ao anterior, 

considerando agora o escorregamento total entre os tendões que compõem a camada 

helicoidal e o substrato. 

 

Para diferenciar os parâmetros “comuns” que ocorrem em mais de uma situação (como, 

por exemplo, as expressões da curvatura nas situações (1), (2), (3) ou (4)), serão 
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utilizados subscritos que remetem ao caso particular que está sendo analisado. Desta 

forma, a expressão da curvatura para a situação (1), que trata da configuração não-

deformada da camada ( 1Σ ), será nomeada 1χ , e assim por diante. Os parâmetros que 

permanecerem constantes não serão diferenciados por subscritos. 

 

C.1. Geometria inicial da camada 

Admitiremos que a geometria inicial do tubo ou cabo e das camadas que o constituem 

esteja associada à sua configuração não-deformada ( 1Σ ). Nesta configuração admite-se 

que a estrutura (tubo ou cabo) esteja totalmente descarregada e tenha seu eixo central 

perfeitamente reto. Nestas condições, é razoável associarmos as equações paramétricas 

do eixo central de um tendão genérico, pertencente a uma dada camada helicoidal, às 

equações paramétricas de uma hélice cilíndrica de passo constante, que são dadas por: 

1
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 = 

sen. = 
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α
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θθ

θ
θ

−
=
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z
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     (c.1) 

onde 1R  é o raio do cilindro que suporta o eixo central do tendão (hélice); 1θ  é o valor do 

ângulo, medido a partir do eixo fixo X, que define a posição angular de um ponto da hélice; 

0θ  é o valor que 1θ  assume no plano z = 0; 1h  representa o passo da hélice e 1α  é o 

ângulo de assentamento inicial da hélice, medido a partir de um eixo paralelo ao eixo Z (ver 

figura c.1). 

 

O vetor posição de um ponto genérico (C1) pertencente à curva descrita pelas equações 

paramétricas (c.1) é então: 

z
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−
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onde ( zyx eee
rvr

,, ) são os versores associados respectivamente às direções X, Y e Z do 

sistema de coordenadas fixo OXYZ indicado na figura c.1. 

 



 

 

231

 

 X

 Z

 Y

h 1

oθ

R 1

h é l i c e

 O

 

Figura c.1: Representação do eixo central de um tendão por uma hélice cilíndrica. 

 
O comprimento de arco dS1 de um elemento infinitesimal é calculado através de: 
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resultando: 

1
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α
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C.1.1. Cálculo da curvatura e da tortuosidade iniciais 

O versor tangente à curva formada pelo eixo central do tendão passando pelo ponto C1 é 

definido por: 
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resultando: 
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.cos + ..cossen + ..sensen = 111111 αθαθα−    (c.6) 

Utilizando, agora, as fórmulas de Frenet dadas por: 
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teremos: 
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Obtemos, assim, as componentes do versor normal: 

yx een
rrr

.sen .cos = 111 θθ −−       (c.8) 

e a expressão para a curvatura: 
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Para o cálculo do versor binormal 1b
r

, pode-se partir da primeira das fórmulas (c.7), ou 

diretamente do produto vetorial entre os versores tangente e normal, resultando: 

zyx eeeb
rrrr

.sen + ..coscos ..sencos = 111111 αθαθα −    (c.10) 

e utilizando, agora, a segunda das fórmulas (c.7), obtemos a expressão para a tortuosidade 

1τ : 
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Resumindo, as expressões para os versores tangente ( 1t
r

), normal ( 1n
r

) e binormal ( 1b
r

) que 

definem o triedro de Frenet em cada ponto do eixo central de um tendão ficam: 
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E as expressões para a curvatura 1χ  e para a tortuosidade 1τ  ficam: 
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e 

1

11
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.cossen
   =  

R
αα

τ       (c.14) 

Deve-se ressaltar que todas as expressões dadas aqui foram obtidas para hélices com 

enrolamento positivo ( 1α > 0), conforme ilustra a figura c.1. Contudo, as mesmas 

expressões continuam válidas para hélices com enrolamento negativo, desde que se tome 

1α < 0. Deve-se observar, neste último caso, que um acréscimo no comprimento de arco 

S1 está associado a um decréscimo na variável 1θ  (ver equação (c.4)). 

 

C.1.2. Cálculo das curvaturas e da torção segundo eixos principais 

Um item importante na análise estrutural das camadas helicoidais presentes em tubos e 

cabos é a determinação das curvaturas xκ  e yκ  e da torção tκ  associadas aos eixos 

principais de flexo-torção da seção transversal do tendão numa dada configuração. 

Conforme o estudo feito no Anexo A do presente trabalho, vimos que os eixos principais 

de flexão da seção transversal de uma barra não coincidem, necessariamente, com as 

direções principais de curvatura da curva formada pelo eixo central da barra. De fato, as 

relações entre as componentes de curvatura segundo os eixos principais de flexão 

(designadas por xκ  e yκ ) e a curvatura χ  da curva formada pelo eixo central são dadas 

por (ver equações (a.9)): 
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onde fi é o ângulo formado entre o versor normal in
r

 e o plano principal de flexão (y, z), 

conforme mostra a figura c.2. 
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Figura c.2: Seção transversal genérica de um tendão indicando direções principais de 
curvatura ( ii bn

rr
  e  ) e direções principais de flexão da seção ( ii ji

rr
  e  ). 

 
Deve-se chamar a atenção para o fato de que, ao longo deste trabalho, serão utilizadas 

tanto a base formada pelos versores ( zyx eee
rvr

,, ), ligados ao sistema fixo de coordenadas 

OXYZ, quanto a base formada pelos versores ( iii kji
rrr

,, ), associados aos eixos principais 

de flexo-torção Cxyz de uma dada seção transversal do tendão numa configuração 

genérica iΣ , e a base formada pelos versores ( iii tbn
rrr

,, ), que fornecem as direções 

principais de curvatura e torção da curva formada pelo eixo central do tendão (ver figuras 

c.2 e c.3). 

X

Y
Z

O

C
x

y
 z

 

Figura c.3: Sistemas de coordenadas OXYZ (fixo) e Cxyz (eixos principais de flexo-torção 
da seção transversal do tendão). 

 

Do estudo feito no Anexo A vimos também que a torção é dada por (equação (a.10)): 

i
i

i
ti dS

df
τκ +=     

Considerando que estamos tratando da configuração inicial (não-deformada) do 

tubo/cabo, temos, de acordo com a notação empregada (uso do subscrito “1” para 

denotar tal configuração), as seguintes expressões para as curvaturas e para a torção 

segundo os eixos principais: 
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x

       (c.15) 

Para obtermos as expressões finais de 111   e   , tyx κκκ  precisamos conhecer como varia a 

função f1(S1). Faremos, então, as seguintes hipóteses: 

i) na configuração inicial do tubo/cabo, os tendões estão dispostos de tal forma que f1 é 

constante (i.é., é independente de S1); 

ii) as direções principais de flexo-torção da seção ( 111 ,, kji
rrr

) coincidem respectivamente 

com as direções principais de curvatura ( 111 ,, tbn
rrr

) da curva formada pelo eixo central 

do tendão, ou seja, 2/1 π=f . 

 

A hipótese (i) é bastante razoável e se justifica pela própria construção das camadas 

helicoidais. Já a hipótese (ii) será admitida pelos seguintes motivos: 

• em primeiro lugar, porque isto é bastante próximo da realidade quando tratamos, por 

exemplo, de tendões que possuam uma seção transversal tal que os versores 1n
r

 e 1i
r

 

sejam praticamente coincidentes. Isto é aceitável para tendões com seção transversal 

retangular, utilizados com freqüência na construção de tubos flexíveis; 

• em segundo lugar, para facilitar o tratamento matemático (que irá se mostrar bastante 

árduo em alguns itens posteriores). 

 

Utilizando as equações (c.13) e (c.14) e as simplificações acima, as relações para 1xκ , 

1yκ  e 1tκ  ficam dadas por: 
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Deve-se ressaltar, contudo, que as expressões dadas por (c.16) são válidas somente no 

caso em que as hipóteses (i) e (ii) feitas acima sejam aceitáveis. Para as seções transversais 

presentes em carcaças intertravadas e nas camadas de reforço de pressão, deve-se utilizar 

as equações gerais dadas por (c.15). 

 

C.2. Geometria da camada considerando carregamentos 

axissimétricos 

Consideremos, agora, que o tubo (ou cabo) esteja submetido a carregamentos 

axissimétricos como tração, torção, pressão externa e pressão interna (se se tratar de tubo 

flexível). Se admitirmos que tais carregamentos sejam aplicados de tal forma que o eixo 

central do tubo/cabo permaneça reto (como no caso anterior) e se desprezarmos o atrito 

interno entre as camadas helicoidais e as camadas adjacentes a elas, podemos também 

considerar neste caso que as equações paramétricas dos eixos centrais dos tendões que 

constituem as camadas helicoidais estejam associadas às equações paramétricas de uma 

hélice cilíndrica de passo constante. Desta forma, embora as expressões dadas no item 

anterior tenham sido desenvolvidas para a configuração não deformada do tubo (e 

conseqüentemente da camada), elas podem ser perfeitamente adaptadas para uma 

configuração deformada que “mantenha” a geometria do eixo central dos tendões próxima 

a de uma hélice cilíndrica de passo constante. Obviamente, deve-se neste caso utilizar os 

valores correntes do raio, do passo e do ângulo de assentamento da camada nas equações 

paramétricas da hélice deformada. As equações paramétricas do eixo central do tendão na 

configuração deformada ( 2Σ ) ficam então dadas por: 
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onde 2R , 2θ , 2h  e 2α  são os parâmetros equivalentes a 1R , 1θ , 1h  e 1α , porém 

relacionados à configuração deformada ( 2Σ ) da camada. Admitiremos que o valor do 
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parâmetro angular de referência 0θ  seja o mesmo nas configurações não-deformada ( 1Σ ) 

e deformada ( 2Σ ), desde que se trate, obviamente, do mesmo tendão. 

 

As relações entre as grandezas geométricas antes e após a deformação são dadas por: 
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ααα         (c.18) 

O vetor posição de um ponto genérico (C2) pertencente à curva descrita pelas equações 

paramétricas (c.17) é agora dado por: 
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onde ( zyx eee
rrr

,, ) são os versores associados respectivamente às direções X, Y e Z do 

sistema de coordenadas fixo OXYZ indicado na figura c.4. 

 X

 Z

 Y

h 2

oθ

R 2

h é l i c e

 O

 

Figura c.4: Representação do eixo central de um tendão na configuração deformada. 

 

O comprimento de arco dS2 de um elemento infinitesimal é calculado através de: 
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resultando: 
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O versor tangente à curva passando pelo ponto C2 é definido por: 
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resultando: 

zyx eeet
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Utilizando, agora, as fórmulas de Frenet dadas por: 
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teremos: 
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Obtemos, assim, as componentes do versor normal: 
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.sen .cos = 222 θθ −−       (c.25) 

e a expressão para a curvatura: 
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Para o cálculo do versor binormal 2b
r

, pode-se partir da primeira das fórmulas (c.24), ou 

diretamente do produto vetorial entre os versores tangente e normal, resultando: 

zyx eeeb
rrrr

.sen + ..coscos ..sencos = 222222 αθαθα −     (c.27) 

e utilizando, agora, a segunda das fórmulas (c.24), obtemos a expressão para a 

tortuosidade 2τ : 
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Resumindo, as expressões para os versores tangente ( 2t
r

), normal ( 2n
r

) e binormal ( 2b
r

) 

que definem o triedro de Frenet em cada ponto do eixo central de um tendão ficam: 
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E as expressões para a curvatura 2χ  e para a tortuosidade 2τ  ficam: 
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C.2.1. Cálculo da deformação do eixo central do tendão 

Neste item será deduzida uma expressão que relaciona a deformação média, 12,tε , de um 

tendão (medida na direção do versor tangente ao eixo central do tendão) com as 

componentes de deformação da camada helicoidal da qual ele faz parte. Como 

componentes de deformação da camada helicoidal serão consideradas as seguintes 

deformações: 

1. Deformação axial da camada helicoidal (ε h ): é a deformação medida na direção do 

eixo do tubo/cabo. Considerando que antes da aplicação dos esforços a camada 

considerada tenha uma altura de referência 1h  (passo na configuração não-deformada 

1Σ ), e que, após a aplicação dos esforços, a altura de referência tenha passado a um valor 

2h  (igual ao passo na configuração deformada 2Σ ), a deformação axial da camada será 

por definição: 
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Deve-se observar que, de acordo com a hipótese de que as seções transversais do 

tubo/cabo (que eram inicialmente planas antes da deformação) permanecem planas após a 
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deformação1, a deformação axial da camada helicoidal (ε h ) confunde-se com a 

deformação axial do próprio tubo/cabo, de tal forma que podemos escrever também: 

11

 =  = 
L
L

h
h

h
∆∆

ε        (c.33) 

onde 1/ LL∆  representa a deformação axial do tubo/cabo (medida na direção tangente ao 

eixo central do tubo/cabo) devida à aplicação dos carregamentos axissimétricos. 

 

2. Deformação circunferencial da camada helicoidal ( cε ): é a deformação devida à 

variação do diâmetro (ou raio) da camada provocada pelos carregamentos axissimétricos 

aplicados ao tubo/cabo. Considerando que antes da aplicação dos esforços (configuração 

inicial) a camada considerada tenha um raio 1R , e que, após a aplicação dos esforços 

(configuração deformada), o raio passe a ter um valor 2R , a deformação circunferencial da 

camada será por definição: 
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3. Deformação angular da camada helicoidal ( ϕε ): é a deformação devida à variação do 

número de voltas de um dado trecho da camada, medido a partir de uma posição de 

referência (como, por exemplo, a posição angular de referência 0θ ). Consideremos que o 

trecho da camada tenha comprimento 1L  (medido na direção do eixo OZ) antes da 

aplicação dos esforços, e que tal comprimento corresponda a um número de voltas N1 

dado por: 
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Após a aplicação dos esforços, o comprimento deformado da camada será 2L  (medido 

na direção do eixo OZ) e o número de voltas correspondente será: 

                                                 
1 Note que esta hipótese admite que não há escorregamento relativo entre as diversas camadas que 

constituem o tubo flexível ou o cabo umbilical. 
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A deformação angular ϕε  será, por definição: 
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ou, se definirmos a variável iϕ  como sendo a variação angular associada ao número de 

voltas iN  (para o trecho de camada de comprimento iL  numa dada configuração iΣ ), ou 

seja: 

0)(  .2  θθπϕ −== iiii LN       (c.36) 

teremos, de forma equivalente, a seguinte expressão para a deformação angular ϕε : 
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Se lembrarmos que, como as demais componentes de deformação, ϕε  deve ser constante 

ao longo do comprimento do riser (e, portanto, independente do comprimento de 

referência 1L  tomado inicialmente), podemos então escrever: 
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resultando: 

1

1
12

.
  

L
zϕ

θθ
∆

+=        (c.38) 

ou, usando a terceira das equações (c.1), teremos de forma equivalente: 

11

011
12 tan.

).(.
  

α
θθϕ

θθ
L
R −∆

+=       (c.39) 
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As expressões (c.38) e (c.39) fornecem, assim, as relações entre os parâmetros angulares 

2θ  (associado à configuração deformada 2Σ ) e 1θ  (associado à configuração inicial 1Σ ). 

 

Para o cálculo da deformação axial média, 12,tε , medida na direção do versor tangente ao 

eixo central do tendão e associada às configurações inicial ( 1Σ ) e deformada ( 2Σ ) da 

camada, consideremos um comprimento de arco, medido ao longo do eixo do tendão, 

com comprimento inicial 1S  (antes da aplicação dos esforços) e comprimento final 2S  

(após a aplicação dos esforços). Podemos definir a deformação 12,tε  do tendão como: 

1

12

1
12,  =  = 

S
SS

S
S

t
−∆

ε       (c.40) 

 

É fácil perceber que as quatro deformações definidas aqui não são independentes, já que é 

impossível ter uma delas com valor diferente de zero, tendo as demais valores nulos. Deve 

haver, portanto, uma relação que estabeleça um elo entre as quatro deformações dadas. 

Para encontrarmos tal relação, consideremos a figura c.5 que mostra o eixo retificado de 

um tendão, com ângulo de assentamento α, medido com relação ao eixo do tubo/cabo, 

numa configuração “intermediária” entre 1Σ  e 2Σ . 

α S L

ϕ .R
 

Figura c.5: Eixo retificado de um tendão numa configuração intermediária. 

 

Da figura c.5, obtemos imediatamente a relação: 
222 )(  ).( = LRS +ϕ      (c.41) 

onde os valores das variáveis S, ϕ , R e L se referem àqueles associados à configuração 

intermediária entre 1Σ  e 2Σ . 
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Diferenciando a equação (c.41), teremos: 

dLLdRdRRdSS .2  )...(.2 = .2 ++ ϕϕϕ  

Dividindo, agora, a relação obtida por (2.S2) e observando ainda pela figura c.5 que: 

S
L

S
R

  cos       e       
.

  sen == α
ϕ

α  

resulta finalmente: 







+








+=

L
dLd

R
dR

S
dS

.cos  .sen  22 α
ϕ
ϕ

α  

 

Aceitando a hipótese de linearidade geométrica, podemos agora considerar que os valores 

das variáveis S, ϕ , R e L, bem como do ângulo de assentamento α, correspondam a seus 

respectivos valores tomados na configuração inicial 1Σ . Da mesma forma, podemos 

considerar que os infinitésimos dLdRddS   e   , , ϕ  correspondam às variações 

LRS ∆∆∆∆  e  , , ϕ  associadas às configurações 1Σ  e 2Σ . Com estas simplificações, a 

equação fica: 








 ∆
+







 ∆
+

∆
=

∆

1
1

2

11
1

2

1

.cos  .sen  
L
L

R
R

S
S

α
ϕ

ϕ
α  

 
Utilizando agora as definições dadas anteriormente, resulta: 

1
2

1
2

12, cos. +  sen). + ( = αεαεεε ϕ hct      (c.42) 

ou, de forma equivalente: 

1
1

2

1
111

1
1

2
12, ).cos( +  .)..cos(sen).sen( = 

L
L

L
R

R
R

t
∆∆

+
∆

α
ϕ

αααε   (c.43) 

 

C.2.2. Comparação entre a equação (c.42) e outras obtidas na literatura 

A equação (c.42) estabelece a dependência entre a deformação axial média do tendão, 

12,tε , e as componentes de deformação da camada ( cε , ϕε  e εh ). Equações equivalentes 

à equação (c.42) foram também apresentadas por Féret; Bournazel [20], Knapp [29] e 

Pesce et al. [49], entre outros. A expressão trazida por Féret; Bournazel [20] é 



 

 

244

 

exatamente igual à equação equivalente (c.43), embora os autores utilizem uma notação um 

pouco diferente e não apresentem nenhuma dedução da relação. Os autores admitem 

também que as componentes de deformação εh  e ϕε  são as mesmas para todas as 

camadas que constituem o riser. Pesce et al [49] já apresentam em seu trabalho uma 

dedução formal para a equação (c.42), porém com algumas pequenas diferenças na 

definição das componentes de deformação, além de um trabalho algébrico muito mais 

extenso. 

 

Knapp [29] apresenta uma expressão exata (dentro das hipóteses admitidas) para o 

cálculo da deformação axial do tendão, partindo de simples considerações geométricas. A 

relação obtida é da forma: 

[ ] 1 - sen.)1.()1( +  cos.)+1( = 
2/1

1
222

1
22

12, αεεαεε ϕ++ cht   (c.44) 

Para a obtenção de uma relação mais simples, Knapp propõe a linearização da expressão 

(c.44), expandindo-a em série de Taylor e tomando apenas os dois primeiros termos da 

série (termos lineares). Após algumas simplificações, o autor chega à seguinte relação: 

( ) 1
22

1
2

12, sen.
2
1

  1.
2
1

 +  cos. = αεεαεε ϕ 







−+






 + cht    (c.45) 

Nota-se que a “linearização” proposta por Knapp terminou “um passo” antes da obtenção 

de uma verdadeira relação linear entre 12,tε  e as demais componentes de deformação: se 

multiplicarmos as expressões entre parênteses e desprezarmos os termos de ordem 

superior (não lineares), chegaremos exatamente à equação proposta (c.42). 

 

Deve-se ressaltar que, para os níveis de deformação alcançados nas aplicações práticas de 

tubos flexíveis e umbilicais (geralmente menores que 0,2% de deformação), todas as 

equações apresentadas fornecem praticamente o mesmo resultado, não havendo 

necessidade de utilizarmos equações mais complexas que a dada por (c.42), como as 

expressões fornecidas por Knapp [29]. 
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C.2.3. Cálculo da variação do ângulo de assentamento 

Neste item será deduzida uma segunda expressão bastante empregada na análise estrutural 

de tendões em armaduras helicoidais: a que relaciona a variação do ângulo de 

assentamento dos tendões com as componentes de deformação da camada. Para sua 

obtenção consideremos novamente a figura c.5 do item C.2.1 e a seguinte relação 

geométrica: 

L
R.

 =  tan
ϕ

α        (c.46) 

onde novamente os valores das variáveis ϕ , R, L e α se referem a uma configuração 

intermediária entre 1Σ  e 2Σ . Diferenciando a equação (c.46), virá: 

dL
L

R
dR

L
d

L
Rd

22

.
         +     =   

cos

ϕϕ
ϕ

α

α
−  

Após algumas simples manipulações, e utilizando novamente a relação (c.46), teremos: 









−+=

L
dL

R
dRd

d     .cos.sen  
ϕ
ϕ

ααα      (c.47) 

 

Como antes, podemos considerar (dentro da hipótese de linearidade geométrica) que os 

valores das variáveis α, ϕ , R e L correspondam aos respectivos valores associados à 

configuração não-deformada 1Σ . Também podemos considerar que os infinitésimos αd , 

ϕd , dR  e dL  correspondam às variações α∆ , ϕ∆ , R∆  e L∆  associadas às 

configurações 1Σ  e 2Σ . Com estas simplificações, a equação (c.47) fica: 








 ∆
−

∆
+

∆
=∆

111
11     .cos.sen  

L
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R
R

ϕ
ϕ

ααα  

 
Utilizando agora as definições dadas por (c.33), (c.34) e (c.37), resulta: 

( )hc εεεααα ϕ −+=∆ .cos.sen   11      (c.48) 

ou, de forma equivalente: 








 ∆
−

∆
+

∆
=∆

11
11

1
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2    .cos.sen    .cos 
L
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R
R

L
R αα

ϕ
αα    (c.49) 
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As equações (c.48) e (c.49) fornecem, assim, a variação do ângulo de assentamento de 

uma camada helicoidal em função das componentes de deformação da camada e do 

ângulo de assentamento inicial de uma forma bastante simples (note que a variação do 

ângulo de assentamento é definida por 12 ααα −=∆ ). 

 

C.2.4. Comparação entre a equação (c.48) e outras obtidas na literatura 

Expressões análogas à equação (c.48), ou sua equivalente (c.49), também são bastante 

recorrentes na literatura. Neste item será feita uma comparação entre a equação (c.48) e 

outras equações encontradas na literatura que permitem a determinação do ângulo de 

assentamento final dos tendões de armaduras helicoidais. 

Em seu artigo, Knapp [29] traz duas expressões deste tipo: a primeira é bastante geral, 

valendo inclusive para grandes deformações, enquanto a segunda consiste numa expressão 

mais simples, obtida pela “linearização” da equação geral. São elas, respectivamente: 

)1(

)1).(1(
  =   

tan
tan

1

2

h

c

ε

εε

α
α ϕ

+

++
      (c.50) 

e 

)1).(1( = 
tan
tan

1

2
hc εεε

α
α

ϕ −++      (c.51) 

 
Witz; Tan [72] trazem somente uma expressão para o cálculo do ângulo de assentamento 

final, a qual é bastante similar à primeira expressão dada por Knapp, com algumas 

pequenas diferenças quanto à notação empregada. Pesce et al. [49] trazem também uma 

expressão análoga, obtida com um maior trabalho algébrico, mas fornecendo diretamente a 

variação do ângulo de assentamento (e não a tangente do ângulo de assentamento final) em 

função de características geométricas da camada e das componentes de deformação da 

camada.As expressões fornecidas por Witz; Tan [72] e Pesce et al. [49] são, 

respectivamente2: 

)1(

)1(
 = 

tan
tan

1

2

h

c

ε

εε

α
α ϕ

+

++
      (c.52) 

                                                 
2 As notações empregadas por Witz & Tan e Pesce et al diferem um pouco da utilizada neste texto, por 

isso resolvemos adaptar as equações propostas por estes autores para a nossa notação. 
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e 

1
2

1

tan).1(1

).(tan
 = 

αεεε

εεεα
α

ϕ

ϕ

++++

−+
∆

ch

hc     (c.53) 

 
Embora as equações apresentadas pareçam bastante diferentes da equação (c.48), pode-

se mostrar que todas estas equações recaem na equação (c.48) se fizermos as respectivas 

aproximações em série de Taylor (em torno de 0  === ϕεεε hc ), retendo-se de forma 

consistente apenas os termos lineares da série. 

Lembrando novamente que os níveis de deformação alcançados nas aplicações práticas de 

tubos flexíveis e umbilicais são bastante pequenos (menores que 0,2% de deformação), 

podemos concluir que todas as equações apresentadas fornecem praticamente o mesmo 

resultado, não havendo necessidade de utilizarmos equações mais complexas que a dada 

por (c.48) ou sua equivalente (c.49). 

 

C.2.5. Cálculo das variações de curvatura e de tortuosidade 

A variação de curvatura em um ponto genérico do eixo central do tendão, devida à 

passagem da configuração não-deformada 1Σ  para a configuração deformada 2Σ , é por 

definição: 


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




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1

2
11212 χ

χ
χχχχ      (c.54) 

Utilizando, agora, as expressões (c.13) e (c.30), que fornecem, respectivamente, as 

expressões das curvaturas do eixo central do tendão nas configurações não-deformada 1Σ  

e deformada 2Σ , encontramos: 
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ou, de forma aproximada: 
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Substituindo a expressão acima em (c.54), resulta a seguinte forma linearizada para a 

variação da curvatura: 








 ∆
−

∆
=∆

11
112 tan

.2
.

R
R

α
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χχ       (c.55) 

ou, se usarmos a expressão (c.48), teremos uma expressão equivalente à (c.55) que 

fornece a variação da curvatura em função das componentes de deformação da camada: 

( )chc εεεεαχχ ϕ −−+=∆ ).(cos2. 1
2

112     (c.56) 

 
De forma análoga, a variação da tortuosidade é dada por: 
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11212 τ
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Se utilizarmos as expressões (c.14) e (c.31), que fornecem, respectivamente, as 

expressões das tortuosidades do eixo central do tendão nas configurações inicial ( 1Σ ) e 

deformada ( 2Σ ), teremos: 
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ou, de forma aproximada: 
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Substituindo esta última expressão em (c.57), resulta a seguinte forma linearizada para a 

variação da tortuosidade: 






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ou, se usarmos a expressão (c.48), teremos a seguinte expressão equivalente à (c.58) que 

fornece a variação de tortuosidade em função das componentes de deformação: 

( )[ ]chc εεεεαττ ϕ −−+=∆ ).2cos(.     1112     (c.59) 
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C.2.6. Cálculo das curvaturas e da torção segundo eixos principais 

Seguindo um raciocínio análogo ao feito no item C.1.2 e considerando que estamos 

tratando agora da configuração deformada 2Σ  da camada, temos, de acordo com a 

notação empregada, as seguintes expressões para as curvaturas e para a torção segundo 

os eixos principais de flexo-torção da seção transversal dos tendões: 

2
2

2
2

222

222

sen.   
cos.

τκ

χκ
χκ

+=

=
−=

dS
df

f
f

t

y

x

       (c.60) 

Para a determinação da função f2(S2), serão admitidas aqui hipóteses idênticas às admitidas 

no item C.1.2, a saber: 

i) estando o tubo/cabo submetido apenas a carregamentos axissimétricos (configuração 

deformada 2Σ ), podemos admitir que os tendões continuam dispostos de tal forma 

que f2 seja constante (e, portanto, independente de S2); 

ii) as direções principais de flexo-torção da seção ( 222 ,, kji
rrr

) coincidem respectivamente 

com as direções principais de curvatura ( 222 ,, tbn
rrr

) da curva formada pelo eixo central 

do tendão, ou seja, 2/2 π=f . 

 
Utilizando então as equações (c.30) e (c.31) e as simplificações acima, as relações para 

2xκ , 2yκ  e 2tκ  ficam dadas por: 

2
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2
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cos.sen

sen
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αα
τκ

α
χκ

κ

==

==

=

     (c.61) 

Como antes, devemos ressaltar que as expressões dadas por (c.61) são válidas apenas no 

caso em que as hipóteses (i) e (ii) feitas acima sejam aceitáveis (ver ressalvas feitas no item 

C.1.2). 
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C.3. Geometria da camada considerando flexão sem escorregamento 

Nos itens anteriores (C.1 e C.2) estudamos a geometria de uma hélice de passo constante 

que tinha como suporte um cilindro reto. As expressões obtidas naqueles itens são 

particularmente úteis para a determinação de parâmetros geométricos associados tanto à 

configuração não-deformada das armaduras helicoidais quanto à configuração deformada 

destas camadas em casos de carregamentos axissimétricos (ver Capítulo 3). Um outro 

estudo importante está relacionado à geometria que a hélice cilíndrica assume quando o 

cilindro suporte sofre uma curvatura em torno de um eixo. Os resultados obtidos a partir 

deste estudo geométrico servirão para a análise de tubos e cabos submetidos a 

carregamentos combinados envolvendo flexão (ver capítulo 5). Sem qualquer prejuízo da 

generalidade, admitiremos que o estudo a ser realizado neste item esteja partindo da 

configuração deformada 2Σ , ou seja, o tubo (ou cabo) já está previamente deformado 

devido à aplicação de carregamentos axissimétricos. A nova configuração deformada, 

devida à superposição da flexão aos carregamentos axissimétricos, será nomeada 

configuração deformada 3Σ . Os itens seguintes tratarão do estudo geométrico das 

camadas helicoidais nesta nova configuração deformada. 

 

C.3.1. Estudo da geometria para curvaturas “positivas” 

Para a obtenção das equações paramétricas dos pontos pertencentes ao eixo central de 

um tendão cujo substrato está sendo fletido, consideremos a figura c.6, que mostra a 

mesma hélice cilíndrica apresentada na figura c.4, tendo agora seu cilindro suporte se 

“transformado” num toróide com raio de curvatura ρ = 1/K  (K sendo a curvatura). Sem 

perda de generalidade, podemos considerar que a flexão ocorre em torno do eixo fixo OX, 

como ilustrado nas figuras c.6 e c.7. 
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Figura c.6: Representação 3D do eixo central de um tendão fletido. 
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Figura c.7: Vista lateral (plano YZ) da hélice deformada. 
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A figura c.6 mostra ainda o triedro de Frenet ( ccc bnt
rrr

,, )3 associado à curva formada pelos 

pontos do eixo central do tubo/cabo (representado pela linha pontilhada passando pela 

origem do sistema de referência OXYZ). Deve-se observar que, como o vetor curvatura 

para esta curva é dado por: 

xxc eb
rrr

..KK κ==  

e sendo os versores cb
r

 e xe
r

 coincidentes, resulta: K=xκ . Desta forma, diremos que a 

configuração deformada ilustrada na figura c.6 está associada a uma “curvatura positiva” 

(pois K=xκ  > 0), e as equações a serem obtidas aqui serão, portanto, válidas para este 

caso. Mais adiante, discutiremos as mudanças para o caso de curvaturas “negativas”. 

 

Considerando ainda que o tubo ou cabo, do qual faz parte o tendão que está sendo 

analisado, tenha uma distribuição axissimétrica de material, e que o raio de curvatura ( ρ ) 

imposto a ele seja pelo menos uma ordem de grandeza maior que uma dimensão 

característica de sua seção transversal (como o raio), podemos admitir que o eixo central 

do tubo/cabo não possua qualquer deformação adicional, ou seja, que o comprimento dos 

elementos lineares pertencentes a este eixo após a deformação por flexão (configuração 

deformada 3Σ ) tenha o mesmo valor que antes da deformação por flexão (configuração 

deformada 2Σ ). 

 

Tomemos, agora, dois pontos (Q2 e C2) que, antes da flexão do tubo/cabo, pertenciam a 

uma mesma seção transversal do tubo/cabo: o primeiro (ponto Q2) estando situado sobre o 

eixo central do tubo/cabo, e o segundo (ponto C2), sobre o eixo central do tendão. As 

coordenadas que definem a posição do ponto C2, antes da deformação, são portanto as 

mesmas dadas pelas relações (c.17), ou seja: 

                                                 
3 Utilizaremos o subscrito “c” quando nos referirmos aos versores associados ao triedro de Frenet do 

eixo central do tubo/cabo, para diferenciar da notação empregada para os versores associados ao 

triedro de Frenet do eixo central do tendão (sem o subscrito “c”). 
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Admitindo que durante a flexão não haja escorregamento entre os tendões e o substrato, e 

também que não haja empenamento da seção, os dois pontos continuam a pertencer a um 

mesmo plano na configuração deformada 3Σ  do tubo, sendo agora denotados por Q3 e 

C3, respectivamente (ver figura c.7). Deve-se observar que estas duas premissas (não-

escorregamento e não-empenamento) estão relacionadas à hipótese de Navier, ou seja, as 

seções transversais (do tubo) que eram planas antes da deformação continuarão planas 

após a deformação. 

 
Pela figura c.7, é imediato perceber que o ângulo β  definido pelo arco OQ3  é dado por: 

S
S

∆=
∆

=   K.    
ρ

β  

onde S∆  representa o comprimento de arco medido ao longo do eixo central do 

tubo/cabo, entre os pontos O e Q3. 

 

Lembrando, agora, que o eixo central do tubo/cabo permanece “indeformável” após a 

flexão, teremos: 

2

22
2 tan

).(
α

θθ oR
zS

−
==∆  

resultando: 

2

22

tan
).(.K

  
α

θθ
β oR −

=       (c.63) 

Designando por d a distância entre os pontos Q3 e a projeção do ponto C3 no plano YZ, 

temos ainda: 

22 sen.    θRd =        (c.64) 

É fácil perceber através das figuras c.6 e c.7 que as coordenadas finais do ponto C3 ficam 

então dadas pelas seguintes relações: 
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βρ
ρβρ

θ

sen).(
cos).(
cos.

3

3

2223

dz
dy
Rxx

+=
−+=

==
 

ou, lembrando que ρ = 1/K e usando (c.63) e (c.64), virá: 
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R
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R
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   (c.65) 

 

É imediato verificar que as equações (c.65) recuperam (c.62) no limite para K→ 0. 

 

Através de (c.65) podemos obter o comprimento de arco infinitesimal associado à hélice 

deformada (configuração deformada 3Σ ): 

2
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3
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resultando: 

[ ]
2

222/1 2
222

2
2

2
3 sen

.
.)sen.K1.(cossen

α
θ

θαα
dR

RdS ++=   (c.66) 

Definindo o parâmetro adimensional de curvatura dado por: 

2.K R=η         (c.67) 

e a variável ξ  dada por: 

[ ] 2/1 2
22

2
2

2
22 )sen.1.(cossen),,( θηααθηαξ ++=   (c.68) 

podemos reescrever a equação (c.66), que fica simplesmente: 

2
2

2
3 .

sen
.

θ
α

ξ
d

R
dS =        (c.69) 

Note que no limite para K→ 0, temos: η → 0 e ξ  → 1, de tal forma que a relação (c.69) 

recupera (c.21), como esperado. 
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O versor tangente à curva (associada ao eixo central do tendão) passando por C3 é: 

3

2

2

3

3

3
3 .        

dS
d

d
rd

dS
rd

t cc θ
θ

rrr
==      (c.70) 

onde 3cr
r

 = (C3 – O) é o vetor posição do ponto C3, com relação ao sistema fixo OXYZ. 

Usando, então, as relações (c.65), que fornecem as componentes do vetor 3cr
r

, e as 

relações (c.67) a (c.69), virá: 

zzyyxx etetett
rrrr

.  .  .  3333 ++=      (c.71) 

sendo: 
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Novamente, pode-se perceber que quando K→ 0, temos: η → 0, β  → 0, ξ  → 1, e a 

equação (c.71) recai consistentemente na equação (c.23). 

 

Utilizando, agora, as fórmulas de Frenet para a condição deformada ( 3Σ ) do eixo central 

do tendão, teremos: 
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      (c.72) 

E da terceira das relações (c.72), virá: 
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θ
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rrr
==  

Obtemos, assim, as componentes do versor normal: 
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zzyyxx enenenn
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sendo: 
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e as funções gi(α2,η,θ2), 1≤ i ≤ 5, são: 

( )

( ) 







++

+
=

−+
+

=









−+

+
=

−−
+

−=

+
=

βθθη
α
β

ξ

θηθαη
θηα

α
βθη

βθ
α

θηβη
θηα

βθθη
α
β

ξ

θηθαη
θηα

α
βθη

βθ
α

θηβη
θηα

ξ

θηθαη
θηα

sen.cossen.1
tan
cos

.
)sen.1.(cos.cos.

),,(

tan
cos.cos.2

    sen.sen    
tan

)sen.1.(sen.
),,(

cos.cossen.1
tan
sen

.
)sen.1.(cos.cos.

),,(

tan
sen.cos.2

    cos.sen    
tan

)sen.1.(cos.
   ),,(

)sen.1.(sen.cos.
  ),,(

22
2

2
222

2

225

2

2
2

2
2

2
224

22
2

2
222

2

223

2

2
2

2
2

2
222

2
222

2

221

g

g

g

g

g

 

onde β   e ξ  são dados respectivamente pelas relações (c.63) e (c.68), e 3χ é a curvatura, 

cuja expressão final é dada por: 
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2/1
222221

3
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    (c.74) 

sendo as funções fi(α,η,θ), 1≤ i ≤ 2, dadas por: 
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Pode-se facilmente verificar que a expressão (c.74) recupera (c.30) no limite para K→ 0. 

Da mesma forma, vê-se que, no limite, as componentes do versor normal dadas por (c.73) 

recaem nas componentes dadas pela equação (c.25). 

 

Uma vez conhecidas as componentes dos versores tangente e normal, dadas 

respectivamente pelas relações (c.71) e (c.73), pode-se determinar as componentes do 

versor binormal diretamente através do produto vetorial entre os dois primeiros, 

resultando: 

zxyyxyzxxzxyzzy ent.ntent.ntent.ntntb
rrrrrr

)..(+ )..( )..(  = 333333333333333 −−+−=×   (c.75) 

 

Pode-se mostrar que as componentes do versor binormal também recuperam as 

componentes dadas por (c.27) no limite para K→ 0. 

 

Para o cálculo da tortuosidade, podemos utilizar tanto a primeira quanto a segunda das 

relações (c.72), já que dispomos agora de todos os parâmetros necessários ao cálculo. 

Utilizando, por exemplo, a segunda relação, teremos: 

1

2

3

2

3

3

3
3 .

−









==
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     (c.76) 

 
O desenvolvimento de (c.76), no entanto, não compensa as dificuldades em expressá-la 

algebricamente através de uma relação matematicamente simples. O êxito nesta empreitada 

não conduziria, do ponto de vista prático, a nada melhor do que resultaria de uma simples 

expansão em série de Taylor. Deixaremos de lado esta tarefa, que poderá, se necessário, 

ser executada com o auxílio de um manipulador algébrico-computacional. Assim, se ao 

desenvolvermos a relação (c.76) substituirmos 222   e  , θαR  por: 
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e fizermos a expansão em série de Taylor de (c.76) (em torno de 0=∆R , 0=∆α , 

0=∆ϕ  e K = 0), retendo apenas os termos lineares (em   Ke   , , ϕα ∆∆∆R ), teremos a 

seguinte expressão linearizada para 3τ : 








 −−
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−= 1

1
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11
2

1
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1 R
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R
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θαα
α

α
ττ   (c.77) 

 

Pode-se facilmente verificar que, para K=0, a expressão (c.77) recai de forma consistente 

nas equações deduzidas no item C.2.5 (ver equações (c.57) e (c.58)). 

 

C.3.2. Observação para o caso de curvaturas “negativas” 

No item anterior foram obtidas relações gerais (válidas até mesmo para grandes curvaturas 

impostas ao tubo) para expressar as componentes dos versores tangente, normal e 

binormal associados aos pontos do eixo central de uma hélice fletida sobre um toróide de 

curvatura K conhecida. Foram apresentadas também a expressão da curvatura (χ3) e uma 

indicação para a obtenção da tortuosidade (τ3) em cada ponto da hélice. Lembramos, 

porém, que as equações foram obtidas considerando-se valores “positivos” de curvatura 

(i.é., K=xκ  > 0). Discutiremos agora as mudanças necessárias para o caso de 

curvaturas “negativas”. As figuras c.8 e c.9 ilustram o caso em questão. 

 

Pela figura c.8 vemos que o vetor curvatura associado ao eixo central do toróide é: 

xxc eb
rrr

..KK κ==  

de tal forma que : K−=xκ  < 0 (pois xc eb
rr

−= ), daí porque designarmos tal caso como 

de curvatura “negativa”. 
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Figura c.8: Representação 3D do eixo central de um tendão fletido. 

 

 Y

 Z   Q 3
 C 3

 β

 R

K
1  =ρ

 O

 

Figura c.9: Vista lateral (plano YZ) da hélice deformada. 

 

Partindo da figura c.9 e utilizando raciocínio análogo ao detalhado anteriormente, mostra-

se que as equações paramétricas dos pontos da hélice deformada são, agora, dadas pelas 

seguintes relações: 
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   (c.78) 

 

Comparando as equações paramétricas (c.65), obtidas para o caso de curvatura 

“positiva”, com as equações paramétricas (c.78), obtidas para o caso de curvatura 

“negativa”, é fácil perceber que os dois conjuntos de equações são em essência um só. 

Para mostrar isto, basta substituir nas equações (c.65) a variável “K” por “-K” e ver que 

as equações (c.78) são prontamente recuperadas. Podemos concluir, então, que todas as 

relações obtidas anteriormente (considerando curvaturas “positivas”) são também válidas 

para o caso em que a curvatura é “negativa”. Neste caso, basta substituirmos a variável 

“K” por “-K” em todas as relações em que ela aparecer. 

 

C.3.3. Cálculo da deformação do eixo central do tendão 

A deformação axial, medida na direção tangente ao eixo central do tendão, associada às 

configurações inicial ( 1Σ ) e deformada ( 3Σ ), será dada por: 

1.         
1

2

2

3

1

13
13, −=

−
=

dS
dS

dS
dS

dS
dSdS

tε     (c.79) 

mas, lembrando que: 

1
1

2
12, −=

dS
dS

tε   = deformação axial do eixo central do tendão associada a 1Σ  e 2Σ ; 

1
2

3
23, −=

dS
dS

tε   = deformação axial do eixo central do tendão associada a 2Σ  e 3Σ ; 

resulta: 

( ) ( ) 23,12,12,23,13,       1   1.1    ttttt εεεεε +≅−++=     (c.80) 

 

Ou seja, desde que as deformações sejam pequenas (como de fato são), podemos 

considerar a composição de deformação total como a soma das deformações 12,tε  (que 
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corresponde à parcela de deformação devida aos carregamentos axissimétricos) e 23,tε  

(que corresponde à parcela de deformação devida à flexão do tubo). A primeira parcela, 

12,tε , já foi obtida anteriormente (ver equação (c.43)). Calculemos, então, a parcela 23,tε : 

1.     1  
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Utilizando, então, as expressões (c.21) e (c.69), teremos: 
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23, −++=−= θηααξε t    (c.81) 

Se lembrarmos, agora, que (ver expressões (c.18), (c.39), e (c.67)): 
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teremos, após substituirmos ηθα   e  , 22  pelas expressões dadas e fizermos a expansão 

em série de Taylor de (c.76) (em torno de 0  Ke  0 ,0 ,0 ==∆=∆=∆ Rϕα ) retendo 

apenas os termos lineares (em   Ke  , , R∆∆∆ ϕα ): 

11
2

123, sen.cos.  K. θαε Rt ≅       (c.82) 

A menos de pequenas diferenças quanto à notação, a expressão (c.82) coincide 

exatamente com a apresentada por Witz; Tan [73]. Deve-se ressaltar, uma vez mais, que 

tal expressão foi obtida considerando a hipótese de não escorregamento entre os 

tendões e o substrato. 

 

Assim, a expressão final para a deformação axial, medida na direção tangente ao eixo 

central do tendão e associada às configurações 1Σ  e 3Σ , é dada aproximadamente por: 
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C.3.4. Obtenção das direções principais de flexo-torção 

O objetivo deste item é a obtenção das direções principais de flexo-torção da seção 

transversal de um tendão, após a flexão do tubo/cabo. Em outras palavras, como podemos 

expressar os versores ( 333 ,, kji
rrr

), associados à configuração deformada 3Σ , na base 

formada pelos versores ( zyx eee
rrr

,, ) do sistema de coordenadas fixo OXYZ ? 

 

Para resolver este problema vamos lançar mão da hipótese de Navier, já admitida 

anteriormente (ver item C.3.1), ou seja: após a deformação por flexão, as seções que eram 

inicialmente planas continuarão planas. No caso de tubos flexíveis e cabos umbilicais, isto 

quer dizer que o centróide de uma dada seção transversal do tubo/cabo e todos os 

centróides das seções transversais dos tendões de uma camada helicoidal (definidos pela 

mesma seção transversal do tubo/cabo antes da deformação por flexão) continuarão 

pertencendo à mesma seção transversal após a deformação. 

Consideremos que antes da deformação por flexão (ou seja, na configuração deformada 

2Σ ), uma das direções principais de flexão seja dada por (ver item C.2.6): 

2
22

22
2     

)(
)(

  n
QC
QC

i
rr

=
−
−

=  

onde Q2 corresponde ao centróide de uma dada seção transversal do tubo/cabo, e C2 

corresponde ao centróide da seção transversal de um tendão que fica definido pela 

interseção do eixo central do tendão com a seção transversal do tubo/cabo passando por 

Q2 (logo, Q2 e C2 pertencem ao mesmo plano). 

Após a deformação por flexão, a direção principal de flexão 3i
r

 será então dada por: 
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33

33
3 CQ

CQ
i

−
−

=
r

       (c.84) 

o que se justifica pela hipótese de Navier e pela constrição imposta pelas camadas 

adjacentes que restringe os deslocamentos dos tendões4. 

                                                 
4 Para um tendão com seção transversal retangular, por exemplo, a rotação em torno do próprio eixo fica 

praticamente impedida pelas camadas adjacentes. O mesmo pode não ocorrer, entretanto, se a seção 

transversal do tendão for circular e se o atrito entre as camadas for desprezível. 
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Deve-se ressaltar que a equação (c.84) só será válida se 2i
r

 e 2n
r

 forem coincidentes, 

conforme explicado nos itens C.1.2 e C.2.6. Contudo, observa-se que após a flexão 

(configuração deformada 3Σ ), os versores 3i
r

 e 3n
r

 não são mais coincidentes. 

 

Lembrando agora que as coordenadas5 do ponto C3, pertencente ao eixo central do 

tendão na configuração deformada 3Σ , são dadas por (ver equações (c.65)): 
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    (c.85) 

e notando que as coordenadas5 do ponto Q3 (centróide do tubo/cabo, coplanar com C3) 

são dadas por (ver figura c.10): 
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      (c.86) 

onde: 
2

22

tan
).(.K

  
α

θθ
β oR −

=   (conforme equação (c.63)) 

 

resulta diretamente das equações (c.84) a (c.86): 

zyx eeei
rrrr

).sen.(sen).sen.(cos).(cos  2223 θβθβθ −−−=    (c.87) 

 

A direção principal 3k
r

 será tomada como sendo coincidente com o versor tangente à 

curva formada pelo eixo central do tendão na configuração deformada 3Σ . Portanto: 

zzyyxx etetettk
rrrrr
.  .  .       33333 ++==      (c.88) 

onde as componentes 333   e   , zyx ttt  são dadas no item C.3.1 (ver equações (c.71)). 

                                                 
5 Coordenadas segundo o sistema fixo de coordenadas OXYZ. 
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Figura c.10: Vista lateral (plano YZ) da hélice deformada. 

 

A direção principal restante ( 3j
r

) pode agora ser determinada através do produto vetorial 

entre as duas primeiras, resultando: 

zzyyxx ejejejikj
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onde: 
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e sendo ξη   e   dados pelas equações (c.67) e (c.68). 
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C.3.5. Cálculo das curvaturas e da torção segundo eixos principais 

As expressões que fornecem as componentes de curvatura e a torção segundo os eixos 

principais de flexo-torção da seção transversal dos tendões são (ver equações (a.9) e 

(a.10)): 
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       (c.90) 

As expressões de 33   e τχ  já foram determinadas no item C.3.1. Precisamos agora 

calcular as quantidades: cosf3,  senf3 e df3/dS3. Pela figura c.11 é imediato perceber que: 
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Figura c.11: Relação entre versores ( 33   e  bn
rr

) e versores ( 33   e  ji
rr

). 
 

Utilizando as relações (c.91) em (c.90) virá, após o uso das relações (c.73), (c.74), (c.87) 

e (c.89) e posterior expansão das expressões resultantes em série de Taylor (em torno de 

0  Ke  0 ,0 ,0 ==∆=∆=∆ Rϕα ) retendo apenas os termos lineares (em 

  Ke  , , R∆∆∆ ϕα ): 
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∆
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2
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K.cos.cos.cos2
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θ
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α
α
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θαακ

  (c.92) 

Pode-se facilmente verificar que, para K = 0, as equações (c.92) recuperam exatamente 

os resultados previstos para 22   e  yx κκ , conforme itens C.2.5 e C.2.6. 
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Para determinarmos df3/dS3 basta notar que das duas primeiras relações de (c.90) é 

possível obter: 









−=

3

3
3 arctan

x

yf
κ

κ
      (c.93) 

Partindo-se, então, das expressões completas (i.é., ainda não linearizadas) de 33   e yx κκ , 

pode-se determinar, a partir de (c.93), a expressão do ângulo f3 e, conseqüentemente, de 

sua derivada com relação ao comprimento de arco deformado S3, já que: 
1

2

3

2

3

3

3 .    
−









=

θθ d
dS

d
df

dS
df

 

Seguindo este procedimento, teremos como resultado final (após linearizarmos a expressão 

resultante através da expansão em série de Taylor em torno de 0=∆α , 0=∆R , 0=∆ϕ  

e K = 0): 

K.
tan

sen).cos2(

1

11
2

3

3

α
θα−

≅
dS
df

     (c.94) 

 

De (c.77), (c.90) e (c.94), resulta, assim, a seguinte expressão simplificada para 3tκ : 









−∆+

∆
−≅ 111

2

11
13 K.sen.cos2

2tan
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1. R
R
R

t θαα
α

τκ    (c.95) 

Mais uma vez observa-se que, para K = 0, a expressão (c.95) é consistente com os 

resultados obtidos para 2tκ , conforme itens C.2.5 e C.2.6. 
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C.4. Geometria da camada considerando flexão com escorregamento 

No item anterior (C.3) estudamos a geometria assumida por uma hélice cilíndrica quando o 

eixo central de seu cilindro suporte era submetido a uma curvatura constante em torno de 

um eixo. Na obtenção das equações então deduzidas, uma das principais hipóteses 

admitidas foi a de não-escorregamento dos tendões e de não-empenamento da seção, de 

tal forma que, para todas as configurações intermediárias entre 2Σ  e 3Σ , os tendões 

permaneciam “unidos” às camadas adjacentes. Fisicamente, esta hipótese só é aceitável se 

as forças de atrito entre os tendões e as camadas adjacentes forem suficientemente altas 

para impedir qualquer deslocamento relativo entre as camadas. Por outro lado, a adoção 

desta hipótese para o comportamento do tubo/cabo faz com que sua rigidez flexional 

aumente consideravelmente (ver Cap. 5). 

 

Testes realizados em tubos flexíveis6 mostram que, inicialmente (i.é., ao darmos início à 

flexão do tubo), a rigidez flexional é, de fato, bastante grande, uma vez que as forças de 

atrito ainda não foram vencidas. Desta forma, o modelo utilizado no item anterior pode 

representar de forma bastante razoável o comportamento estrutural nesta primeira etapa 

do carregamento. Porém, a observação experimental também revela que, uma vez 

vencidas as forças de atrito, há uma redução significativa da rigidez flexional: redução esta 

que é devida ao escorregamento relativo entre os tendões e as camadas adjacentes. 

Devido à sua simplicidade, boa parte dos trabalhos encontrados na literatura utilizam, de 

forma explícita ou não, a hipótese de escorregamento total dos tendões (full slip). 

Lançando mão desta hipótese simplificadora também, apresentaremos nos itens seguintes a 

última parte do estudo geométrico das camadas helicoidais, considerando agora a flexão 

com escorregamento.  Esta última configuração deformada será nomeada configuração 

deformada 4Σ . 

 

                                                 
6 Ver, por exemplo, Féret; Bournazel [20]. 
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C.4.1. Determinação das novas equações paramétricas do eixo central 

O objetivo deste item é a obtenção das equações paramétricas que definem a posição dos 

pontos pertencentes ao eixo central de um determinado tendão, após o escorregamento. 

Admitiremos que o raio de curvatura imposto ao tubo/cabo continue inalterado. Partindo 

da configuração deformada 3Σ , correspondente à flexão sem escorregamento, podemos 

considerar então que, após o escorregamento, as equações paramétricas dos pontos do 

eixo central do tendão na nova configuração sejam dadas por: 

z

y

x

zz

yy
xx

∆+=

∆+=
∆+=

34

34

34

       (c.96) 

onde ( 333 ,, zyx ) correspondem às coordenadas7 de um ponto genérico do eixo central na 

configuração deformada 3Σ , e ( zyx ∆∆∆ ,, ) correspondem às componentes7 do vetor 

deslocamento ( ∆
r

) no ponto considerado. 

 

Substituindo as relações (c.65) em (c.96), teremos: 
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K
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K
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cos.  

224

224

224

βθ

βθ

θ

    (c.97) 

onde 
2

22

tan
).(.K

  
α

θθ
β oR −

=   (ver equação (c.63)). 

 

Por outro lado, podemos considerar que o ponto (pertencente ao eixo central do tendão) 

que na configuração deformada 3Σ  tinha sua posição definida pelos parâmetros 2  e θβ , 

tenha agora (ou seja, após o escorregamento) sua posição definida pelos parâmetros 

βββ ∆+=4  e θθθ ∆+= 24 , onde β∆  representa o avanço angular da seção 

transversal com relação a uma seção transversal tomada como referência (seção contida 

                                                 
7 Com relação ao sistema fixo de coordenadas OXYZ. 
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no plano OXY) e θ∆  representa o avanço angular medido no plano da seção transversal 

com relação a um eixo paralelo ao eixo fixo OX (ver figura c.12). 

 

Desta forma, as equações paramétricas dos pontos do eixo central do tendão na nova 

configuração deformada 4Σ  também podem ser expressas pelas seguintes relações 

equivalentes: 

4424

4424

424

sen.sen.
K
1

  

K
1

    cos.sen.
K
1

  

cos.  

βθ

βθ

θ



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

 +=

−





 +=

=

Rz

Ry

Rx

    (c.98) 

 X  Y

 4β

eixo central
do  tendão

 cb
r
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r

 4θ

 Z

 

Figura c.12: Indicação dos parâmetros βββ ∆+=4  e θθθ ∆+= 24 . 

 

C.4.2. Eixos de Darboux-Ribeaucourt 

Para entender o processo de determinação das componentes do vetor deslocamento ∆
r

, é 

preciso antes descrever uma nova base de versores associada à curva formada pelo eixo 

central do tendão na configuração deformada 3Σ  (i.é, anterior ao escorregamento dos 

tendões). Consideremos, então, a base ),,( 333 BNtb
rrr

=  formada pelos seguintes versores 

(ver figura c.13): 
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3t
r

: é o versor tangente ao eixo central do tendão na configuração deformada 3Σ ; 

3N
r

: é o versor normal à superfície de suporte do eixo central do tendão na configuração 

deformada 3Σ ; 

3B
r

: é o versor que define a direção transversal, definido como o produto vetorial entre os 

versores 3t
r

 e 3N
r

. 

 3

 3N
r

 3B
r

 C3

 Q3

 

Figura c.13: Base formada pelos versores ),,( 333 BNt
rrr

. 

 

Segundo Féret; Leroy; Estrier [21], as direções formadas por ),,( BNt
rrr

 formam os 

chamados eixos de Darboux-Ribeaucourt. Deve-se observar que os versores BN
rr

  e  não 

são as direções principais de curvatura normal e binormal (designadas, respectivamente, 

por bn
rr

  e  ) da curva formada pelo eixo central do tendão. Os versores ),,( bnt
rrr

, que 

definem o triedro de Frenet, são obtidos diretamente das equações paramétricas de uma 

dada curva, dependendo, portanto, apenas destas equações. Já os eixos de Darboux-

Ribeaucourt dependem não apenas das equações paramétricas que definem a curva, mas 

também das equações que definem a superfície sobre a qual a curva está assentada. 

 

Lembrando agora que a determinação do versor tangente 3t
r

 já foi feita no item C.3.1 (ver 

equação (c.71)) e que o versor 3N
r

, normal à superfície suporte, é dado por (ver figura 

c.13): 
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)(
)(

  
33

33
3 CQ

CQ
N

−
−

=
r

 

coincidindo, portanto, com a direção principal de flexão 3i
r

 (conforme hipóteses feitas no 

item C.3.4), temos (ver equação (c.87)): 

zyx eeeN
rrrr

).sen.(sen).sen.(cos).(cos  2223 θβθβθ −−−=   (c.99) 

 

Para determinarmos o versor 3B
r

 basta apenas calcular o produto vetorial entre os 

versores 3t
r

 e 3N
r

, resultando: 

333333 jikNtB
rrrrrr

=×=×=      (c.100) 

ou seja, as componentes do versor 3B
r

 coincidem com as da direção principal de flexão 

3j
r

, dadas pela equação (c.89). 

 

Se admitirmos, agora, que os deslocamentos ( )zyx ∆∆∆ ,,  são pequenos se comparados à 

alguma dimensão característica da seção transversal da camada (como, por exemplo, o 

raio), podemos considerar que o vetor deslocamento ( )zyx ∆∆∆=∆ ,,
r

, se escrito com 

relação à base ),,( 333 BNt
rrr

, tenha apenas componentes segundo a direção tangencial )( 3t
r

 

e transversal )( 3B
r

, já que a componente de deslocamento segundo a direção 3N
r

 fica 

praticamente impedida devido à existência das camadas adjacentes. Assim: 

33 ..    Bt bt

rrr
∆+∆≅∆       (c.101) 

onde bt ∆∆   e   são as componentes de deslocamento segundo as direções tangencial )( 3t
r

 

e transversal )( 3B
r

, respectivamente. 

Utilizando as equações (c.71) e (c.89), que fornecem as componentes dos versores 3t
r

 e 

3B
r

 segundo a base ),,( zyx eee
vrr

 associada ao sistema fixo de coordenadas OXYZ, e 

lembrando que um vetor se escreve de forma única numa dada base, teremos as seguintes 

relações entre as componentes de deslocamento ( )zyx ∆∆∆ ,,  e ( )bt ∆∆ , : 
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33

33

33

..

..
..

zbztz

ybyty

xbxtx

Bt

Bt
Bt

∆+∆=∆

∆+∆=∆
∆+∆=∆

      (c.102) 
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C.4.3. Cálculo de θ∆  e β∆  em função das componentes t∆  e b∆  

Se substituirmos as relações (c.102) nas equações paramétricas (c.97) e lembrarmos que 

as últimas são equivalentes às equações paramétricas (c.98), teremos as seguintes 

identidades: 
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  (c.103) 

 

Substituindo, agora, as expressões que fornecem as componentes dos versores 3t
r

 e 3B
r

 

(ver equações (c.71), (c.89) e (c.100)) e considerando ainda que: 

βββ
θθθ

∆+=
∆+=

4

24         (c.104) 

onde 1  e  1 <<∆<<∆ βθ  (por hipótese), obtemos as seguintes relações aproximadas 

para a determinação das variações βθ ∆∆  e  em função dos deslocamentos tangencial 

( t∆ ) e transversal ( b∆ )8: 
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C.4.4. Cálculo da deformação do eixo central do tendão 

Procedendo de forma análoga ao que foi feito no item C.3.3, temos que a deformação 

axial, medida na direção tangente ao eixo central do tendão e associada à configuração 

deformada 4Σ , é dada por: 

1. .        
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3
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1
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−
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dS
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dS
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mas, lembrando que: 

1
1

2
12, −=

dS
dS

tε   = deformação axial do eixo central do tendão (associada a 1Σ  e 2Σ ), 

1
2

3
23, −=

dS
dS

tε   = deformação axial do eixo central do tendão (associada a 2Σ  e 3Σ ), 

1
3

4
34, −=

dS
dS

tε   = deformação axial do eixo central do tendão (associada a 3Σ  e 4Σ ), 

 

resulta: 

( ) ( ) ( ) 34,23,12,t,12t,23t,3414,       1   1.1.1    tttt εεεεεεε ++≅−+++=    (c.107) 

 

Como já ressaltamos anteriormente (item C.3.3), a aproximação dada acima só é válida 

caso os níveis de deformações sejam bastante pequenos se comparados à unidade (o que 

geralmente ocorre nas aplicações). As duas primeiras parcelas, correspondentes a 12,tε  e 

23,tε , já foram obtidas anteriormente (ver equações (c.43) e (c.82)). Calculemos, então, a 

parcela 34,tε : 
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Porém: 
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e, da expressão (c.69) vem: 

2

2

2

3

sen
.

α
ξ

θ
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d
dS

=  

                                                                                                                                          
8 Mostra-se que θ∆  é obtido a partir da primeira relação dada por (c.103), enquanto β∆  pode ser 

obtido a partir da segunda ou da terceira relação dada por (c.103). 
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O problema principal que surge neste momento é a avaliação da expressão (c.109). Se 

partirmos das equações paramétricas (c.97) e utilizarmos as relações dadas por (c.102), 

teremos: 
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Nota-se pela expressão (c.110) que há uma indefinição com relação às funções 

deslocamento bt ∆∆   e  . Para resolver este problema admitiremos que tais funções 

possam ser expressas na forma: 

222

222

sen.cos.)(
sen.cos.)(

θθθ
θθθ

bsbcbb

tstctt

∆+∆=∆=∆
∆+∆=∆=∆

    (c.111) 

onde bsbctstc ∆∆∆∆  e  ,,  são os coeficientes que fornecem as amplitudes das funções seno 

e co-seno. Note que os subscritos utilizados referem-se, respectivamente, à direção do 

deslocamento (tangencial ou transversal) e à função aproximadora utilizada (seno ou co-

seno). 

A escolha das funções seno e co-seno para a aproximação dos funções deslocamento t∆  

e b∆  se justifica pelos seguintes motivos: 

1) Considerando a geometria do eixo central dos tendões, é razoável supor que as 

funções deslocamentos sejam funções periódicas cujo argumento seja proporcional ao 

parâmetro angular 2θ ; 

2) Entre as funções periódicas mais simples de serem utilizadas estão justamente as 

funçõe seno e co-seno; 

3) Mesmo que as funções deslocamento fossem descritas por funções periódicas mais 

complexas que as admitidas por (c.111), estas poderiam ser aproximadas através de 

séries de Fourier, cujos primeiros termos são justamente as funções seno e co-seno. 
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Desta forma, (c.111) consiste, na verdade, numa primeira aproximação para as funções 

deslocamento t∆  e b∆ . Uma proposta para a determinação das amplitudes tc∆ , ts∆ , 

bc∆  e bs∆  será indicada mais adiante. Por enquanto, admitiremos que tais amplitudes 

sejam quantidades conhecidas. Com as expressões dadas fica fácil determinarmos a 

deformação 34,tε . Efetuando as operações necessárias e fazendo a expansão em série de 

Taylor de 34,tε  (em torno de K = 0, 0=∆R , 0=∆α , 0=∆ϕ , 0=∆ tc , 0=∆ ts , 

0=∆bc  e 0=∆bs ), resulta a seguinte expressão linearizada: 

tctst RR
∆−∆≅ .

sen.sen
.

cos.sen
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11
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11
34,

θαθα
ε    (c.112) 

 

Deve-se observar que a expressão (c.112), apesar de aproximada, é consistente pois, 

dentro da hipótese de pequenos deslocamentos, o deslocamento transversal ( b∆ ) não 

deve afetar de forma significativa a deformação axial do tendão, de tal forma que, numa 

primeira aproximação, já era esperado que 34,tε  dependesse apenas da componente de 

deslocamento tangencial ( t∆ ). Além disso, pode-se notar que, no caso em que ambas as 

amplitudes tc∆  e ts∆  são nulas, teremos como resultado 034, ≅tε , o que também faz 

sentido, uma vez que a deformação axial 34,tε  é devida apenas ao escorregamento dos 

tendões. 

 

Desta forma, a expressão final para a deformação 14,tε , medida na direção tangente ao 

eixo central do tendão, é dada aproximadamente por (ver equações (c.107), (c.43), (c.82) 

e (c.112)): 
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C.4.5. Cálculo dos versores associados ao triedro de Frenet 
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Neste item determinaremos os versores tangente, normal e binormal associados à curva 

formada pelo eixo central do tendão na configuração deformada 4Σ . Seja C4 um ponto 

pertencente ao eixo central do tendão nesta configuração. O versor tangente à curva 

(associada ao eixo central do tendão) passando por C4 é dado por: 

4
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2
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4

4
4 .        

dS
d

d
rd

dS
rd

t cc θ
θ

rrr
==      (c.114) 

onde 4cr
r

 = (C4 – O) é o vetor posição do ponto C4, com relação ao sistema fixo OXYZ. 

 

Usando, então, as relações (c.97), que fornecem as componentes do vetor 4cr
r

, e as 

relações auxiliares (c.102) e (c.111), é possível determinarmos as componentes do versor 

tangente 4t
r

. Contudo, o desenvolvimento de (c.114) não compensa as dificuldades em 

expressar tal relação através de uma forma matematicamente mais simples. Lembrando 

que esta tarefa pode, se necessário, ser executada com o auxílio de um manipulador 

algébrico-computacional, deixaremos o resultado de (c.114) na forma ímplicita dada por: 

zzyyxx etetett
rrrr

.  .  .  4444 ++=       (c.115) 

sendo as componentes ( 444 ,, zyx ttt ) determinadas conforme indicado acima. 

 

Conforme ressaltado em outras vezes, uma simples expansão em série de Taylor pode 

conduzir, do ponto de vista prático, a resultados suficientemente precisos. Assim, se ao 

desenvolvermos a relação (c.114), substituirmos 222   e  , θαR  por: 
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e fizermos a expansão em série de Taylor das componentes do versor 4t
r

 (em torno de 

K = 0, 0=∆R , 0=∆α , 0=∆ϕ , 0=∆ tc , 0=∆ ts , 0=∆bc  e 0=∆bs ), retendo 

apenas os termos lineares, teremos as seguintes expressões linearizadas para as 

componentes: 
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Para a obtenção dos versores normal ( 4n

r
) e binormal ( 4b

r
), utilizaremos as fórmulas de 

Frenet para a configuração deformada 4Σ , ou seja: 
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      (c.116) 

 

Da terceira das relações (c.116), vem: 

4
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4
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θ
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==  

expressão que, uma vez expandida em série de Taylor (em torno de K = 0, 0=∆R , 

0=∆α , 0=∆ϕ , 0=∆ tc , 0=∆ ts , 0=∆bc  e 0=∆bs ), resulta na seguinte expressão 

linearizada para a curvatura: 
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Ainda, da terceira das relações (c.116), pode-se também obter as componentes do versor 

normal: 
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que, uma vez expandidas em série de Taylor (em torno de K = 0, 0=∆R , 0=∆α , 

0=∆ϕ , 0=∆ tc , 0=∆ ts , 0=∆bc  e 0=∆bs ), resultam nas seguintes expressões 

linearizadas: 
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Uma vez conhecidas as componentes dos versores tangente e normal, dadas 

respectivamente pelas relações (c.115) e (c.118), pode-se determinar as componentes do 

versor binormal diretamente através do produto vetorial entre os dois primeiros, 

resultando: 
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(c.119) 

 

Para o cálculo da tortuosidade podemos utilizar a segunda das relações (c.116), já que 

dispomos agora de todos os parâmetros necessários ao cálculo. Assim: 
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Se, ao desenvolvermos a relação (c.120) substituirmos 222   e  , θαR  por: 
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e fizermos a expansão em série de Taylor (em torno de K = 0, 0=∆R , 0=∆α , 0=∆ϕ , 

0=∆ tc , 0=∆ ts , 0=∆bc  e 0=∆bs ), retendo apenas os termos lineares, teremos a 

seguinte expressão linearizada para 4τ : 








 ∆
−

∆
+

+






 −−
+∆+

∆
−=

1
11

1
111

1
1

2
11

2
1

4

11
14

.cos.cos.2.sen.cos.2     

K.
sen

sen).2coscos2(
.

2tan
2

1

RR

R
R
R

bsbc θαθατ

α

θαα
α

α
ττ

 

 (c.121) 

 

Pode-se facilmente verificar que a expressão (c.121) recai de forma consistente nas 

equações deduzidas anteriormente (ver, por exemplo, equação (c.77)). 

 

C.4.6. Obtenção das direções principais de flexo-torção 

O objetivo deste item é a obtenção das direções principais de flexo-torção da seção 

transversal de um tendão, após o escorregamento do mesmo. Em outras palavras, 

queremos saber como expressar os versores ( 444 ,, kji
rrr

), associados à configuração 
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deformada 4Σ , na base formada pelos versores ( zyx eee
rrr

,, ) do sistema de coordenadas 

fixo OXYZ. 

 

Como vimos anteriormente (item C.3.4), uma das direções principais de flexão fora 

admitida como sendo perpendicular à superfície do toróide (superfície sobre a qual o eixo 

central do tendão está assentado). Especificamente, consideramos que a direção principal 

de flexão 3i
r

 era dada por (ver equação (c.84)): 
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33
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=
r

 

o que se justificava pela hipótese de Navier e pela constrição imposta pelas camadas 

adjacentes que restringe os deslocamentos dos tendões. 

 

Embora não se possa garantir que a hipótese de Navier (segundo a interpretação dada no 

item C.3.4 para a seção transversal do tubo/cabo) seja válida após o escorregamento dos 

tendões, podemos ainda considerar que uma das direções principais de flexão do tendão 

seja dada por: 
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       (c.122) 

onde C4 corresponde ao centróide da seção transversal de um tendão que fica definido 

pela interseção do eixo central do tendão com a seção transversal do tubo/cabo definida 

pelo ângulo βββ ∆+=4 , e Q4 corresponde ao centróide da seção transversal do 

tubo/cabo definida pelo mesmo ângulo βββ ∆+=4 , ou seja, Q4 e C4 pertencem à 

mesma seção. A diferença neste caso é que o ângulo 4β  pode variar conforme passamos 

de um tendão para outro (de uma mesma camada), devido à dependência de β∆  com as 

componentes de deslocamento (ver equação (c.105)). Se confirmada esta variação, pode-

se dizer que a “não-verificação” da hipótese de Navier, após o escorregamento dos 

tendões, cria uma espécie de “empenamento” da seção transversal. 
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Lembrando agora que as coordenadas9 do ponto C4, pertencente ao eixo central do 

tendão na configuração deformada 4Σ , são dadas por (ver equações (c.110)): 
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   (c.123) 

E notando que as coordenadas do ponto Q4 (centróide do tubo/cabo, coplanar com C4) 

são dadas por (ver figura c.14): 
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onde:  βββ ∆+=4       (conforme equação (c.104)), sendo: 
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9 Coordenadas segundo o sistema fixo de coordenadas OXYZ. 
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Figura c.14: Vista lateral (plano YZ) da hélice deformada. 

 

Resulta diretamente das equações (c.122) a (c.124): 

zzyyxx eieieii
rrrr

).().().(  4444 ++=      (c.125) 

onde as componentes do versor 4i
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A direção principal 4k

r
 será tomada como sendo coincidente com o versor tangente à 

curva formada pelo eixo central do tendão na configuração deformada 4Σ . Portanto: 

zzyyxx etetettk
rrrrr

.  .  .       44444 ++==     (c.126) 

onde as componentes 444   e   , zyx ttt  são dadas no item C.4.5. 
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A direção principal restante ( 4j
r

) pode agora ser determinada através do produto vetorial 

entre as duas primeiras, resultando: 

kjjjijikj zyx
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.  .  .      444444 ++=×=     (c.127) 

 

C.4.7. Cálculo das curvaturas e da torção segundo eixos principais 

As expressões que fornecem as componentes de curvatura e a torção segundo os eixos 

principais de flexo-torção da seção transversal dos tendões são (ver equações (a.9) e 

(a.10)): 
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       (c.128) 

As expressões de 44   e τχ  já foram determinadas no item C.4.5. Precisamos agora 

calcular as quantidades: cosf4,  senf4 e df4/dS4. Pela figura c.15 é imediato perceber que: 
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Figura c.15: Relação entre versores ( 44   e  bn
rr

) e versores ( 44   e  ji
rr

). 
 

Utilizando as relações (c.129) em (c.128) teremos, após o uso das relações que fornecem 

as componentes dos versores 4n
r

, 44   e  ji
rr

 e posterior expansão das expressões 

resultantes em série de Taylor, as seguintes expressões finais: 
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Pode-se facilmente verificar que as equações (c.130) e (c.131) recuperam os resultados 

obtidos para 33   e  yx κκ , caso não haja escorregamento entre os tendões (ver equações 

(c.92)). 

 

Para determinarmos df4/dS4 basta notar que das duas primeiras relações de (c.128) é 

possível obter: 
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Partindo-se, então, das expressões completas (i.é., ainda não linearizadas) de 44   e yx κκ , 

pode-se determinar, a partir de (c.132), a expressão do ângulo f4 e, conseqüentemente, de 

sua derivada com relação ao comprimento de arco deformado S4, já que: 
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Seguindo este procedimento, teremos como resultado final (após linearizarmos a expressão 

resultante através da expansão em série de Taylor em torno de K = 0, 0=∆R , 0=∆α , 

0=∆ϕ , 0=∆ tc , 0=∆ ts , 0=∆bc  e 0=∆bs ): 
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De (c.121), (c.128) e (c.133), resulta, assim, a seguinte expressão simplificada para 4tκ : 
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Mais uma vez observa-se que a expressão (c.134) é consistente com os resultados obtidos 

nos itens anteriores (ver equação (c.95)). 

 

C.4.8. Determinação das componentes de deslocamento 

No item C.4.4 foram propostas as seguintes aproximações para as funções deslocamento 

bt ∆∆   e   (ver equações (c.111)): 
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A partir destas funções foram determinadas, nos itens que se seguiram, diversas grandezas 

cinemáticas (como a deformação, as curvaturas, etc). Naturalmente, todas as grandezas 

obtidas ficaram em função das amplitudes desconhecidas tc∆ , ts∆ , bc∆  e bs∆ . O objetivo 

deste item é propor uma forma para a determinação destas amplitudes. 

 

Para começar, vamos analisar o funcional L que fornece o comprimento de arco, medido 

ao longo do eixo central de um dado tendão entre dois pontos dados, na configuração 

deformada Σ4. Tal funcional pode ser expresso na seguinte forma: 

∫= 4
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444 ).,,( θββθ dGL  

onde 4θ  e 4β  são os parâmetros angulares já definidos anteriormente (ver, por exemplo, 

item C.4.1, figura c.12), sendo 4θ  a variável independente e 4β  a variável dependente de 

tal forma que: 
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Naturalmente, decorre da própria definição do funcional L que a função ),,( , 
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deve ser: 

        ),,(
2

4

4
2

4

4
2

4

4

4

4, 
444 








+








+








==

θθθθ
ββθ

d
dz

d
dy

d
dx

d
dS

G   (c.135) 

 

Utilizando, então, as equações paramétricas (c.98) em (c.135), resulta: 
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A equação de Euler-Lagrange nos fornece a condição para a obtenção de um extremo do 

funcional L, ou seja, a condição para minimizar o comprimento de arco L entre dois pontos 

dados do eixo central do tendão. Como o comprimento considerado é o comprimento 

deformado na configuração Σ4, esta condição é equivalente a uma condição de mínima 

energia, se considerarmos a energia de deformação devida às forças normais de tração no 

tendão como sendo a parcela preponderante na energia de deformação total do tendão10. 

A equação de Euler-Lagrange é dada por (ver, p. ex., Shames; Dym [62]): 
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ou seja: 

                                                 
10 Esta hipótese é justificável, uma vez que os adimensionais que estabelecem a relação entre a rigidez 

axial (EA) dos tendões e os valores de rigidez flexional e torsional (EIx, EIy e GJ) são bem maiores que a 

unidade (ex.: EAR2/EIx >> 1). 
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    (c.136) 

onde C é uma constante a ser determinada. 

 

Após algumas manipulações algébricas de (c.136), é possível mostrar que a equação de 

Euler-Lagrange fornece a seguinte relação: 
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onde 2.K R=η   (conforme equação (c.67)). 

 

A integral de (c.137) em relação à 4θ  não pode ser expressa através de funções 

analiticamente conhecidas pois recai numa integral elíptica. Contudo, para pequenas 

curvaturas (i.é., para η << 1), poderíamos propor uma aproximação para a função dada 

por (c.137), através de sua expansão em série de Taylor em torno de K = 0 (ou, de forma 

equivalente, em torno de η  = 0). O único problema neste procedimento é que não 

podemos garantir, a priori, se a constante de integração C depende, ou não, de K, pois, se 

C = C(K), a linearização não será feita corretamente. É preciso, então, determinarmos em 

primeiro lugar uma estimativa para a constante C, mesmo que para pequenos valores de 

curvatura. Para isto, devemos observar que: 
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Lembrando, contudo, que (ver equações (c.63), (c.104) e (c.105)): 
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e que, segundo as aproximações dadas por (c.111), 
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então, se substituirmos as relações dadas acima na relação (c.138) e esta última na relação 

(c.136), é possível mostrar que, ao linearizarmos o adimensional “K.C” em torno de K =0, 

tc∆ = 0, ts∆ = 0, bc∆ = 0 e bs∆  = 0, obteremos: 
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Como o adimensional “K.C” deve ser uma constante e, portanto, independente da variável 

4θ  (que, em primeira aproximação, coincide com 2θ ), devemos impor que os coeficientes 

das funções 2senθ  e cos 2θ  sejam ambos nulos, o que nos leva a: 
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Se ainda considerarmos a expansão em série de Taylor de (c.141) em torno de ∆R = 0 e 

∆α = 0, pode-se mostrar que, em primeira aproximação, temos: 
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Ficam, assim, determinados os coeficientes bc∆  e bs∆ . Para a determinação dos 

coeficientes tc∆  e ts∆ , devemos observar que a expressão da deformação axial, medida 

na direção tangente ao eixo central do tendão, fornece (ver equação (c.113)): 
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Se considerarmos que após o escorregamento total dos tendões haverá um estado 

uniforme de deformação (mantido pela aplicação das forças de tração no cabo), podemos 

impor que os coeficientes das funções 1senθ  e cos 1θ  sejam também ambos nulos, o que 

nos traz: 
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Apenas para completar o raciocínio iniciado com a proposta de linearização da função 

dada por (c.137)11, devemos notar que, ao substituirmos 

2cos.K α=C  

na equação (c.137), teremos: 

2
2

2
44

2

4

4

)cos()sen.1().sen.1(

.cos

αθηθη

ηα
θ
β

−++
≅

d
d

   (c.144) 

 

Lembrando que 2K.R=η , teremos, após efetuarmos uma série de substituições12 e 

linearizarmos a expressão (c.144) em torno de K = 0, 0=∆α  e 0=∆R , a seguinte 

expressão simplificada: 
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Pode-se verificar, após cuidadoso estudo, que a expressão (c.145) consegue recuperar 

integralmente uma expressão análoga dada por Féret; Leroy; Estrier [21] na forma13: 

                                                 
11 Embora isto não seja mais necessário, já que as amplitudes das funções deslocamento acabaram 

sendo obtidas durante a discussão da proposta de linearização da função dada por (c.137). 
12 A seqüência é: substituem-se as relações (c.142) e (c.143) nas relações (c.111). Em seguida, as 

relações (c.111) são substituídas na primeira das relações (c.139) e esta última na equação (c.144). 

Finalmente são feitas as substituições: RRR ∆+= 12  e ααα ∆+= 12 . 

13 A expressão foi reescrita segundo nossa convenção e notação para facilitar a comparação com a 

equação (c.145). 
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Com referência à expressão proposta por estes autores, deve-se destacar que: 

i) o procedimento para sua obtenção não é sequer revelado pelos autores que se limitam 

a justificar seu emprego através de “estudos anteriores de curvas sobre superfícies”. 

Alguns indícios para a obtenção desta relação são brevemente citados num artigo 

anterior de Féret; Bournazel [20]; 

ii) os autores omitem o fato de que a constante z que aparece na relação é dada por: 

1
2sen

1
1

α
−−=z  

fato este que pode ser verificado através da comparação da relação (c.146) com a 

expressão (c.145) aqui deduzida, ou ainda através de comparações entre outras 

expressões definidas pelos autores e expressões análogas (não demonstradas) dadas 

no artigo de Féret; Bournazel [20]; 

iii) a expressão proposta por Féret; Leroy; Estrier [21] não considera mudanças na 

geometria decorrentes de carregamentos que não a flexão do cabo, sendo, portanto, 

“menos completa” que a expressão (c.145) apresentada neste trabalho. 
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Deve-se observar finalmente que ao substituirmos as expressões (c.142) e (c.143), que 

forcecem as amplitudes das funções deslocamento, nas relações (c.111) obtém-se: 
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Com relação a estas expressões é importante destacar que: 

i) os resultados são válidos apenas para pequenas curvaturas ( 1.K R  << 1); 

ii) a metodologia proposta (para a obtenção dos coeficientes das funções aproximadoras) 

pode ser estendida, se for desejável, para incluir outros termos da série de Fourier, 

como 12sen θ , 12cos θ , etc; 

iii) as parcelas de energia de deformação do tendão devidas às variações de curvatura e 

de torção foram consideradas desprezíveis face à energia de deformação devida a sua 

extensibilidade; 

iv) as expressões obtidas recuperam as expressões propostas por Féret; Bournazel [20] e 

por Féret; Leroy; Estrier [21], uma vez desprezadas as variações de raio e do ângulo 

de assentamento. 
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