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© As equacdes de Hartree-Fock-Roothaan-Hall
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Alguns pontos relevantes

Alguns Pontos Relevantes ]

Determinante de Slater

J. C. Slater, Phys. Rev. (1929), 34(10), 1293-1322.

Hartree-Fock-Roothann-Hall

e D. R. Hartree, Proc. Camb. Phil. Soc. (1928), 24, 89-110.

o V. Fock, Z. Physik (1930), 61, 126-48.

e C. C. J. Roothaan, Rev. Mod. Phys. (1951), 23(2), 69-89.

e G. G. Hall, Proc. Roy. Soc. London Ser. A (1951), 205, 541-552.
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@ Obter a solucdo: método variacional e um tnico determinante de Slater.

@ O movimento eletrénico é bastante complexo e o problema, portanto, muito
dificil.

@ Aproximacado do campo médio: foco somente no movimento de um
elétron, considerando que esse movimento é de tal forma que ndo ha
interagdo com os outros elétrons individualmente.

@ Os elétrons n3o sentem o campo elétrico verdadeiro, gerado por todos os
outros elétrons (como deveria exatamente), mas se movimentam em um
campo elétrico médio (a partir da média do movimento dos outros elétrons).

@ Aproximagdes centrais do campo médio:

o existe um operador efetivo de um dnico elétron, o operador de Fock F (i),
idéntico matematicamente para todos os elétrons, cujas autofun¢des s3o:

F(i)tx = extbx
tal que

o <Y {He/| ¥ >~< ¥ |HEf| ¥ >, sendo ¥ a funcio de onda aproximada da

funcdo exata ¥ (ambas normalizadas) do sistema total, H¥ é o Hamiltoniano
eletrénico (aprox. de BO).

o Hf =N F())
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Alguns pontos relevantes

@ Resolver dois problemas:

o Como construir a fungcdo de onda aproximada, ‘?kusando as N fungdes 1y
o Qual a forma do operador efetivo de um elétron F(i)?
@ Operarador de Fock:

e um operador efetivo

e depende do conjunto das solu¢des x;, através dos operadores de Coulomb e de
troca, fazendo das equagdes de Hartree-Fock num conjunto de equag¢des ndo
lineares acopladas.

e s3o equacgdes diferencias parcias tri-dimensionais de pseudo-autovalores, o que
torna a solugdo analitica ou através de métodos numéricos possivel para
apenas alguns atomos e moléculas

@ Relevancia:

o Todos os métodos tém inicio com a aproximagdo do campo médio para, a
seguir, alterar a distribui¢do eletrénica (incluir correlagdo eletrénica): método
padrdo.

e Quimica quantica emprega métodos melhores do que o campo médio:
métodos correlacionados.

o Os métodos que v3o além da aproximagdo do campo médio (métodos
correlacionados) requerem maior poder computacional, mas s3o necessarios
para resultados mais precisos.
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Alguns pontos relevantes

@ Vantagens:
e o determinante é um tipo de template que, por definic3o, gera uma fungio
antissimetrizada, satisfazendo um dos postulados da mecanica quéntica.
e é construido por blocos simples: fungdes de 1-elétron (spin-orbitais).
o Determinantes de Slater construidos a partir de um conjunto completo de
spin-orbitais também formam um conjunto completo.
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A aproximagdo de Hartree-Fock

A Aproximacdo de Hartree-Fock ]

@ Fock: func3o de onda na forma de determinante de Slater

He/ ¥4 =Eo ¥4

xi(x1) Xj(Xl) Xk(x1)
1 xi(x2)  xi(x1) Xk(x2)
‘I’As(xl X2, ..., Xy) = W ' ' .

Xi(xn) XJ(XN) Xk(Xn)

L NM NNy

_ 2 A
Hoe =33 v2-3. 3 2443 32
i=1 i=1 A=1 " i=1 j>i Y

Eo = (Yo |Here| Yo)
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A aproximagdo de Hartree-Fock

o Energia da funcio de onda ¥4°(x1, %2, ...,xy) (a: spin-orbital):

N 1 N N
=Y (alhla +§ZZ (ab]|ab)
a a b

N N N
2.6

alhla)+ > (abl|ab)

a b>a

@ Exemplo: H»
e elétron 1 no spin-orbital x;1 eo 2 no x2; a:1,2

EO:Z (alh| a) +ZZ (ab||ab)

a b>a
= (x1h| Xl) + (x2 |hl x2) + (x1xallx1x2)

= (x1 [hlxa) + (x2 [hl x2) + (xaxzlxaxz) — (xaxalxexa)
(aal|aa) = 0!

o Ep depende da forma dos spin-orbitais: dos orbitais espaciais empregados
para construir a fun¢do de onda (determinante de Slater).
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A aproximagdo de Hartree-Fock

@ Encontrar o conjunto de orbitais que fornece a melhor fun¢do de onda
variacional, ou a menor energia.

@ Objetivo: encontrar o menor valor de energia possivel para o sistema
(minimizar a energia), empregando o método variacional e mantendo a
funcdo de onda normalizada.
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A aproximacdo de Hartree-Fock A equagdo de Hartree-Fock

[ A Equacgdo de Hartree-Fock ]

Objetivo Encontrar o melhor conjunto de spin-orbitais {x,} tal que a fun¢do
de onda aproximada, descrita por um Unico determinante de Slater,
seja a melhor possivel.

[¥o) = |x1Xx2 -~ XaXb " XN)

By = (ol H*[¥0) = 3" {alhla) + 5 3 (abllab)

ab

o Multiplicadores de Lagrange: minimizac3o da energia preservando a
ortonormalidade dos spin-orbitais:

{(XalXb) = dab
(Xalxb) = 0ap =0
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A aproximacdo de Hartree-Fock A equagdo de Hartree-Fock

o Equacao de Hartree-Fock:

N
Flxa) = ebalxa).
b=1

o f(1) é o operador de Fock, escrito como:

N
F(1) = h(1)+ > Jp(1) = Kp(1).

b=1

o Jp(1) operador de Coulomb representa o potencial local médio no ponto xi,
resultante de um elétron em .

Js(DxalL) = { / dxzxz<2>;><b<z>} va(1)
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A aproximacdo de Hartree-Fock A equagdo de Hartree-Fock

o Kp(1) operador de troca envolve a troca do elétron 1 pelo 2 do lado direito do
operador 1/r5.

Ko(Lxa(1) — [ / Boxh(2) o) | xo(0)

Ao contrario do operador de Coulomb que é um operador local, o operador de
troca é um operador n3o local, pois ndo existe um potencial Kp(x1)
unicamente definido no ponto local no espago x3; ou seja, o resultado da
operagdo Kp(1)xa(1) depende do valor de xa em todo o espaco e ndo apenas
em Xj.

o Valores médios dos operadores de Coulomb e de troca, respectivamente, s3o
representados por:

(xa(1)]Jp(1) a1 dxdxa’(1 Xau)%xm)xb(z)

(xa(1)|Kp(1)]xa(1

\\

1
dx1dxpx;(1 Xb(l)EXZQ)Xa(z)
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A aproximacdo de Hartree-Fock A equagdo de Hartree-Fock

@ Atencao para resolver a equacdo é necessario escrever o operador de Fock.
Porém, para obter o operador de Fock é necessario saber a forma dos
spin-orbitais (x4), ou seja, é necessario conhecer a solu¢do. Veremos como
isso pode ser feito.

@ No Hamiltoniano total a repulsdo eletrénica é descrita de forma exata, ou
seja como a soma de todas os termos de repulsdo entre as particulas
(elétrons).

@ No Hamiltoniano de Fock, essa contribuicdo é substituida pelos termos de
Coulomb e de troca. Ou seja, no modelo de Hartree-Fock ((inico
determinante), cada elétron esta sujeito ao campo médio gerado por todos os
outros. Os detalhes sobre a distribuicdo dos elétrons que dependem das
repulsdes ponto-a-ponto entre os elétrons ndo podem ser obtidas a partir das
energias e distribui¢Bes eletronicas obtidas através do método Hartree-Fock.
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A aproximacdo de Hartree-Fock Forma canénica: Transformacdes unitarias

Transformagdo Unitaria Candnica

@ A equacgido de Hartree-Fock n3o esta na forma de uma equacgdo de autovalores

N
flxa) = > €balXa)
b=1
@ Transformacdo unitaria dos spin-orbitais:

Xa =Y x6Usas
b

com Up, sendo os elementos de uma matriz unitaria.

@ Obtemos, assim, as equacdes de Hartree-Fock na forma canénica

f |Xa> = €&, |Xa>
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A aproximacdo de Hartree-Fock Forma canénica: Transformagdes unitarias

@ O determinante de Slater obtido apéds a transformacdo unitéria |¥g) difere do
original [¥o) por um fator de fase, que no caso de U ser uma matriz real é
+1. Como a interpretacdo das propriedades é feita em termos de |‘I’0|2, a
funcdo de onda original e a transformada s3o idénticas.

@ O conjunto candnico de spin-orbitais é delocalizado e constitui uma base para
uma representacao irredutivel do grupo pontual que a molécula pertence.

@ Equagbes de Hartree-Fock: todos OM que formam o melhor determinante de
Slater sdo autofun¢des do operador hermitiano de Fock, que por sua vez é
definido em func3o destes orbitais moleculares. Os autovalores ¢, s3o
chamados de energias orbitais Hartree-Fock.

@ As quantidades ¢; aparecem como os autovalores (energias orbitais); mas sdo
os multiplicadores de Lagrange.

@ A energia total n3o é igual a soma das energias orbitais

E # Ze;
E=ei—5 >l =Kl

1
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A aproximacdo de Hartree-Fock Forma canénica: Transformacdes unitarias

@ Solucdo das equacdes de Hartree-Fock: processo iterativo

propor um conjunto de spin-orbitais; construir o operador de Fock

resolver as equac¢des de Hartree-Fock, obtendo um novo conjunto de
spin-orbitais

construir um operador de Fock e resolver a equagido

repetir o processo até que o conjunto de OM (spin-orbitais) obtidos a partir
das equagdes de Hartree-Fock seja igual ao empregado para construir o
operador de Fock

Campo auto-consistente de Hartree-Fock (SCF).
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A aproximacdo de Hartree-Fock Autofun¢des dos operadores de spin

Autofuncgdes de Spin Eletronico

@ O elétron: ndmero quéntico de spin 1/2 (s = 1/2) e componente-z
quantizado que pode assumir os valores mg = +1/2.

@ Autofunc3o dos operadores S2e S, cujos autovalores sdo 3/4 e +£1/2
(o = +1/2; B = —1/2), respectivamente.

@ Teoria OM: cada elétron ocupa um spin-orbital, existindo duas possibilidades:

Xi = Pit(r)a
X =0’ (ns,

sendo ;(r) os orbitais espaciais, fun¢des que dependem apenas das
coordenadas espacias (r :x, y, z) e podem ou n3o iguais nos spin-orbitais x; e

Xi-
@ Operador hamiltoniano n3o opera no spin eletrénico: comuta com os
operadores de spin.

Antonio C. Borin ancborin@iq.usp.br (IQ-USP) QQ Computacional SP, 18/04/2018 17 / 63



A aproximacdo de Hartree-Fock Autofun¢des dos operadores de spin

@ Mesmo conjunto de autofun¢des: determinante de Slater que é uma
autofuncdo do operador hamiltoniano

S%|¥o) = S(S+1) [¥o)
Sz |¥o) = Ms [Yo),

com

§$2=5,5 +52-5,

5z = Z Szi

@ O determinante de Slater serd sempre uma autofuncdo de S,

1
Sz |[Yo) = 5(”a - ”B) [Yo) .

sendo n, e ng o ndmero de orbitais « e 3, respectivamente.

@ Um dnico determinante de Slater n3o é necessariamente autofunc¢do do
operador S2.
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A aproximacdo de Hartree-Fock Autofun¢des dos operadores de spin

o E interessante lidar com funcBes de onda aproximadas que sejam autofun¢des
de spin.
@ Situacdo conhecida como camada fechada: uma autofunc3o singlete
(S = Ms = 0) que necessariamente tem um ndmero par de elétrons.
o spin-orbitais aparecem em pares com a mesma fung¢do espacial (¢ = w,ﬁ)
diferindo na parte de spin (perfect spin-pairing)

Xi = Yi(ra
Xi = i(r)B
o Determinante de Slater sera autofuncdo dos operadores S,, S, S_, e S?

com autovalor zero. Teremos, assim, uma fun¢do de onda singleto com as
propriedades corretas de spin.
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Hartree-Fock restrito para camada fechada

Hartree-Fock Restrito Camada Fechada

o Hartree-Fock restrito: spin orbitais tém a mesma parte espacial (¢);(r))

@ Sistema com camada fechada e spin-orbitais restritos:

Pj(r)e(w)
xi(x) = ;
Pi(r)B(w)

@ Determinante de Slater

[Yo) = [X1X2X3 " - XN—1XN)
= |191v2thy - - Uy 2)
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Hartree-Fock restrito para camada fechada

@ A equacdo de Hartree-Fock:

f(x1)xi(x1) = eixi(x1),

reescrita na forma de uma equacgdo envolvendo os orbitais moleculares
duplamente ocupados ({¢,:a=1,2,...,N/2})

f(1)9;(1) = ejih(1)
sendo:

N/2

Fn) = h(n) + / ey (r2) (2 - Plz)élﬁa(rz)

N/2

= h(r1) + Y 2J2(1) — Ka(1).
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Hartree-Fock restrito para camada fechada

@ Os operadores de Coulomb e de troca para camada fechada s3o:
.1
5(1) = [ deati(ez) e
r2
. 1
Ko(u(1) = | [ dravtra) i) w0,

r
@ As energias orbitais:

N/2
ei = (Wilhli) + > 2(ii|bb) — (ib| bi)
b
N/2

= hij + Z 2Jip — Kip
b
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Hartree-Fock restrito para camada fechada

@ A energia Hartree-Fock para um sistema de camada fechada dentroda
aproximagao restrita de spin-orbitais é dada por:

Eo = (Yo|H[¥0)

= 2Z(a\h|a) + ZZ2(aa|bb) — (ab|ba)
a a b

= 2Zhaa+zzz-/ab_ Kab
a a b
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[ ST SRS B dg S SOV SEIEEL R EIM A expansdo LCAO (linear combination of atomic orbitals)

[ O método Hartree-Fock-Roothaan-Hall: LCAO ]

@ Proposta simultaneamente (em 1951) por G. G. Hall e C. C. J. Roothaan,
introduzindo o conjunto de fun¢des de bases atomicas.

@ Escrever o OM espacial (¢;) como uma combinacgZo linear de orbitais
atémicos (aproximados) ¢,(r), obtidos de um conjunto conhecido de K
funcdes base ({pu(r) : p=1,2,...,K}):

K
Yi(r) =Y Guigis i =1,2,...,K.
pn=1

o As funcgdes ¢, (r) s3o normalizadas e linearmente independentes, porém n3o
sdo necessariamente ortogonais.

@ Se o conjunto base de funcdes {¢,(r)} (conhecido como conjunto de bases
atdémicas) for completo, a expans3o serd exata. Na pratica: conjuntos finitos.
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[ ST SRS B dg S SOV SEIEEL R EIM A expansdo LCAO (linear combination of atomic orbitals)

@ Para que a representacdo se torne a mais proxima possivel daquela descrita
pelo determinate Hartree-Fock é necessario que a expansdo LCAO dos
orbitais moleculares forneca orbitais que sejam os mais préximo possiveis dos
orbitais moleculares Hartree-Fock.

@ Logo: a qualidade da expansdo LCAOQ estd na qualidade das fun¢bes do
conjunto base.

@ Ao introduzir a expansdo LCAO, o problema passa a ser o de obter solucdes
de equacdes algébricas lineares.

@ A expansdo LCAO estd mais proxima de uma interpretacdo quimica, uma vez
que ¢ intuitivo supor que as moléculas sdo compostas por dtomos. Portanto,
podemos construir os orbitais moleculares a partir dos orbitais atémicos dos
atomos que compdem a molécula.

@ Custo de utilizar a expansdo LCAO:
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[ ST SRS B dg S SOV SEIEEL R EIM A expansdo LCAO (linear combination of atomic orbitals)

o distribui¢do de probabilidade para uma (nica particula (elétron) em um dnico
orbital v;:

i (r)]?
= Z qu(;bp )¢¢7(r)'

P,'(I‘)

que é uma fung3o de K2,

e interagdes entre dois elétrons: crescem em termos de K*, tornando-se uma
preocupag¢do em termos computacionais. Por exemplo, o calculo de integrais
envolvendo dois elétrons

(pq|rs) = /¢;("1)¢2(r2)i¢r(rl)¢s(r2)d7'1d7'2-

Os indices p, g, r, s podem permutar de vérias formas gerando as mesmas
integrais, reduzindo o niimero de integrais ndo redundantes a K*/8.
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(OIS Y N BT TS SCIT FER R EI I As equagGes de Roothaan-Hall

Equag¢des Roothaan-Hall

@ Objetivo: calcular o conjunto de coeficientes da expansdo LCAO ({Cpu}).
Substituindo a expans3o linear dos orbitais atémicos na equac3o de Fock,
temos:

K K
F(1)> Cuidi=ei Y, Cuidi.
p=1 p=1
Multiplicando pela esquerda por ¢y,(1) e integrando, obtemos:

K K
> G [ o F@e ) =Y [ dnd o)
v=1 v=1

Z F;wcui =E&j Z SuVCVi

FC= SCe
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O método Hartree-Fock-Roothaan-Hall As equagdes de Roothaan-Hall

que sdo conhecidas como as equagdes de Roothaan. A matriz C é a matriz
dos coeficiente e a matriz €, a dos autovalores, é diagonal:

eg 0 -+ 0
0 e --- 0
0 0 - ek

@ A matriz S (matriz de overlap, ou matrix métrica) é hermitiana (normalmente
real e simétrica) e, portanto, pode ser diagonalizadapor uma matriz unitéria.

@ A dimens3o da matriz S é K x K (tamanho do conjunto de bases atémicas).

@ O conjunto de fun¢Bes base é normalizado e linearmente independente,
porém as fun¢Bes ndo sdo necessariamente ortogonais. Portanto, os
elementos fora da diagonal principal podem assumir qualquer valor
0< \SW| < 1. Caso o valor de S, fora da diagonal seja préximo de 1, as
fun¢Ges serdo linearmente dependentes.
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O método Hartree-Fock-Roothaan-Hall As equagdes de Roothaan-Hall

@ Os autovalores da matriz S s3o necessariamente niimeros positivos e,
portanto, a matriz S é positivamente definida; dependéncia linear no
conjunto base esta associada a matriz S ser proxima de zero.

o A matriz F também é hermitiana (normalmente simétrica e real), com
dimensdo K x K.

@ Como o operador de Fock é um operador de um tnico elétron, qualquer
conjunto de fungdes de um (nico elétron define a representacdo matricial.
Observe que a matriz F é a representacdo matricial do operador de Fock na
base do conjunto de funcdes {¢,(r)}.
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O método Hartree-Fock-Roothaan-Hall Densidade de carga

[ Densidade de Carga

A fung¢3o distribui¢do de probabilidade (densidade de carga) é |wa(r)|2, sendo
14(r) a fungdo de onda espacial que descreve um elétron. Se tivermos uma
molécula com camada fechada descrita por um tnico determinante de Slater, no
qual cada orbital ocupado t,(r) contem 2 elétrons, a densidade de carga total

serd dada por
N/2

pr) =2 [va(r)®

sendo p(r) a probabilidade de encontrar um elétron qualquer no elemento de
volume dr localizado em r. O nimero total de elétrons (N) é dado por
N/2 N/2

[ arote) =2§/|wa<r>|2=2§ —N

Ou seja, no caso de uma fungdo de onda descrita por um (nico determinante de
Slater, a densidade de carga total é a soma das densidades de carga dos elétrons.
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O método Hartree-Fock-Roothaan-Hall BEUEIERERNEEFE)

Substituindo a expansdo LCAQO na expressdo de densidade de carga, temos:
N/2

p(r) =2 [va(r)®

N/2

— 3 123 G| 6461 (0)
v a

Vamos definir a matriz densidade (P,,,), ou matriz ordem de ligacdo densidade de
carga, como

N/2
Pu =2 Z CuaCly
a

Dessa forma, podemos reescrever a expressdo para a densidade de carga como:

p(r) = Z Py du(r)d;(r)
v
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O método Hartree-Fock-Roothaan-Hall Densidade de carga

Como podemos notar, dado um conjunto base de fun¢des atémicas ({¢u(r)}), a
matriz P define completamente a densidade de carga p(r), sendo diretamente
relacionada aos coeficientes de expansdo representados pela matriz C

O operador de Fock para um sistema de camada fechada, pode ser escrito em
termos da matriz densidade como:

f(r1) = h(r) + = Z [/ drag? (r2) (2 — Pr2)— - ¢A(r2)}
= h(ry) +vH (r )
viF(r) = fz [/ drag2(r2)(2 - P12) ¢)\(r2)} .

onde v (ry) representa um operador efetivo de um tnico elétron. Podemos

concluir que, tendo os coeficientes de expans3o que definem a combinagio LCAOQ,
podemos construir o vHF(rl), a partir do qual obtemos o operador de Fock, que é

um operador efetivo de um elétron.
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[ Matriz de Fock LCAO ]

A representacdo matricial do operador de Fock,
N/2
F(1) = h(1)+ Y 2Ja(1) — Ka(1),
a
na base {¢,(r)} é dada por:

N/2
Fuw = HJ® + Z 2(pv|aa) — (palav).
a
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(OIS Y N EIGTEC TS GCIT FER R E I A matriz de Fock em termos da expansido LCAO

e

core
O termo H0™° é

Heere — / dr1 % (1) h(1),(1)

1 Z
:/drld);i(l) 77v27zm ¢V(1)
A

N

[y

— [ dnai) {_2v§} 0,0+ [ dnigj(1) _zA:rlfARA' 6u(1)

Tuv

!
Ve

com as matrizes T e V representando a contribuicdo da energia cinética eletrénica
e energia potencial de atracdo elétron-niicleo, respectivamente.
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(OIS Y N EIGTEC TS GCIT FER R E I A matriz de Fock em termos da expansido LCAO

Substituindo a expansdo LCAQO nas expressdes anteriores, obtemos a
representacdo matricial para o operador de Fock

N/2
Fur = Hi® + > > Cro Cra [2 (uvloX) — (pAlov)]
a Ao

1
= HE® + Z Py [(pya)\) - E(u)\\au)
Ao

Guv
core
Fuv = H® + Gy
Nesta expressao final para a matriz de Fock, notamos a presenca de um termo de

um elétron (H") e um termo de dois elétrons (G), que depende da matriz
densidade e das integrais de dois elétrons

(10/30) = [ drsdrads, (1)6,(2)-632)6-(2)
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O método Hartree-Fock-Roothaan-Hall A matriz de Fock em termos da expansdo LCAO

Como vimos anteriormente, uma das dificuldades para se aplicar esse método esta
na dimens3o da matriz G, que depende do niimero de fun¢des do conjunto de
bases atOmicas.

Em suma, temos as equa¢bes de Roothaan

FC= SCe

e agora sabemos que o operador de Fock depende da matriz densidade (F(P)), ou
em Gltima anlise da matriz dos coeficientes lineares (F(C)), uma vez que a
matriz densidade é uma fung3o dos coeficientes lineares (P(C)). Portanto, as
equacdes de Roothaan n3o s3o lineares e a solugdo é obtida num processo
iterativo. Se o conjunto de fungdes base ({¢,,(r)}) for normalizado e ortogonal
(até agora consideramos apenas um conjunto de fun¢des normalizadas), a matriz
de overlap seria unitdria (S = 1), gerando

FC= Ce

que tem a forma de um problema matricial de autovalores, que podem ser
resolvidas de forma menos trabalhosa. Vamos, portanto, redefinir as equacdes de
Roothaan, impondo a restricdo de um conjunto de bases atémicas ortonormal.
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Ortogonalizagdo da Base Atémica

Um conjunto de bases atémicas ortonormal {QS;L(I’)} pode ser obtido a partir do
conjunto inicial ({¢,(r)}) através de uma matriz transformacdo (n3o unitaria) X:

(biz(r) = ZXV,LL¢I/(r);
na base {¢/,(r)} os elementos da matriz de ovelap sao

S = [ s (006) = 0
A matriz X pode ser obtida da seguinte forma:
XTSX =1

Além de satisfazer essa relacdo, a matriz X n3o pode ser singular, ou seja X!
deve existir

Antonio C. Borin ancborin@iq.usp.br (IQ-USP) QQ Computacional SP, 18/04/2018 37 /63



[N TE T N L BT TS GCITL EEL B EI I Ortogonalizagdo da base atémica

O nosso objetivo agora é encontrar a matriz de transformacdo X, para obter o
conjunto ortonormal de bases atémicas.

Equagdes de Roothaan-Hall Transformadas

Tendo a matriz de transformacdo X, podemos obter uma nova matriz para os
coeficientes (C) a partir da matriz original (C)
¢ =x"1c
C=XC
que substiuida nas equag¢bes de Roothaan originais nos fornece:
FC = SCe
F'C'=Cle.

Ou seja, temos as equagdes de Roothaan na forma de uma equag¢do matricial de
autovalores.

As solugBes sdo encontradas iterativamente, realizando a seguinte sequéncia de
etapas:
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[N TE T N L BT TS GCITL EEL B EI I Ortogonalizagdo da base atémica

@ Determinar a molécula e sua geometria (um conjunto de coordenadas
nucleares {R4}, ndmeros atémicos {Z4} e o niimero de elétrons)

@ Escolher um conjunto de bases atémicas {¢,(r)}.

© Calcular todas as integrais necessarias:
S = [ g5l 0)61,(6) = b
core __ * 2
e = [anei [-3¥i] e+ [onai| -3 B e

(o) = [ drideas (1)60(2)—63(2)6+(2)

@ Diagonalizar a matriz S e obter a matriz transformacdo X, através de uma
das duas opg¢des:

=s 12 =us 12Ul
X=Us1/2
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[N TE T N L BT TS GCITL EEL B EI I Ortogonalizagdo da base atémica

@ Calcular a matriz G a partir da matriz densidade P e das integrais (uv|\o)

1
G =Y Pxo {(MV|O’)\) - E(MMUV)
Ao
N/2

P =2 CuaCy,
a
@ Formar a matrix de Fock
F — HCOI’E + G
@ Calcular a matriz de Fock transformada
F = XTFX

@ Diagonalizar a matriz F/ para obter as matrizes C' e ¢
Q Calcular
C = Xc’

@ Construir uma nova matriz densidade P com a matriz C mais recente (no
dltimo passo).
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(O TSV LN B EIRS Y S IT EER RSB  Ortogonalizacdo da base atémica

@ Determinar se o procedimento convergiu. Isto é, comparar a matrix
densidade obtida no item 10 com aquela empregada para construir o
operador de Fock, item 5. Se elas ndo forem idénticas dentro da precisdo
estabelecida, retornar ao item 5. Repetir as etapas seguintes, até que o
processo alcance a convergéncia.
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O método Hartree-Fock-Roothaan-Hall Ortogonalizacdo da base atémica

Esse processo é muito semelhante ao do método SCF Hartree-Fock (Hartree-Fock
self-consistent-field).

@ Roothaan sugeriu o nome: LCAO self-consistent-field (SCF), processo do
campo autoconsistente com a aproximacgao da combinac3o linear de orbitais
atdmicos.

@ Observe que a solugdo encontrada no método LCAO-SCF depende da base
atémica escolhida.

@ No entanto, a solucdo das equacdes de Hartree-Fock n3o apresentam essa
dependéncia, uma vez que n3o existe base atébmica no método Hartree-Fock.

Antes de prosseguir fazendo algumas consideragdes praticas sobre o método
Hartree-Fock-Roothaan-Hall, vamos fazer alguns comentarios sobre a
interpretacdo das solucdes encontradas.
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Interpretagdo das solugGes das equagGes de Hartree-Fock [EEECENIERERIGILILEN]

InterpretacSes: Teorema de Koopman

Vamos retornar 3 equagao

flxj)=¢ilxj) i=12,...,00.

Qual o significado dos valores de ¢;7
A energia total do sistema é dada por:

N

LN N
Eo =) (alhla)+ Ezz<ab||3b>
a b

a

Em relagdo a diferenca entre a energia total e a soma das energias dos
spin-orbitais, é sempre bom relembrar alguns aspectos:

@ A energia total ndo é igual a soma das energias dos spin-orbitais, como pode
ser visto a partir das expressGes anteriores.
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Interpretacdo das solucdes das equagdes de Hartree-Fock Teorema de Koopman

@ O operador de Fock contem termos descrevendo a interal¢3o (repulsdo) de
um elétron com todos os outros (através dos operados J e K); a soma sobre
todas as energias dos spin-orbitais dobra o termo de repulsdo de um elétron
com outro (p.ex. a repulsdo do elétroln 2 e 3 entra na soma das energias dos

spin-orbitais duas vezes, uma como - e outra com é)

© Apesar do método Hartree-Fock ser considerado algumas vezes com um
modelo de particulas independentes, na verdade devemos lembrar que o
termo independente no contexto Hartree-Fock n3o quer dizer ndo
interagente. No modelo Hartree-Fock as particulas (elétrons) interagem
através de um campo médio.

@ Portanto, a soma da energia de cada particula ndo pode ser igual a soma da
energia total do sistema, como seria em um modelo de particulas
independentes. O modelo Hartree-Fock também é conhecido como
aproximag¢ao do campo médio.
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Interpretacdo das solucdes das equagdes de Hartree-Fock Teorema de Koopman

No trabalho original de Roothaan, ele analisou o problema da energia de ionizagdo
de uma molécula. O potencial de ionizagdo de um sistema no estado fundamental
com N elétrons descrito pela fungdo de onda ‘N‘i[’()} é dado por:

Ip= N-1g - NEg

sendo V-1E. e NEy as energias médias obtidas a partir dos determinantes de
Slater apropriados:

NEy = <N‘I’0|H\N‘I’0>

NflEO _ <N71\PC|H|N71\PC> '

sendo Y. representando do determinate obtido removendo-se um elétron do
spin-orbital x.. Note que no caso do sistema ionizado, a fun¢do de onda ndo
corresponde mais a uma fung3o de onda singleto, mas sim a um dubleto (um
dnico elétron desemparelhado). Além disso, depedendo do spin-orbital que o
elétron for removido, a fun¢do de onda |N_1‘I’c> pode n3o corresponder ao estado
fundamental do cation.
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Interpretacdo das solucdes das equagdes de Hartree-Fock Teorema de Koopman

Se consideramos os spin-orbitais do sistema neutro e do i6nico forem iguais
(spin-orbitais forem congelados durante o processo de ionizago), o potencial de
ioniza¢do pode ser calculado da seguinte forma:

p=N1E. - NE

= —gc

Isso nos diz que, no caso de |N_1‘I’C> e |N‘Y0> serem boas aproximacdes (func¢des
de onda) para o estado fundamental dos sistemas i6nico e neutro,
respectivamente, o negativo da energia do spin-orbital . (—¢., sendo xc o
spin-orbital donde o elétron foi removido), deverad ser uma boa aproximag3o para o
valor experimental do potencial de ionizagdo do sistema; essa anélise justifica a
nomenclatura de eneriga orbital para o valor de ¢;.

De forma anéloga, podemos obter uma estimativa para a afinidade eletrénica
(EA) do sistema molecular. Neste caso, a funcdo de onda do estado fundamental
do 4nion pode ser aproximada pelo determinante de Slater ]N+1‘Yr>, sendo x, o
spin-orbital que recebeu um elétron,

EA = NEO_ N+1Er
= —Er
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Interpretagdo das soluces das equagdes de Hartree-Fock [ERMISSENERN PN

Portanto, o negativo da energia do spin-orbital orbital que recebeu o elétron (—¢,,
sendo X, o spin-orbital que recebeu o elétron) é uma aproximag3o para o valor
experimental da afinidade eletrénica da molécula.

Esses dois resultados

IP = —¢¢
EA = —¢,,

sdo conhecidos como teoremas de Koopman, de acordo com o qual um sistema
molecular contendo N elétrons descrito pelo método Hartree-Fock através de um
Gnico determinante de Slater |N‘Fo>, e com energias dos spin-orbitais ocupados
(e4) e virtuais (g,), tem energia potencial de ionizag3o aproximada a —¢, e
afinidade eletrénica aproximada a —¢,, sendo €, e €, as energias dos spin-orbitais
Xa € Xr, de onde um dnico elétron foi removido (Y, ionizac3o) ou adicionado
(xr, afinidade eletrdnica).

Em relacdo a previsdo feita pelo teorema de Koopman para o potencial de
ionizac3o, vale fazer alguns comentérios adicionais. O primeiro potencial de
ionizacdo é obtido removendo o elétron do orbital molecular ocupado com energia
mais alta (menos negativa), chamado HOMO (highest occupied molecular
orbital). Como vimos, o teorema de Koopman supde que os spin-orbitais (orbitais
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moleculares) se mantém intactos durante o processo de ioniza¢&o, ou seja, sdo
congelados. Isso implica que os efeitos de relaxacio eletrdnica (acomodacio dos
elétrons ao novo ambiente, contendo um elétron a menos) sdo desprezados. O
potencial de ionizacdo pode ser calculado de um outra forma, conhecida com
ASCF(IP) o

ASCF(IP) = E[ZAS-scF — ELCAG-scF

onde Eféi{%"ﬁsc,_- e E[§U5 o representam, respectivamente, as energias do
catio e da espécie neutra calculadas com a aproximagcdo LCAO-SCF. Neste caso,
os efeitos de relaxagdo dos orbitais serdo incluidos, uma vez que um novo célculo
LCAO-SCF sera feito para determinar a energia do catio. No entanto, se os
efeitos de relaxacdo forem incluidos dessa maneira, o resultado serd um potencial
de ionizagdo menor do que o previsto, pois ao incluir os efeitos de relaxagdo
estaremos diminuindo a energia do cation em relacdo a espécie neutra. Como na
espécie neutra temos um elétron a mais do que no cation radical, os efeitos de
correlacdo eletrbnica serdo maiores na espécie neutra do que no cétion radical.
Como no método LCAO-SCF a correlcdo eletrénica n3o é considerada, a espécie
neutra é estabilizada em menor grau do que o cétion radical, resultando em um
potencial de ionizagdo (ASCF(IP)) menor. O teorema de Koopman se aproveita
de um cancelamento de erros, gerando resultados melhores, principalmente se
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Interpretacdo das solucdes das equagdes de Hartree-Fock Teorema de Koopman

conjuntos extensos de bases atdmicas forem empregados para descrever os orbitais
moleculares. No entanto, se o elétron for removido de orbitais que ndo o HOMO,
essa aproximacdo apresentard erros maiores, uma vez que quanto mais fortemente
os elétrons sdo mantidos na molécula, maiores serdo os efeitos de correlagio
eletronica.

Em relagdo a afinidade eletronica, podemos realizar a seguinte anélise.
Normalmente, o elétron serd adicionado ao orbital virtual (vazio) com energia
mais baixa (LUMO: lowest unoccupied molecular orbital). Como o &nion radical
possui um ndmero maior de elétrons, os efeitos de correlagdo eletrénica e
relaxacdo dos orbitais serdo favoraveis ao anion radical. Ao invés de ocorrer
cancelamento de erros, os erros serdo adicionados e a afinidade eletrdnica prevista
pelo teorema de Koopman sera subestimada. No caso de afinidades eletronicas é
melhor estimar o resultado através do valor de ASCF(EA) correspondente.
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Interpretacles: Teorema de Brillouin

O teorema de Brillouin esta relacionado ao elemento de matriz entre uma estado
de referéncia Hartree-Fock (|V'¥o)) e estados unicamente excitados (|N'¥1)), ou
seja, aqueles obtidos a partir da excitacdo de um elétron de um orbital ocupado
Xa para um orbital virtual x,. De acordo com o teorema de Brillouin, o elemento
de matriz entre esses dois estados é:

N N
(Mo IHIM¥5) = (xaf] xr)
(MeolHM ) =0,
determinantes unicamente excitados |N'¥%) n3o interagem diretamente com o

determinante de referéncia Hartree-Fock. Lembre que durante a resolugdo das
equacgdes de Hartree-Fock, os elementos fora da diagonal eram igualados a zero

({(xi lflxj) = 0, para i # j).
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[ Valores Médios e Analise Populacional

@ A energia pode ser calculada em cada iteracdo:
1
o= 330 P (R + )
©woov

o Energia total:

Etotat = Eo + Z Z ZAZB'

o
A A>B AB

@ Como obter o valor de uma determinada propriedade molecular a partir da
funcdo de onda LCAO-SCF.

@ Virias propriedades s3o descritas por operadores de um tnico elétron,

N
O = Z h(i),
i=1

onde h(i) é um operador que depende apenas das coordenadas de um dnico
elétron.
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@ Valor médio da propriedade da seguinte forma:

(O1) = (Yo 01| ¥a)
N/2

(O1) = (va|O1] )
(O1) =Y Puv (v|hl ).
uv

@ E necessario: a matriz densidade e os valores das integrais de um elétron
(regras anteriores).

@ Momento de dipolo:
= (Yo|-> ari|¥a)+ > ZaRa
i A

o Elemento de matriz:

T =33 Pullm)+Y ZaRa.
nov A
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Interpretagdo das solugGes das equagGes de Hartree-Fock ZGEIECRCITEIaLEY

o Componente x,
=YD Puv (VX[ ) + ) ZaXa
nov A

(v |x] ) :/drléf)ﬁ(fl)n%(n).

Andlise Populacional de Mulliken (Robert Sanderson Mulliken)

e R. S. Mulliken, J. Chem. Phys. (1955), 23(10), 1833-1840.
o R.S. Mulliken, J. Chem. Phys. (1955), 23(10), 1841-1846.
o R.S. Mulliken, J. Chem. Phys. (1955), 23(12), 2338-2342.
e R. S. Mulliken, J. Chem. Phys. (1955), 23(12), 2343-2346.

@ N3o confundir com Robert A. Millikan, Prémio Nobel de Fisica pela
determinag3do da carga elementar do elétron e por trabalhos sobre o
efeito fotoelétrico.
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o HJ, orbital molecular ligante:

1
Pp = m (1SA(I’) + 1SB(I’))

@ Densidade de carga é

p(r) = [gn(r)?
1

~2(1+9) [(1sa(r) + 1sg(r)) (1sa(r) + 1sg(r))]

1

p(r) = SETS) [(15A(r))2 + (1s5(r)2 + 2 (1sA(r)1sB(r))]

@ Notacdo matricial:

1 _ 1 r
p(r) = (Lsa(r) + 1sg(r)) Z(IIFS) 20?5) ( 15;‘8 ) v

2(1+5) 2(149)
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Interpretacdo das solucdes das equagdes de Hartree-Fock Andlise populacional

o P é a matriz densidade de carga (matriz das cargas, ou ordens de ligac3o).

(1) (1)
_ 2(1+S) 2(1+S
P= 1 1

30FS)  2(1F5)

@ Nimero total de elétrons (neste caso N = 1) : integrar a densidade de carga:

[ (Lsa ( (1sg(r)
I3+ o+ 1B+5)
[ o= ® 2 (1sa()158(1))
+J 2A(1+SB) ar
L AB h

@ A: densidade de carga sobre o atomo A; B a densidade de carga sobre o
atomo B; AB a densidade de carga (fragdo de elétrons) na regido da ligagdo
entre os atomos A e B.

@ A e B sdo chamados de net atomic population; AB é net bond (overlap)
population. O
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@ Os 4tomos A e B apresentam a mesma frag3o de carga (net atomic
population, 2(1715)) enquanto a fragdo de carga existente entre eles é dada

25
POr 3(1+5)-

@ Robert S. Mulliken: anélise populacional.

o Cada termo representando um net overlap population deve ser distribuido
igualmente entre os dtomos que formalmente contribuem para a ligagdo
quimica; a soma desta contribuicdo com a parte correspondente a net atomic
population do &tomo em questdo fornece a gross atomic population.

@ Neste exemplo, temos que a net atomic population no dtomo A mais a parte
proveniente da net overlap population é:

1 + 1 2S5 1
2(1+S) 2\2(1+S)) 2
@ Generalizando para fun¢do de onda descrita por um (nico determinante de

Slater e supondo ocupacdo dupla dos orbitais moleculares (¢;), descritos pela
aproximagdo LCAO.
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Interpretacdo das solucdes das equagdes de Hartree-Fock Andlise populacional

@ A densidade de carga é dada por
o) =2[l61l? + 162> + - + 6w ol

@ Interpretacdo: uma nuvem com carga total —Ne, composta por N /2 nuvens
eletrbnicas individuais representadas pelos orbitais moleculares, cada uma
deles contendo dois elétrons.

@ Na aproximagdo LCAO, cada orbital molecular é descrito pela soma das
contribuicdes de todos os dtomos que compdem a molécula; portanto, a
carga eletrbnica representada por cada um dos orbitais moleculares também
se distribui entre os diversos atomos da molécula.

@ Podemos fazer uma particdo da carga eletrénica molecular entre todos os
atomos da molécula, calcular a carga correspondente a cada uma destas
contribuicdes e localizar a carga (ponto) em um determinado niicleo.

@ Obtemos, assim, a populacdo de elétrons em um determinado dtomo,
orginando o nome anélise populacional.
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o Integrarmos a densindade de carga p(r) em todo o espago

[ oo =2 [ av =

obtemos o niimero total de elétrons da molécula.
@ Introduzindo a expansdo LCAO (¢; = >, crixr):

[otnav =2 [lofav

= Z Z 2¢}i¢siSrs
i rs
/p(r)dV = Z PrsSrs

rs

N = Tr(PS)

o P é a matrix densidade (ou também matrix de carga, ou ordem de ligac3o)

*
Prs = E 2¢,;Csi
i
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Interpretacdo das solucdes das equagdes de Hartree-Fock Andlise populacional

o Para fazer soma sobre todas as fun¢des da base atdmica (r, s), devemos
considerar também o dtomo ao qual a funcdo pertence. Ou seja, podemos
particionar a soma sobre as bases atomicas e os 4tomos correspondentes:

=YY Y s

A reA B seB

considerando apenas a carga entre dois dtomos simultaneamente.
@ Mullliken sugeriu as seguintes particdes:

@ Particao atémica

N = qga

ga= (DD PrSs

reA B seB

onde g4 sdo as chamadas cargas de Mulliken, normalmente calculadas na
maioria das aplica¢Ges computacionais.

@ A carga de Mulliken nos fornece a informag3o sobre a fragdo da densidade
eletronica total que estad concentrada em um &tomo particular.
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Interpretacdo das solucdes das equagdes de Hartree-Fock Andlise populacional

@ O valor da carga de Mulliken pode ser associado a reatividade de um
determinado d&tomo num molécula e, também, a contribuicao de cada dtomo
para o momento de dipolo molecular.

@ Particdo atdmica e de ligacdo. A soma pode ser feita da seguinte forma:

N:Z Z Pr55r5+Z2ZZPYSSfS

A r,seA A<B reAseB

N=ZaA+ ZaAB
A

A<B
onde G4 representa a contribuicdo dos atomos e g a contribuicdo dos
pares de dtomos.

@ G,p sera grande e positivo para os pares de dtomos aos quais estdo
associadas ligages quimicas.

@ G,p pode ser uma medida da interacdo entre os dtomos A e B, ou carater
ligante ou anti-ligante:
e Gap < 0 podemos dizer que ndo ha ligagcdo quimica;
e gpp for grande, podemos tratar a interagdo como um indicio da existéncia de
ligagbes quimicas.
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Interpretacdo das solucdes das equagdes de Hartree-Fock Andlise populacional

@ Problemas com a anélise populacional de Mulliken (pelo préprio Mulliken)

o Requer o uso de um conjunto de bases atémicas balanceadas, na qual um
nimero equivalente de funcdes base seja empregado para descrever cada um
dos atomos constituintes da molécula.

o Requer que cada uma das fun¢bes do conjunto base esteja associada a um
centro atdémico, ndo sendo aplicivel se as fun¢des bases n3o estiverem
centradas em locais que ndo sejam os centros atémicos.

o Deve-se ter em mente que fun¢des bases muito difusas alcancam regiGes bem
distantes dos nicleos aos quais elas foram associadas. Portanto, durante a
analise populacional de Mulliken a densidade de carga desses orbitais difusos
serd atribuida ao nicleo no qual a fungdo estiver centrada.

o A particdo equitativa de elétrons entre pares de &tomos, mesmo que a
eletronegativadade deles n3o seja muito diferente, pode gerar valores de cargas
atdmicas n3o condizentes com a realidade.

Anélise populacional de Léowdin

@ Sabe-se que:
tr(AB) = tr(BA).
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Interpretagdo das solugGes das equagGes de Hartree-Fock ZGEIECRCITEIaLEY

@ A matriz S é definida positivamente. Podemos usar poténcias da matriz S,
onde x é um nlmero real arbitrario:

sts* =5

@ Nimero de elétrons é:

=
|

= Tr(PS)
(S“PS'™)
Z(Sapsl_a)uu?

I

@ Se a =0 ou o =1, teremos a andlise populacional proposta por Mulliken.

@ Anilise populacionar de Léwdin: o =1/2

N =) (s2Psl/2),,
12

N= Z Pl
12
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Interpretacdo das solucdes das equagdes de Hartree-Fock Andlise populacional

@ Matriz densidade P’ é definida em termos de um conjunto base
ortogonalizado simetricamente.

@ A densidade de carga é dada por

ZZ EAQEMG)
d):,l,(r): 2(571/2)/111(@/(")'

v

@ Com os elementos diagonais PL# para calcular a carga sobre os dtomos:
analise populacional de Léwdin

an =2y~ Y (8PS12),,
HEA

@ Para se comparar cargas em atomos de moléculas diferentes é necessario
empregar o mesmo conjunto de bases atémicas.
@ Todos os atomos devem ser descritos de forma balanceada.

@ A anilise populacional de Léwdin é menos sensitiva ao conjunto de bases
atdmicas e fornece valores de cargas mais préximos dos previstos pela
intuicao quimica.
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