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(UCREINETEN  Grupos pontuais

Grupos

@ Grupo de simetria pontual: conjunto completo de operagdes de simetria de

uma molécula.

@ As seguintes propriedades devem ser obedecidas:

o Identidade: grupos devem conter o operador identidade (E), que comuta com
todos os outros elementos do grupo.

ER = RE

o Closure: produto entre dois operadores de um grupo deve ser um membro do

grupo.

Observe a tabela seguinte e identifique essas propriedades:
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(UCREINETEN  Grupos pontuais

Grupos

@ Associativa: lei associativa da multiplicacdo também é vélida para um grupo

(A-B)-C=A-(B-C)

@ Inverso ou reciproco: toda operacdo (A) (elemento) deve ter uma operacio

inversa (A™1)

Observe a tabela seguinte e identifique essas propriedades:
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A-Al=aAl. A=F

E & o, o0,
E|E & o o0,
C2 C2 E 0, (/ (%Y
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Grupos

@ Conclusoes:

o O conjunto de operagdes de simetria: {E, C2,0y, 0} } forma um grupo pontual.

o Diferentes conjuntos de opera¢bes formam grupos diferentes.

o Ordem: a ordem de um grupo (h) é igual ao niimero de elementos: h = 4.

o Estamos trabalhando apenas com opera¢bes de simetria: todas as moléculas
que possuirem esse mesmo conjunto de operagdes (pertencerem ao mesmo
grupo) poderdo ser tratadas de forma semelhante.

O tipo e o nimero de operagdes de simetria dependem da molécula estudada.

e Como ao menos um ponto € invariante (ndo se altera) em relacdo a todas as
operagdes contidas no grupo, os grupos aos quais pertencem as moléculas sao
conhecidos por grupo pontual.
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Grupos de simetria Grupos pontuais

Revendo alguns aspectos

A simetria de uma molécula é descrita por todos os elementos de simetria
presentes.

@ S30 necessérios 5 elementos (operagBes) para determinar a simetria de todas
as moléculas: E, C,, 0,1, S,.

O conjunto de operacdes de simetria forma um grupo pontual de simetria.

A ordem (h) de um grupo pontual é igual ao ndmero de opera¢des
(elementos) que o grupo possui.

Quando duas operacdes de simetria sdo realizadas sucessivamente, o
resultado serd sempre igual a uma outra operacdo de simetria do grupo.

@ As operacdes de simetria nem sempre comutam. Portanto, manter a
sequéncia de operag¢des recomendada.
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Sub—grupos

@ Vamos retomar a tabela:

E
G
Oy

/
UV

@ O sub—conjunto {E, G5} forma um grupo?

(E.GY | E G
E E G
G |6 E
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Sub—grupos

Conclusoes:

Sub—grupos possiveis:

{E, G} é um sub—grupo do {E, C5,0y,0,}.
Ordem do sub—grupo: g = 2; Ordem do grupo: h =4

h/g = n, n é um ndmero inteiro.

Logo, sub—grupos de g = 3, n3o sdo possiveis: h/g = 4/3 n3o é inteiro.

{E} (e =1){E G} (g=2).{E o} (g=2){E o/} (g=2)
@ Ao trabalharmos com sub—grupos reduzimos a simetria da molécula.

{E,on} | E oy
E E o
oy o, E
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Sistematica de classificacao

@ N3o é necessdrio identificar todas as operacdes possiveis.
@ Algumas operagdes sdo essencias e devem ser identificadas.

@ Seguir o fluxograma:

highest n; then, is
nC, perpendicular
toC?

Linear groups Cubic groups

Antonio C. Borin ancborin@iq.usp.br (IQ-USP) QQ Computacional SP, 14/03/2018 10 / 32



(SATIOGECIIEEN  Sistemdtica de classificacdo

Informagbes Complementares (ou, para o futuro)

@ A tabela de multiplicacdo contem tudo que se sabe sobre o grupo. No
entanto, ndo é necessario manter a tabela de multiplicagao completa, basta
usar os geradores.

e geradores: geradores sdo definidos como um conjunto minimo de elementos
capazes de gerar o grupo todo. Por exemplo, para o grupo C3,, os geradores
sdo: (3, 01; lembre que para formar o grupo é necessario, ainda, incluir o
elemento E.

@ Grupos ciclicos sdo grupos com um Uunico gerador. Todo grupo ciclico é
abeliano; nem todo grupo abeliano é ciclico.

@ Grupo abeliano (em homenagem ao matemdtico noruegués Niels Henrik Abel
(1802 - 1829)) é aquele no qual todas as operagdes comutam (RS = SR).
Portanto, a tabela de multiplicagdo é simétrica em relacdo a diagonal
principal.

e Grupos simétrico (S,) é o grupo formado por todas as permutacdes dos
elementos de um conjunto de cardinalidade n. A ordem do grupo S, é n!.
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Rep. matriciais

e Como representar matematicamente os elementos de simetria? Matrizes!
@ Representacao de um grupo: base para aplicagdes da teoria de grupos.

o Representacdo matricial: conjunto de matrizes (m x m)
({T(A),I(B),T(C),...}) que se comportam como os elementos do grupo.

e {T'(A),I'(B),T(C),...}: representacdo matricial do grupo
e Para cada elemento do grupo, corresponderd uma matriz: A — T'(A)

@ As matrizes terdo a mesma tabela de multiplicacdo que os elementos de
simetria.

@ Os caracteres das matrizes (x(A) = Y; T(A);;) sdo independentes do sistema
de coordenadas: ao invés das matrizes, usaremos seus caracteres.

@ Tabelas de caracteres.
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Rep. matriciais
Exemplo 1: Representacdo matricial da operacdo identidade

— — -
o Efeito da operagdo identidade sobre o vetor: V= x1i +wnj+z1k

o Efeito da operacdo
identidade sobre V'

vEV

e T'(E)?: representacio
matricial da operacdo E?

YV =T(E)-V
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RepresentagGes matriciais

Rep. matriciais

@ Representacdo matricial da
operacdo de simetria

@ Representacdo matricial de
_>

X1 X1
Y y1 =T(E)- Y1
xq Z1 z1
V:
n o Como é T(E)?
z1

100
I'E)y=10 1 0
001
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RepresentagGes matriciais

Rep. matriciais

X1 1 0 0 X1
yi |=1010 1
z1 0 0 1 z1

o E facil comprovar essa relagao.

@ Portanto, T'(E) é a representacdo matricial da operag3o identidade E :

10
FE)y=1|( 0 1
0 0

= O O

@ Pode—se construir uma representacdo matricial para cada uma das opera¢des
de simetria.
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RepresentagGes matriciais

Rep. matriciais

Exemplo 2: Rotacdo C5 em torno do eixo z:

- #sin(6-a)

I g

Tcos (G-a)  (xyY,)

V =T(G) -V
- =
=xi tyj tz2k

22

271
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X =

Y2

22

QQ Computacional

Cc?

(x1.y1) = (x2.%,)

X] = rcosa; y3 = rsina,

rcosfcosa + rsinfsinw
= xy cosf + yj sinf

= —rsinfcosa + rcosBsina
= —xysinf@ + yj cosf
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Rep. matriciais

@ Coletando os resultados:

cosf sinf 0 X X1
I(GQ)=| —sin cosd 0 | = | yo |=T(CQ)-| n
0 01 2 7
X cosf sinf 0 X1
ya | =| —sin® cos® 0 || y1 |: para G3(0=rm):
Z 0 0 1 71
X2 -1 0 0 X1
o | = 0 -1 0 1
Z2 0 01 7]
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Rep. matriciais

e Outras operagdes: 0, e 0,

ov(xz) : (x2, y2.22) = (x1, —y1.21)

1 0
0 -1 0
0 01

|
o o =
o = o
= o o

e Confira as representacdes matriciais I'(c,) e T'(c7)).

@ Finalizando a representacdo matricial
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RepresentagGes matriciais

Rep. matriciais

e Grupo G, : E, C3,0y,0,

10 1 00
I'E)=1010 Flew) = 0 -1 0
0 0 0 01
-1 -1 0 0
(&)= 0 -1 0 (o) = 010
0 1 0 0 1

o |dentidade?, Closure?,
Associativa? e
Inverso?

@ Serd que {T',} forma
um grupo?

@ Verifique multiplicando as matrizes correspondentes.

Antonio C. Borin ancborin®iq.usp.br (IQ-USP) QQ Computacional SP, 14/03/2018 19 /32



Representacdo matricial: conclusGes e questoes

@ Conclusoes:

O conjunto {T',} forma um grupo.

O grupo formado por {T';,} tem a mesma tabela de multiplicagdo que o grupo
GCoy.

O grupo formado por {I',} tem ordem h = 4; mesmo que o Cy,.

A dimens3o (d) do grupo é dada pela ordem das matrizes que o compde.

@ Questdes:

o Quantas representa¢des podem ser geradas?
o Qual seria a dimens3o de usdssemos a H,O?
o As representa¢bes dependem do sistema de coordenadas?
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[AEIESOTEIS NV EIGISEIE  Sistemas de coordenadas

Dependéncia com o sistema de coordenadas

@ operagao 0y;:

y=—1 -1 0
v 01
=z 1 0)
Uf =i 0 -1
Tptyp= Tty
J 3 or
> Tp-yp =T+
.,\\7[4
5,y £
(x1,95) [E257) S 0
yr=m1; 10

o Cada sistema de coordenadas apresenta uma matriz diferente!
@ Qual sistema seria o mais apropriado?

@ Seria possivel obter uma representacdo independente do sistema de
coordenadas?
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O traco da matriz

o T'(A) matriz para a operacdo de simetria A
o Cada operacio tem seu inverso: matriz Q; inverso Q!
RQ-Q'=0tQ=1
@ Transformac3o de similaridade: A’ e A s3o matrizes conjugadas
A/ —Q-A- Qfl
o Considerar duas matrizes conjugadas diferentes: A e B
A/ —Q-A- Qfl
B/ — Q . B . Q_l
o Considerando que
A-B=C
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O traco da matriz

@ Temos:
A.B = (Q-A~Q*1>~<Q~B~Q*1)
:Q.A.(Q—l.Q) (B.Q—l)

:Q.(A.B).Qfl
—Q-C-Q1
A.-B =

@ Ou seja, se I'(A), T(B) e T'(C) formam uma representacdo matricial, as
matrizes conjugadas T'(A’), T'(B’) e T(C’) também serdo uma representacdo
matricial do mesmo grupo.
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[REWIEEEN T EEN N PTEIEM  Traco das matrizes

O traco da matriz

@ Ao invés de escolher uma transformacgdo linear qualquer, vamos escolher uma
que forneca a matriz conjugada na forma diagonal:

@ Emrelacioa A - B = ('

A-B =
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A=Q-A Q1!
/
Al
g /
A = A,
!/
A3
/ /
Al B,
/ /
A2 B2
!/ !/
A, B,
/
Cl
.
!/
C3
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O traco da matriz

o Cada um dos blocos menores (A}, A5, ..., B}, B}, ...) também é uma
representaciao para o grupo, pois obedecem a mesma tabela de multiplicacio
das matrizes iniciais.

@ A dimens3o dos blocos é sempre menor que a dimens3o da matriz original.

@ Através de transformac¢des de similaridade, reduzimos a dimens3o da
representacdo matricial.

@ Em dltima instancia n3o serd mais possivel reduzir a dimens3o da
representagao

o Representacao Irrredutivel

Antonio C. Borin ancborin®iq.usp.br (IQ-USP) QQ Computacional SP, 14/03/2018 25 /32



O traco da matriz

@ Dois sistemas de coordenadas relacionados por uma transformacao linear:
/
X X
=5
y y
e T'(A) é a representacio no sistema de coordenadas (x, y), ['(A’) no sistema

de coordenadas (X, y’)
A=s1A5

@ Qual é o trago das matrizes T'(A) e T(A")?

Tr(S71-A-S) = Tr(A)

Trago é independente da transformac3o linear!

Usar o tragco das matrizes como representagio!
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Representacdes matriciais Funcgdes para gerar representagdes

Funcodes e representacoes

@ Ao invés de coordenadas, podemos usar um conjunto de fun¢des para obter
as representacdo matriciais.

@ Orbitais atdmicos podem ser usados para gerar representacdes matriciais

Hy = Ey

@ 11 e Py sdo autofuncdes degeneradas de H; a é uma constante:

H (1 +¢2) = E (1 +¢2)
Hy1 + Hyo = E1¢1 + Exipo
= E (1 + ¢2)
H (ay) = aHy
= aky
= E (ap)
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Representacdes matriciais Funcgdes para gerar representagdes

Funcodes e representacoes

Qualquer combinacdo linear de solu¢des degeneradas é uma solucdo da
equacdo de Schrodinger.

@ As fungdes podem ser linearmente independentes e ortogonais

e Os trés orbitais atébmicos p : (px, py, Pz)

Y = axpx + aypy + azp;

@ Os orbitais moleculares 7t do benzeno também formam um espaco de funcées
de dimens3o seis.

@ Podemos usar os orbitais atomicos e orbitais molecular para gerar as
representacoes matriciais.
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Classes

Classes de um grupo: conjunto de elementos (matrizes) conjugadas.
Suponha: elementos A, B, C, D, E (E : identidade)
Cada um tem seu inverso: A~ B~ ¢c-1 p-1 F

Transformagdes de similaridade possiveis para A :

A-A-ALB.A.BLC.A CL;
D-A-DL.E.-A-E:

@ O resultado serd sempre: A, B, C

@ Assim, A, B, C forma uma classe dentro do grupo; estdo relacionados através
de uma transformac3o de similaridade.

e T'(A),T(B),I(C) : terdo o mesmo caracter (traco da matriz).

@ Grupo de ordem h : nimero de classes h/m, sendo m inteiro e m < n

@ Grupo com h=10: classes 1,2 ou 5 elementos.

@ E sempre serd uma classe por si sé.
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Representacdes matriciais Classes de um grupo

Classes

Exemplo molécula de NH3

@ ="
/ \H‘:3!

{11H

reflect in
o, (1}

v

!1|H'7N\

(24 H3)

o Elementos de simetria: C1, C2,0,(1),0v(2),0v(3)
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Classes

@ Escolher um elemento: C%

@ Realizar todas transformac¢Ges de similaridade possiveis.

GG Gl'=G G- G=G-E=¢qg

2.} CG=CG-G-G=E-G=0¢
o(1)-G-ou(l) =0, (1) -0,(3) = G
w(2)-G-ov(2) =0u(2) - 0u(1) = G
0(3)-G-o3) =n(3)-0v(2) = G

@ Resultado: somente C31 e C32
° Cél e Cg : formam uma classe!
e Ordem do grupo h =6 (C}, CZ,0,(1),0v(2),0.(3))

o Classes: h/m:1,2,3 elementos
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Classes

Para esse grupo, as classes sdo: (E), (C}, C2) e (0,(1),0v(2),0v(3))

Representadas como: E,2C3 e 30,.

Lembre, numa mesma classe, todos as matrizes tém o mesmo caracter
(trago).
As classes s3o compostas por elementos (opera¢des) do mesmo tipo.
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