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1.1.1. Introducéao a Otimizacao

« Otimizacao

= Procura melhorar o desempenho na resolucao de
um problema em direcdo aos pontos 6timos

= Teoria de otimizacao engloba os estudos
guantitativos dos otimos e 0os métodos para
busca-los
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1.1.1. Introducéao a Otimizacao

* Instancia de um problema de otimizacao

= ¢ um par ( Q ,f), no qual
» () € 0 conjunto dos pontos factiveis (candidatos a pontos
0timos), ou dominio

»f & uma funcao de avaliacéo (ou custo)

= O desafio € achar a variavel de decisao x € () tal
que

f(x)<f(y) paratodo YyeQ

considerando gue o problema seja de minimizacao
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1.1.1. Introducéao a Otimizacao

 Problema de otimizacao

= @ um conjunto de instancias de um problema de
otimizacao
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1.1.1. Introducéao a Otimizacao

 Exemplo: Problema do Caixeiro Viajante

(Traveling Salesman Problem — TSP)
» um tour € um caminho fechado passando por todas as n
cidades somente uma vez

» 0 dominio Q é dado por todas a permutacdes x das n
cidades, sendo que X(j) indica a cidade visitada apos a
cidade |, sendo j =1,...,n

> afuncdo de avaliacdo é dada por  f(x)= Zn: D(j,x(]))
j=1

» Em uma instancia do TSP sao dadas
— um inteiro n>0

— as distancias entre cada par das n cidades na forma de uma
matriz

D = ann
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1.1.1. Introducéao a Otimizacao

 Funcao objetivo (funcao de avaliacao)
= Funcao que queremos maximizar ou minimizar
= N&o é necessariamente conhecida

 Otimo global ( minimo global ou méaximo global )

= Ponto de 6timo no espaco de busca

» No caso do maximo global, € o ponto factivel mais alto da
superficie da funcao objetivo

= Pode existir mais de um

 Otimo local ( minimo local ou méaximo local)

= Ponto de 6timo em um vale (minimo) ou em uma elevacao
(maximo)

= N&o € o ponto factivel mais alto (ou mais baixo) da
superficie da funcéo objetivo
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1.1.1. Introducéao a Otimizacao

e Espaco de busca

Maximo local

Maximo global
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1.1.1. Introducéao a Otimizacao

« Sub-areas comuns em otimizacao
= Otimizacao Irrestrita

» Sem restricdes no dominio das variaveis de decisao
» Exemplo de otimizacao (minimizacao) irrestrita

minimize f (X) R
suieitoa X e R"

— Ouseja Q=R"
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1.1.1. Introducéao a Otimizacao

« Sub-areas comuns em otimizacao

= Otimizacao Restrita
» Com restricGes no dominio das variaveis de decisao

= Programacao Linear
» Otimizacao com funcao objetivo e restricoes lineares
» Exemplo de otimizacao (minimizacao) restrita

minimize f(X)=c"x
sujeitoa X >0
Ax>Db
Sendo x cR" ceR",beR™, AcR™"

» Podem ser resolvidos por métodos iterativos deterministas

pO“nomIaIS (EX.: Slmplex) Computacéo Bioinspirada, 5955010-1 10



1.1.1. Introducéao a Otimizacao

« Sub-areas comuns em otimizacao

= Programacao Linear
» Exemplo: Problema da Dieta

Assuma que existem n tipos de comida
O j-esimo tipo de comida custa c; reais por unidade
Existem m tipos de nutrientes basicos

Em uma dieta basica, vocé deve receber no minimo b, unidades
do i-ésimo nutriente por dia

Considere que cada unidade do tipo de comida j contém a;
unidades do i-eésimo nutriente por dia

Seja x; 0 numero de unidades do tipo de comida j por dia na dieta
O objetivo é minimizar o custo total da dieta, ou seja

minimze  T(X)=c"X

Sujeito a AX
X
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1.1.1. Introducéao a Otimizacao

Exemplo. [Chong & Zak, 2001]

264  INTRODUCTION TO LINEAR PROGRAMMING

Consider the following linear program (adapted from [88]):
maximize 'z
subject to Az <b
x>0,
where >X1
¢ = [1,5],
r = [:I:l’ :L'2]Ta
4= 153
T Figure 15.3 Geometric solution of a linear program in R?
b = [30,12]".
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1.1.1. Introducéao a Otimizacao

Sub-areas comuns em otimizacao

= Otimizacao Continua
» As variaveis de decisao (x) sdo continuas

— Exemplo: problema da dieta € um problema de
otimizacao continua, classificado ainda na sub-area
de programacao linear

= Otimizacao Discreta
» As variaveis de decisao (x) sao discretas
» Inclui o campo da otimizagc&o combinatoria
— Solucdes sao permutacdes de objetos
» Exemplo: TSP
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1.1.2. Técnicas Classicas

Utilizadas em Otimizagéo

 Em geral, a maioria das técnicas classicas
de otimizacao pode ser classificada em
uma (ou mais) das classes seguintes

1.Métodos baseados em calculo
= |Indiretos

» Em otimizacao continua, procuram os otimos através da
resolucéo de um conjunto de equacoes resultantes de
igualar o gradiente da funcéo objetivo a zero

» Exemplo: dado c real,
minimize f(x) = (x-c)?

sujeitoa xeR
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1.1.2. Técnicas Classicas

Utilizadas em Otimizagéo

1. Métodos baseados em calculo

— Diretos (Hill-Climbing):

e Considerando que a superficie de funcao objetivo € um
paraboloide, podemos utilizar uma técnica de otimizacao
baseada no calculo do gradiente

e Exemplo: Método do Gradiente Descendente

— Comece em um determinado ponto e caminhe na direcao
gue minimiza (ou maximiza) a funcao objetivo (gradiente
local descendente)

x(n+1)=x(n)-7n Vf(x(n))
na qual n>0
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1.1.2. Técnicas Classicas
Utilizadas em Otimizacao

Exemplo: 2 dimensoes

16
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1.1.2. Técnicas Classicas

Utilizadas em Otimizagéo

1. Métodos baseados em calculo

— Diretos:

e Exemplo: Método de Newton
— Uso da segunda derivada

" 9°f(x) 0% f(x) ‘
/62x1 /axnaxl
F(x) = D*f(x) = : - :

) 62 : * 62 :
Regra | f (x)/ax1axn f (x)/azxn |

x(n+1)=x(n)—F*(x(n) Vf (x(n))
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1.1.2. Técnicas Classicas

Utilizadas em Otimizagéo

1. Métodos baseados em calculo

- Extremamente interessantes em determinados tipos
de problemas

— Algumas dificuldades

e O que fazer qguando existem otimos locais?
— Problemas multimodais (problemas com varios 6timos)
— Superficies ruidosas

e Necessidade de conhecimento da relacao entre a funcao
objetivo e os parametros que estao sendo otimizados
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1.1.2. Técnicas Classicas

Utilizadas em Otimizagéo

2. Esquemas enumerativos (ou métodos
exaustivos)

= Em um espaco de busca finito ou discretizado,
procure pelo ponto 6timo em todos os pontos do
espaco de busca

= Em alguns problemas, alguns pontos podem ser
descartados durante a busca

» Exemplos:
— Branch and bound
— Programacao Dinamica
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1.1.2. Técnicas Classicas

Utilizadas em Otimizagéo

2. Esguemas enumerativos

- Programacéao Dinamica
e Utiliza a estratégia Dividir para Conquistar

— A programacao dindmica decompde o problema em
sub-problemas. Ela calcula a solucao para todos os
sub-problemas

e partindo dos sub-problemas menores para os maiores
e armazenando os resultados em uma tabela

— As solucbes dos sub-problemas s&o unidas

e VVangagem: uma vez que um sub-problema é resolvido, a
resposta € armazenada em uma tabela e nunca mais este
sub-problema precisa ser resolvido de novo

e Desvantagem: nem sempre o problema pode ser resolvido
atraveés da decomposicado em problemas menores

Computacéo Bioinspirada, 5955010-1 20



1.1.2. Técnicas Classicas

Utilizadas em Otimizagéo

2. Esquemas enumerativos

= Programacao Dinamica
» Exemplo: Problema do Produto de n Matrizes
— M=M; xM, x...xM/
» sendo M; uma matriz com d;_, linhas e d; colunas

— Sendo que o produto de uma matriz p X g por outra matriz q x r requer
O(p gr) operacdes

— A ordem da multiplicacédo pode ter um efeito enorme no namero total de
operacgdes de adicdo e multiplicacdo necessérias para obter M

— Considere, por exemplo, o produto M = M, [10, 20] x M,[20, 50] x M; [50,
1] x M, [1, 100]
» ordem M = M; x (M, x (M3 x M, )) requer 125.000 operagbes
» ordem M = (M; x (M, x M3 )) x M, requer 2.200 operacdes
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1.1.2. Técnicas Classicas

Utilizadas em Otimizagéo

2.  Esquemas enumerativos

- Programacao Dinamica
e Exemplo: Problema do Produto de n Matrizes

— Poderiamos tentar todas as ordens possiveis e ver a que tem
menor numero de operacoes

e A complexidade neste caso é exponencial

— E possivel obter um algoritmo O( n®) usando programacao
dinamica
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1.1.2. Técnicas Classicas

Utilizadas em Otimizagéo

2. Esquemas enumerativos

— Dificuldades

e Maldicao da dimensionalidade

— em problemas com muitos parametros, nao € pratico
(quando é possivel) procurar por todas a solucoes

- Exemplo:

e na busca em um espaco n-dimensional em que 0s
parametros assumem valores binérios, 2"! solu¢des
devem ser examinadas

— Problemas NP: ver Secéo 1.1.4.
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1.1.2. Técnicas Classicas

Utilizadas em Otimizagéo

3. Métodos iterativos baseados em busca
local
- Tambéem chamados de busca local gulosa

— Busca iterativa na vizinhanca

i.  busque a melhor solucéo na vizinhanca local da solucao
atual.

i. Repita (até que um critério de parada seja alcancado)
considerando a melhor solucao vizinha como a solucao
atual.

- Repare que o método do gradiente descendente é
um caso particular de busca local

Computacéo Bioinspirada, 5955010-1 24



1.1.2. Técnicas Classicas

Utilizadas em Otimizagéo

Exemplo: problema das N-rainhas

o T e i = ] o m m_men
ofi)s e [mle| W W
o 18 o [ |1 “ mmm

14 17 |12 | 14

Figure 4.3  FILES: figures/8queens-successors.eps (Wed Nov 4 16:23:55 2009) figures/8queens-
local-minimum.eps (Wed Nov 4 16:14:15 2009). (a) An 8-queens state with heuristic cost estimate
h=17. showing the value of h for each possible successor obtained by moving a queen within ifs
column. The best moves are marked. (b) A local mimimum in the 8-queens state space: the state has
h =1 but every successor has a higher cost.
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1.1.3. Heuristicas e Metaheuristicas

Heuristicas

= Utilizadas em estratégias para busca de solucoes

= Derivadas a partir de experiéncias anteriores em
problemas simulares

= Sao especificas de acordo com o problema
» Exemplo: programas inteligentes para jogar Xadrez

= Muitas vezes, nao garantem necessariamente que o
O0timo global sera encontrado

» Geralmente empregadas quando metodos exatos sao lentos e
quando esta ok “achar uma solucao boa, mas nao
necessariamente otima”

Computacéo Bioinspirada, 5955010-1
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1.1.3. Heuristicas e Metaheuristicas

Metaheuristicas

= Procedimento de alto nivel usado para encontrar, gerar ou
selecionar uma heuristica que pode prover uma solucao
suficientemente boa em problemas de otimizacado com
Informacao incompleta ou imperfeita e/ou com limitada
capacidade computacional

» Podem, nestes problemas, encontrar boas solugdes mais
eficientemente que métodos tradicionais

= Amostram solucdes do espaco de solucdes em problemas em
gue este € muito grande para ser completamente examinado

» Assim, quando a capacidade de computacao é limitada, n&o
garantem necessariamente que o 60timo global sera

ncontr
encontrado Computacéo Bioinspirada, 5955010-1 27



1.1.3. Heuristicas e Metaheuristicas

Metaheuristicas

= Podem utilizar pouca informacao sobre o problema a ser
resolvido

» Podem, portanto, serem utilizadas em uma grande variedade de
problemas

= Muitas metaheuristicas utilizam métodos estocasticos para
vasculhar o espaco de solucoes

» Exemplos:
— Simulated Annealing (Recozimento Simulado)
— Computacao Evolutiva

» Metaheuristicas populacionais (Exemplo: Algoritmos
Genéticos)
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1.1.4. Classes de Problemas

 Em geral,

= Problemas que podem ser resolvidos por um
algoritmo de tempo polinomial (ou seja, com
tempo de execucado O(nX) , sendo n a dimensao

do problema)
» Sao considerados trataveis

* Problemas que nao podem ser resolvidos por um

algoritmo de tempo polinomial
» Sao considerados intrataveis (ou dificeis)

Computacéo Bioinspirada, 5955010-1
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1.1.4. Classes de Problemas

 Todos os problemas podem ser resolvidos em
tempo polinomial?

= Nao!!l
» Exemplos
— Torre de Hanoi: O(2")
— Achar todos os caminhos no Problema do
Caixeiro Viajante: O(n!)
" Problemas Nao-Polinomiais
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1.1.4. Classes de Problemas

 Métodos de Aproximacéao (ou Nao-
Deterministas ou Estocaticos)

= E capaz de escolher uma dentre varias alternativas
possiveis a cada passo

= Utilizam a funcao escolhe(C), que escolhe um dos
elementos do conjunto C de forma nao
necessariamente determinista (por exemplo, de forma
aleatoria)

. Exemplo: Algoritmo buscaAleatoria(a[],!,r , x)
| «escolhe(a[],!l,r)
se (afi] =x)
retorna sucesso
senao
retorna insucesso

fim se
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1.1.4. Classes de Problemas

 Consideraremos aqui duas classes de
problemas:

= Classe P

= Classe NP
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1.1.4. Classes de Problemas

Classe P

= Consiste no conjunto de problemas que podem ser
resolvidos em tempo polinomial por algoritmos
deterministas
» Problemas Polinomiais

> Ou seja, podem ser resolvidos em tempo O(nk) para alguma
constante k e tamanho da entrada n

» Exemplos:
— Busca Linear: O(n)
— Busca Binaria: O(log,n)
— Ordenacgao por Heapsort: O(n log,n)
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1.1.4. Classes de Problemas

Problemas da Classe P sao considerados
trataveis

= Embora seja razoavel considerar um algoritmo com
O(n1%9) intratavel, poucos problemas praticos exigem
tempo de execucao tao alto

» Além disso, a experiéncia mostra que, uma vez que um algoritmo
de tempo polinomial para um problema é descoberto, algoritmos
mais eficientes freqientemente aparecem

= Um problema que pode ser resolvido em tempo
polinomial em um modelo de computacao pode ser
resolvido em outro

» EX.: em um computador paralelo em que o numero de
processadores cresce polinomialmente com o numero de
entradas

= A composicao (polinomial) de problemas polinomiais
reSUIta emum prObIema p0||n0m|a| Computacgéo Bioinspirada, 5955010-1
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1.1.4. Classes de Problemas

* Classe NP: Classe dos problemas que

= Sao “verificaveis” em tempo polinomial
» Ou seja, se tivéssemos de algum modo um “certificado” de uma
solucéo, poderiamos verificar se o certificado € correto em tempo
polinomial
— Exemplo:

» E dificil provar que um nimero natural qualquer z (por exemplo,
15.790.107) ndo é composto (ou seja, que z nao pode ser escrito
como o produto de dois outros numeros naturais x e y diferentes
de 1 se os valores de x e y ndo sao conhecidos)

» Contudo, é facil verificar que z (por exemplo, 15.790.107) é
composto se x e y (por exemplo 3251 e 4857) s&o conhecidos

= Podem ser resolvidos por algoritmos ndo-deterministas em
tempo polinomial
Computacéo Bioinspirada, 5955010-1 35



1.1.4. Classes de Problemas

« Para mostrar que um determinado
problema estd em NP, basta

= Apresentar um algoritmo nao-determinista que
“pode” resolve-lo em tempo polinomial

= Apresentar um algoritmo determinista polinomial
para verificar que uma dada solucao é valida

Computacéo Bioinspirada, 5955010-1
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1.1.4. Classes de Problemas

« Como os algoritmos deterministas sao um
caso especial de algoritmos nao-
deterministas, sabe-se que PcNP

= Ou seja, qualquer problema em P também esta em
NP, tendo em vista que, se um problema esta em P,
entao podemos resolvé-lo em tempo polinomial
* A guestao aberta é se P € ou ndo um
subconjunto proprio de NP
= Ou seja, se P=NP ou se P=NP

= Esta questao € o problema nao-resolvido mais
famoso da ciéncia da computacao
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1.1.4. Classes de Problemas

« Sera que existem algoritmos polinomiais
deterministas para todos os problemas em
NP?
= Se a resposta € positiva, entdo P=NP

» No entanto, ndo foram encontrados até agora algoritmos
deterministas polinomiais para muitos problemas em NP

= Se a resposta e negativa, entao P=NP

» No entanto, a prova para tal informacéao parece exigir
tecnicas desconhecidas e nenhum limite inferior n&ao-
polinomial foi provado para varios destes problemas

Computacéo Bioinspirada, 5955010-1

38



1.1.4. Classes de Problemas

« Tais fatos trazem as seguintes
consequéncias:

= Existem muitos problemas praticos em NP que podem
ou nao pertencer a P

» Nao conhecemos algoritmos polinomiais deterministas
eficientes para tais problemas
= Se conseguirmos um indicativo que um problema
pertence a NP, entdo € mais produtivo procurar um
algoritmo nao-determinista para ele do que ficar
tentando achar um algoritmo polinomial determinista

= Como né&o existe a prova de que NP=P, sempre ha a
esperanca de que alguém descubra um algoritmo
polinomial eficiente para tais problemas

= Existe um esforgo consideravel para provar que NP=P

» Mas a questao continua em aberto
Computacéo Bioinspirada, 5955010-1 39
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