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1. 0 METODO DOS DESLOCAMENTOS

A Analise Matricial de Estruturas é uma sistematizacdo do Método dos Deslocamentos apropriada
para o calculo de estruturas reticuladas usando o computador.

O Método dos Deslocamentos adota como incdgnitas os deslocamentos dos nds da estrutura. Os
esforcos nas extremidades das barras sdo escritos em funcdao desses deslocamentos e, mediante a
imposicdo de condicdes de equilibrio, obtém-se um conjunto de equacdes algébricas que, por
conveniéncia, costumam-se organizar na forma matricial. Resolvendo-se esse sistema de equacgdes
obtém-se os deslocamentos e, a partir deles, os esforcos nas barras.

O exemplo a seguir ilustra a aplicacdo do Método dos Deslocamentos para o cdlculo de uma trelica
hiperestatica plana.

Exemplo

Considere-se a trelica hiperestatica plana da Figura 1, submetida ao carregamento indicado. As
barras sdo todas iguais, com comprimento £ e se¢do transversal de area A, constituidas de material
cujo médulo de elasticidade é E.

Figura 1 - Treliga hiperestatica plana

Se a estrutura ndo tivesse vinculos externos, sua configuracdo deformada ficaria perfeitamente
caracterizada conhecendo-se as duas componentes de desclocamento de cada um dos quatro nés;
essas oito varidveis definiriam a variagdo de comprimento das barras e, em se tratando de material



eldstico, isso definiria as forgcas normais em todas as barras. Como as forgcas normais podem ser
expressas em termos dos deslocamentos nodais, e a cada um dos quatro ndés estdo associadas duas
equacdes de equilibrio envolvendo essas mesmas forcas normais (além do carregamento externo), o
gue se tem ao final é um sistema com oito equacdes algébricas (de equilibrio) e oito incégnitas. A
solucdo desse sistema tem peculiaridades, e serd objeto de discussdao mais adiante.

Na presenca da vinculagdo externa, apenas duas componentes de deslocamento sdo livres: U; e U,,
correspondentes a deslocamentos dos nés A e B segundo as diregbes de F; e F,, respectivamente.
Diz-se que essa estrutura tem dois graus de liberdade, no sentido de que, conhecendo-se essas duas
variaveis, fica caracterizada a configuracao deformada.

A Figura 2 mostra a variagao de comprimento das barras provocada por U; e U,, isoladamente.
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Figura 2 — Variagao de comprimento das barras por efeito de U1 e U2z

Por superposicao de efeitos, tém-se

A‘gl = A‘gl’ = Ul'
, .Uy

A’£2=A’£2 +A‘€2 =7+U2,
Ae, = ey = 2

3 = 3 - 2 )
Aty = ne, = 22

4= A% 75

e, consequentemente,
EA EA

N1 =7A‘€1 :7U1,
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A Figura 3 mostra o equilibrio dos nés A e B.
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Figura 3 — Equilibrio dos nés Ae B

N,

Nas diregbes de U; e U,, as condi¢bes de equilibrio sdo*:

N, EA/5 1
N, +7—F1:0=)7(—U1 +—U2):F1;

4 2
Ns oM _p oo EA(Ly L3052
N2+7+7_F2_0=>£(2U1+2U2)_F2'
ou, na forma matricial,
KU =F,

em que

_EA 5 2 _[Us A
K_4_€[2 6]’U_[U2]eF_[F2]

sdo, respectivamente, a matriz de rigidez reduzida da estrutura, o vetor de deslocamentos nodais
livres e o vetor de carregamentos nodais.

A solugdo desse sistema é

Ul _ 2¢ [ 6 _2] Fl

U,|  13e4l-2 5 1|F,|’
relagcdo que caracteriza completamente a configuragdo deformada da estrutura, a partir da qual se
calculam as forgas normais em todas as barras. ]

O que se fez de forma “artesanal” neste problema, isto é, identificar os graus de liberdade,
estabelecer as relacbes entre esfor¢os e deslocamentos nodais, formular as equacdes de equilibrio e
resolvé-las, é o que se pretende fazer de forma automatica, prépria para a implementagdo
computacional, usando a andlise matricial de estruturas.

1 As equagdes de equilibrio segundo as dire¢des perpendiculares a U, e U, introduzem incégnitas adicionais
(R4 e Rg), e por isso ndo foram explicitadas. Por esse mesmo motivo ndo se considerou o equilibrio dos outros
dois nds da trelica.



2. TRELICAS PLANAS

Como se viu no exemplo anterior, é facil entender como o problema pode ser formulado em termos
dos delocamentos nodais no caso das trelicas. Para cada barra, os deslocamentos dos nds de
extremidade determinam a variacdo de comprimento e, dentro do regime elastico, isso define a
forca normal atuante. As equacdes de equilibrio dos nds serdo as relagdes procuradas entre os
deslocamentos nodais e o carregamento externo.

2.1 Matriz de rigidez da barra no sistema local

A relacao fundamental a ser estabelecida, tanto no contexto das trelicas como dos demais sistemas
reticulados, é aquela entre os deslocamentos das extremidades de uma barra e os esforgos de
extremidade associados a eles. A Figura 4 define essas varidveis no sistema local de referéncia, em
gue X tem a direcdo do eixo da barra e orientagdo do nd inicial para o nd final (definidos pela seta no
meio da barra), e ¥y L X é orientado de modo que o produto vetorial entre os versores
correspondentes saia do plano da figura.

7] T—U—Z“'—_? Uy fzj }4I
u; x

Figura 4 - Deslocamentos nodais (0;) e esforgos nodais (f;) no sistema local.

Para o estabelecimento da relagdo procurada, é conveniente identificar os esfor¢cos de extremidade
associados a imposicdo de cada um dos deslocamentos nodais isoladamente. A Figura 5 mostra
esses resultados parciais, validos para barras prismaticas de comprimento £ e rigidez EA contanto
que os deslocamentos impostos sejam pequenos. Note que i, e i, correspondem a movimentos de
corpo rigido, e ndo provocam o aparecimento de esforgos de extremidade.
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Figura 5 — Esforgos nodais associados a imposi¢dao de cada deslocamento nodal

Por superposicao de efeitos, obtém-se as relagdes procuradas:



_ EA_ EA _
f3= Tt +7u3,
fa=0,
gue se podem se escrever na forma matricial
= EA
i [ Fe o =7 ol
| _2| =1 o o o o0 gz
3
l—3J _EA/{ 0 EA/{ 0 ﬁ4
4
0 0 0 0
ou, de forma abreviada,
f=ku, (1)

em que f é o vetor dos esfor¢os nodais no sistema local, U é o vetor dos deslocamentos nodais no
sistema local e

[ EA _EA ]

] | [ 0 =5 0|

k= 0 0 0 2)
|-E4/, o E4/, ol

l 0 0 0 0J
é a matriz de rigidez da barra no sistema local. Essa matriz, simétrica, tem duas linhas (e colunas)

nulas, correspondentes aos esforcos transversais fz e ﬁ, gue sdo sempre nulos nas barras de trelica
mas foram mantidos aqui por conveniéncia. Note que a equacdo (1) define de forma univoca os
esforcos de extremidade uma vez conhecidos os deslocamentos nodais, mas o contrdrio ndo é
verdadeiro: ela ndo permite calcular os deslocamentos nodais a partir dos esforcos de extremidade,
porque a matriz K ndo é inversivel (esse assunto sera abordado com profundidade mais adiante).

2.2 Matriz de rigidez da barra no sistema global

As treligas sdo formadas por barras com diferentes inclinagdes, e a cada uma delas esta associado
um sistema local diferente. Quando aplicarmos, por exemplo, a equacgdo (1) as barras 1, 2 e 3 que
concorrem no nd A da trelica da Figura 6, tantos os esforgos de extremidade como os deslocamentos
nodais estardo decompostos segundo o sistema local de cada barra. Para formular as equagées de
equilibrio do né A, esses esforgos terdao que ser decompostos segundo um mesmo par de eixos; da
mesma forma, para identificar os deslocamentos nodais das trés barras com os deslocamentos do né
A, serd necessario adotar um par de eixos comum. Por essa razdo, é de todo conveniente introduzir
um sistema de eixos global, e relacionar todas as componentes de esfor¢cos e deslocamentos em
sistemas locais as componentes nesse sistema.
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Figura 6 — Exemplo de trelica. Os eixos x e y definem o sistema global.

A Figura 7 mostra, para uma barra inclinada genérica, os esforcos de extremidade no sistema local e
no sistema global.
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Figura 7 — Passagem dos esforgos do sistema local para o sistema global.

E facil verificar, a partir dos triangulos retangulos indicados na Figura 7, as identidades

{fl=f1c056+f2 send, (3)
fo=f,cos0 —f;sen@.

Levando em conta que relagGes analogas se aplicam aos esforcos na outra extremidade da barra,
obtém-se, na forma matricial:

]i ] cosf sen#d 0 0 fi
f 2| — [—sen 6 cos@ 0 0 f2
f [ 0 0 cos® senf||fs
fJ 0 —senf cos@llf,
ou, de forma abreviada,
f=Tf, (4)

em que



cosf senf 0 0
_|—senf cosé@ 0 0
T= 0 0 cos® senf (5)
0 0 —senf cosf

é a matriz de transformagdo do sistema global para o sistema local. Obviamente, vale uma
transformacdo semelhante para os deslocamentos nodais, isto é:

u="Tu. (6)

E facil verificar que a matriz T é ortogonal, isto &,

TTT=TTT=LouTT =T (7)

Substituindo (4) e (6) em (1), multiplicando os dois lados da equag3o por TT e usando (7) obtém-se

f=Kku, (8)

em que

k = TTKT (9)

é a matriz de rigidez da barra no sistema global.

2.3 Compatibilizacdo dos deslocamentos nodais
Quando se considera a relagdo (8) para cada barra da trelica da Figura 6, fica evidente que ha

variaveis diferentes representando grandezas iguais. No né A, por exemplo, u3 = u3 = uj, e u =

u3 = ul 2 E necessario criar um conjunto Unico de varidveis representando as componentes dos
deslocamentos nodais da estrutura. A Figura 8 mostra uma possivel numeragdo dos deslocamentos
nodais da estrutura, denotados por U;,i = 1, ..., 12, incluindo por dltimo os deslocamentos restritos

pelos apoios, cujo efeito serd considerado mais adiante.

Ny i

oV

3

Ay

) ©)

oy

A WA g

Figura 8 — Numeragao dos deslocamentos nodais da estrutura

~V

Para a barra 1, valem as identidades

u; = Uy,
u; =U,
uz =Us,
uy = U,

2 Nessas relages, e em outras que seguem, designa-se por u” a i-ésima componente do vetor u para a barra b.
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ou, na forma matricial,

SUR
I[ui]I Uy 100 0 0 0 gi
IZ; = Zi - g é (1) 8 8 8 U, | ,ouainda u! = L'U,
L}.}}J Us 0 00 10 0 U5

U,

em que a matriz L, denominada matriz de incidéncia da barra 1, estabelece a relagdo entre o vetor
de deslocamentos nodais da estrutura U e o vetor de deslocamentos nodais da barra 1 (u'). Cada
barra tem sua matriz de incidéncia. Para a barra 2, por exemplo, valem as identidades

_Ul.
U,
Us
Ifuﬂ% 00 0 0100 1] :
U, 0 0 O 0 01 0 ol| U .
[Y2] = |Y8| = 6 2 _ 12U
luz| ™ |U: 1 0 0 00 0 0 ol| v, ,ouainda u“ = L*U
[uzj U, 0 10 0 0 0O 0l Ug
Ug
_U12
Generalizando, vale
u? = LU, (10)

relacdo entre o vetor de deslocamentos nodais da estrutura U e o vetor de deslocamentos nodais da
barra b (u?), definida pela matriz de incidéncia dessa barra (L?).

2.4 Equacdes de equilibrio
Combinando as equacgdes (8) e (10), é possivel escrever os esforcos na extremidade da barra b, no
sistema global, em fungdo dos deslocamentos nodais da estrutura:

f? = kPu? = kP1PU. (11)
Falta impor as condi¢des de equilibrio dos nds. A Figura 9 — Equilibrio do né A mostra o equilibrio do
no A da trelica da Figura 6. F; e F, sdo carregamentos externos aplicados nesse né.
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Figura 9 — Equilibrio doné A

Nas direcdes 1 e 2 (que correspondem aos deslocamentos nodais U; e U,, e aos carregamentos
externos F; e F,), as equagdes de equilibrio sdo:

Fi=fl+f+f,
Fo=f+f2+f7.

Havera outras 10 equacdes desse tipo, cada uma associada a uma das dire¢des indicadas na Figura 8.
Como se percebe, em cada uma dessas equacgdes haverd contribuicbes apenas das barras que
concorrem no noé correspondente, e cada uma dessas barras contribuird com o esforco nodal que
atua na diregdo considerada. Essas equag¢des podem ser escritas todas de uma vez criando-se uma
versio expandida do vetor dos esfor¢os nodais de cada barra, designado por f?, em que cada
contribuicdo ja aparega na posicdo correta de acordo com a numeragdo dos deslocamentos e
carregamentos nodais da estrutura:

R [ [ [
F fz fi fi
Fs fi 0 0
Fy £l 0 0
Fs 0 0 0
56 =[o]+]|O+]| O [+, ouF=ft+f2 472+
7 0 fl 0
F8 0 f22 0
Fy 0 0 fi
Fiid 1o Jol |o
Fipl Lol Lol Lol

em que, obviamente, a soma deve se estender a todas as barras da estrutura. No caso geral, vale
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F=Zfi, (12)

=1

em que F é o vetor de carregamento nodais da estrutura, e ng é o nimero de barras.

Convenientemente, a transformag3o do vetor de esforcos nodais f? na sua vers3o expandida f? se
faz por meio da transposta da matriz de incidéncia L?, isto é,

fb = (Lb)be. (13)

Pode-se verificar essa identidade tomando uma barra qualquer, por exemplo a barra 2:

0 0 1 0 4]

0 0 0 1 f2

0 0 0O 0

0 0 00 0

oooolfﬁi]I 0

0 0 0 0|ifs 0 52
(LHTf2 = 2l=1 =1

1.0 0 Of|f2] /2

0 1 0 Ofgz] |2

0 0 0O 0

00 0O 0

00 0O 0

o0 0 0 o 0

A generalizagdo é imediata.

As equacées de equilibrio, em sua forma final, sdo obtidas substituindo (13) e (11) em (12):

np

np np
F = Z fi = Z(Li)Tfi =Z(Li)TkiLiU
i=1 i=1 i=1

=

ou
F =KU, (14)
sendo
np
K= z(Li)TkiLi (15)
i=1

a matriz de rigidez da estrutura.

2.5 O sistema F = KU
A equacdo (14) estabelece a relagdo entre os deslocamentos nodais e os carregamentos nodais
indicados na Figura 10.
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Figura 10 — Deslocamentos nodais e carregamentos nodais

Nessa figura os apoios foram omitidos propositadamente, porque a rigor o seu efeito ainda ndo foi
considerado. Qualquer que seja o conjunto de deslocamentos nodais U, (14) define de forma
univoca o carregamento nodal correspondente; no entanto, o problema que queremos resolver é
justamente o contrario: dado o carregamento nodal, a questdo é determinar os deslocamentos
nodais, incognitas fundamentais do método. Do ponto de vista matematico, o que se quer é resolver
o sistema de equagdes algébricas (14), que tem como incdgnitas os deslocamentos nodais U.

E facil perceber que esse sistema é indeterminado. Seja U = H um vetor de deslocamentos nodais
correspondente a um movimento de corpo rigido qualquer da trelica, por exemplo uma translagdo
horizontal (um movimento como esse é possivel porque, até este ponto, ndo consideramos a
presenca de vinculos externos). O movimento de corpo rigido, por defini¢do, significa que as barras
ndo se deformam e, portanto, ndo tém forca normal; se ndo ha for¢ca normal, o equilibrio dos nés
implica F = 0. Entdo, de (14), 0 = KH, o que por si s6 significa que K ndo é inversivel, porque, se
fosse, a multiplicacdo dos dois lados dessa equacdo por K™! a esquerda levaria a H =0, o que é
absurdo.

Do ponto de vista fisico, o problema ndo tem solug¢do Unica porque a estrutura sem vinculacdo é
hipostatica. Mesmo que seja respeitado o equilibrio, havera infinitas solu¢des que diferem entre si
por um movimento de corpo rigido. Essa hipostaticidade se manifesta matematicamente na
singularidade da matriz de rigidez , isto é, faz com que detK = 0.

2.6 Solucao do sistema

Se a estrutura tiver vinculagdo suficiente para impedir movimentos de corpo rigido, o problema tera
solucdo unica. Consideremos novamente a trelica da Figura 8, com a presenca dos apoios. Trata-se
de um caso particular da situagdo ilustrada na Figura 10, em que os delocamentos U;q, U1 € U,
sdo conhecidos a priori, ou impostos (mais exatamente, nulos), e a prescrigdo desses deslocamentos
impede qualquer possibilidade de movimento de corpo rigido.

Sejam U, = (Uy,++,Uq) e Uy = (Uqg, -, Uy2) resultantes da particdo do vetor de deslocamentos
nodais entre deslocamentos livres — denominados graus de liberdade da estrutura — e
deslocamentos impostos (nulos ou ndo). Adotando-se particdo andloga para o vetor de
carregamentos nodais, é facil perceber que o sistema pode ser reorganizado em blocos:
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Fy ] (Kip . Kio Kipo - Kin2p U
Fg _ K9,1 e ngg K9,10 e K9,12 Ug
Fio Kioq - Kioo Kioio - Kioaz2||Uio
Fip (K121 - Kizo Kizio - Kizi2llUsz

ou, de forma abreviada,

[Fb] Kba Kbb] [Ub] (16)

Nesse sistema, sao conhecidos Uy (deslocamentos impostos) e F, (carregamento nodal segundo os
graus de liberdade da estrutura); as incégnitas sao U, (deslocamentos livres) e F, (rea¢des de
apoio). O bloco superior de (16) corresponde a

Fy = Kaa Uy + Ky Uy,

mas como K,,, a chamada matriz de rigidez reduzida da estrutura, admite inversa, os
deslocamentos livres podem ser calculados a partir de

U, = Kaa_l(Fa — Kp Up) (17)
ou, no caso particular (mas mais frequente) em que os deslocamentos impostos sdo nulos,

U,=K,, 'F,. (18)

Uma vez calculados os deslocamentos livres, as rea¢des de apoio decorrem do bloco inferior de (16):

Fp = Kpa Ua + Kpp Up . (19)

2.7 Esforgos nas barras
Os esforgos nas extremidades das barras, no sistema local, sdo calculados a partir de (1), (6) e (10):

fb = kP u? = kP TPu? = kP T? LPU, (20)
em que o vetor de deslocamentos nodais é recomposto usando (18) e os deslocamentos impostos,
isto é,

v=u;] .

2.8 Exemplo3

A titulo de exemplo, a formulagdao desenvolvida neste capitulo serd usada para o cdlculo dos
deslocamentos nodais e das forgas normais nas barras da trelica da Figura 11.

3 Esse exemplo, bem como outros que seguem, foi resolvido com o programa Mathematica. O que
se apresenta aqui é a sequéncia de comandos, que obedecem a sintaxe prépria, e a saida do
programa.
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Figura 11 — Exemplo de trelica plana
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Numeracao dos deslocamentos nodais

484N EA=12xTHEN 2 4
48N 1 (1}
— —q s — — 3
B ¥, ™ . f6 J e 3
. ,R/J % RS # e
; - " % ~
7 2 ¥ 4 4
‘ (51~ (4)
v g __,JT“
- ~ " e '6
e 81 (2)
2y - > =5
e = 7

4m

Matrizes de rigidez no sistema local

kKb[EA_, L_] :=EA/L{{1, 0, -1, 0}, {0, 0,0, 0}, {-1,0, 1, 0}, {0,0, 0, 0}}
kbl = kb[12 % 10°4, 4]
({30000, 0, -30000, 0}, {0, 0, 0, 0}, {-30000, 0, 30000, 0}, {0, 0, 0, 0}}

MatrixForm[kb1]

forma de matriz

30000 © -30000 ©

(] (] (<] (<]
-30000 0 30000 O
(%] (<] 0 0

kb2 = kbl

({30000, 0, -30000, 0}, {0, 0, 0, 0}, {-30000, 0, 30000, 0}, {0, 0, 0, 0}}

kb3 = kb[12 104, 3]
({40000, 0, -40000, 0}, {0, 0, 0, 0}, {-40000, 0, 40000, 0}, {0, 0, 0, 0}}

kb4 = kb3
{{40000, 0, -40000, 0}, {0, 0, 0, 0}, {-40000, 0, 40000, 0}, {0, 0, 0, 0}}

kb5 = kb[12 104, 5]
{{24000, 0, -24000, 0}, {0, 0, 0, 0}, {-24000, 0, 24000, 0}, {0, 0, 0, 0}}

kb6 = kb5
({24000, 0, -24000, 0}, {0, 0, 0, 0}, {-24000, 0, 24000, 0}, {0, 0, 0, 0}}

Matrizes de rigidez no sistema global

T[theta_] := {{Cos[theta], Sin[theta], @, 0}, {-Sin[theta], Cos[theta], 0, 0},

0osseno Seno COSSent

{0, 0, Cos[theta], Sin[theta]}, {0, 0, -Sin[theta], Cos[theta]}}
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T1 = T[]
{{1, 0,0, 0}, {06,1, 0,0}, {0,0, 1, 0}, {0,0,0, 1}}

T2 =T1
{{1, 0,0, 0}, {0, 1, 0, 0}, {0,0, 1, ¢}, {0,0, 0, 1}}

T3 = T[Pi/ 2]
{{e, 1, 0, 0}, {-1, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 1}, {0, 0, -1, 0}}

T4 = T3
{{0,1, 9, 0}, {-1,0, 0, 0}, {0,0, 0, 1}, {0, 0, -1, O0}}

T5 = T[ArcTan[3 / 4]]
(RS R DDROLE ST 5
T6 = T[-ArcTan[3/4]]

-t bud had-E pad Bl

k1 = kbl
({30000, 0, -30000, 0}, {0, 0, 0, 0}, {-30000, 0, 30000, 0}, {0, 0, 0, 0}}

wvi]
——
——

MatrixForm[k1]
30000 © -30000 ©
(%] 0 (%] 0
-30000 © 30000 O
0 0 0 0

k2 = kb2
{{30000, 0, -30000, 0}, {0, 0, 0, 0}, {-30000, 0, 30000, 0}, {0, 0, 0, O}}

k3 = Transpose [T3].kb3.T3
{{o, 0,‘0, é}, {0, 40000, 0, -40000}, {0, 0, 0, 0}, {0, -40000, 0, 40000} }
k4 = Transpose [T4].kb4.T4
{{90, 0, 0‘,‘ 0}, {0, 40000, 0, -40000}, {0, 0, 0, 0}, {0, -40000, 0, 40000}}
k5 = Transpose [T5].kb5.T5

{{15360, 11520, -15360, -11520}, {11520, 8640, -11520, -8640},
{-15360, -11520, 15360, 11520}, {-11520, -8640, 11520, 8640}}



ké = Transpose[T6] .kb6.T6
{{15360, -11520, -15360, 11520}, {-11520, 8640, 11520, -8640},
{-15360, 11520, 15360, -11520}, {11520, -8640, - 11520, 8640} }
Espalhamento das matrizes das barras

Ll J ok 5% ] dm
Normal [SparseArray[{{1, i} » 1, {2, j} » 1, {3, k} » 1, {4, 1} » 1}, {4, 8}]]

11 =L[1, 2, 3, 4]

{{1,0,0,0,0,0,0,0}, {6,1,0,0,0,0,0, 0},
{6,0,1,0,0,0,0,0}, {0,0,0,1,0,0,0,0}}

MatrixForm[L1]

10000 000
01000000
© 0100000
00010000

kcl = Transpose[L1] .k1.L1

{{30000, 0, -30000, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0},
{-30000, 0, 30000, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0,0, 0,0, 0, 0}, {0, 0,0, 0,0, 0, 9, 0},
{6,0,0,0,0,0,0, 0}, {0,0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0,0}}

L2 = L[7, 8, 5, 6]

{{0) 0) e} 0) e) 0) 1) e}) {0) e) a) e) a) e) 0) 1})
{6,0,0,0,1,0,0,0}, {0,0,0,0,0,1,0, 0}}

kc2 = Transpose[L2] .k2.L2

{{6,0,0,0,0,0,0,0}, {6,0,0,0,0,0,0,0}, {6,0,0,0,0,0,0, 0},
{6,0,0,0,0,0,0,0}, {6,0,0,0, 30000, 0, -30000, 0}, {0, 0,0,0,0,0,0, 0},
{0, 0, 0, 0, -30000, 0, 30000, 0}, {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}}

MatrixForm[kc2]
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 (%] (%]
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 30000 O -30000 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -30000 O 30000 O
0 0 0 0 0 0 0 0



L3 =L[7,8; 1,2]
{{0,0,0,0,0,0,1,0}, {06,0,0,0,0,0,0, 1},
{1, 0,0,0,0,0,0, 0}, {6,1,0,0,0,0,0, 0}}

kc3 = Transpose[L3] .k3.L3
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{{0,0,0,0,0,0,0,0}, {0, 40000, 0, 0, 0, 0, 0, -40000},
{0,90,0,0,0,0,0, 0}, {0,0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0, 0,0},
{6,0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0, 0}, {0,

L4 = L[5, 6, 3, 4]
{{e,0,0,0,1, 0,0, 0}, {0,
{0,0,1,0,0,0,0,0}, {0,

®
-

0) 0) 0) 1) 0) 0})
»1,0,0,0,0}}

Y
-
Y

kc4 = Transpose[L4] .k4.L4

-40000, 0, 0, 0, 0, 0, 40000} }

{{6,0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0, 0},
{0, 0, 0, 40000, 0, -40000, 0, 0}, {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0},
{0, 0, 0, -40000, 0, 40000, 0, 0}, {0, 0,0, 0,0, 0, 0, 0}, {0, 0,0, 0, 0,0, 0, 0}}

L5 = L[7, 8, 3, 4]
{{0} 0) 0) e) e) e) 1, 6}) {6, 0) 0) 0) 0) e) 0) 1})
{0) 0) 1) 0) 0) e) 0) 0}) {0) 0) 2 1) 0) 0) 0) 0}}

®

kec5 = Transpose[L5] .k5.L5

{{9, 0,
{e, 9,
{0,0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0, 0,0, 0},
{e, 0,

6, 0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0, 0},

L6 = L[1, 2, 5, 6]
{{1,0,90,0,0,0,0,0}, {6,1,0,0, 0, 0,0, 0},
{6,0,0,0,1,0,0,0}, {0,0,0,0,0,1,0,0}}

kc6 = Transpose[L6] .k6.L6

{{15360, -11520, 0, 0, -15360, 11520, 0, 0},

15360, 11520, 0, 0, -15360, -11520}, {0, 0, 11520, 8640, 0, 0, -11520, -8640},

-15360, -11520, 0, 0, 15360, 11520}, {0, 0, -11520, -8640, 0, 0, 11520, 8640} }

{-11520, 8640, 0, 0, 11520, -8640, 0, 0}, {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0},
{0,0,0,0,0,0,0, 0}, {-15360, 11520, 0, 0, 15360, -11520, 0, 0},
{11520, -8640, 0, @, -11520, 8640, 0, 0}, {0, ©, 0, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}}
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Matriz de rigidez da estrutura

K = kel + kc2 + ke3 + kca + ke5 + kcé

{{45360, -11520, -30000, 8, -15360, 11520, 0, 0},
{-11520, 48640, 0, 0, 11520, -8640, 0, -40000},
{-30000, 0, 45360, 11520, 0, 0, -15360, -11520},
{0, 0, 11520, 48640, 0, -40000, -11520, -8640},
{-15360, 11520, 0, 0, 45360, -11520, -30000, 0},
{11520, -8640, 0, -40000, - 11520, 48640, 0, 0},
{0, 0, -15360, -11520, -30000, 0, 45360, 11520},
{0, -40000, -11520, -8640, 0, 0, 11520, 48640} }

MatrixForm[K]
45360 -11520 -30000 0 -15360 11520 0 0
-11520 48640 7] 7] 11520 -8640 ] -40 000
- 30000 0 45360 11520 0 0 -15360 -11520
0 0 11520 48640 0 -40000 -11520 -8640
-15360 11520 (7] (7] 45360 -11520 -30000 (%]
11520 -8640 0 -40000 -11520 48640 0 0
0 0 -15360 -11520 -30000 0 45360 11520
) -40000 -11520 -8640 (%} 7] 11520 48640
Det [K]
0

Vetor de carregamentos nodais

Fa = {48, -48, 0, 0, 0}
(48, -48, 9, 0, 0}

Calculo dos deslocamentos nodais

Kaa = K[[133;5,1;;5]]
({45360, -11520, -30000, 0, -15360}, {-11520, 48640, 0, 0, 11520},
{-30000, 0, 45360, 11520, 0}, {0, 0, 11520, 48640, 0}, {-15360, 11520, 0, 0, 45360} }

Ua = Inverse[Kaa].Fa

{ g 2 19 3 7 }
4000° 40000° 12000° 8000 7500

N[Ua]

imerico

{0.00225, -0.000675, 0.00158333, -0.000375, 0.000933333}
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Cilculo das reagoes de apoio

Kba = K[[6 ;5 8,1 ;; 5]]
{{11520, -8640, 0, -40000, -11520},
{0, 0, -15360, -11520, -30000}, {0, -40000, -11520, -8640, 0}}

Fb = Kba.Ua
{36, -48, 12}
Esforcos nodais em cada barra, no sistema local

U = Join[Ua, {0, 0, 8}]

{ 9 27 19 3 7

3 2 iy ™ 2 2 0, e) 0}
4000 40000° 12000 8000 " 7500

fbl = kb1.T1.L1.U
{20, 0, -20, 0}

fb2 = kb2.T2.L2.U
{-28, 0, 28, 0}

b3 = kb3.73.L3.U
{27, 0, -27, 0}

fba = kb4.T4.L4.U
{15, @, -15, 0}

b5 = kb5.T5.L5.U
{-25, 0, 25, 0}

b6 = kb6.T6.L6.U
{35, 0, -35, 0}

2.8 Interpretacao fisica dos elementos da matriz de rigidez
A Figura 12 apresenta um campo de deslocamentos particular para trelica do exemplo anterior, em

gue o deslocamento nodal na dire¢do 5 é unitario e os demais sdo nulos.
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K25‘ K15 K45' K35

(6)

(4)

K

65

85 ' (2)

K75 K55 U5 =

Figura 12 — Campo de deslocamentos particular e esforcos nodais correspondentes

Substiuindo-se o vetor de deslocamentos nodais correspondente em (14), obtém-se

Kll K15 Kls 0

[ [ o1 71
I el o+
|F5|=|K51 K5 K58||1|=|K55|
N I R A I | & ]
FAN lo ! lies

K81 Kg K88 0

Generalizando, o que se percebe é que os esforcos nodais correspondentes a um campo de
deslocamentos tal que U; = 1 e todos os demais deslocamentos nodais sdo nulos compdem a j-
ésima coluna (ou j-ésima linha, porque K é simétrica) da matriz de rigidez da estrutura. Por
consequéncia, K;; € o esfor¢o na diregéo i associado a um deslocamento unitdrio na diregéo j (e nulo
nas demais).

A mesma interpretacdo é valida para os elementos da matriz de rigidez da barra isolada, seja no
sistema local ou global. Ela nos ajuda a entender de que forma os elementos das matrizes de rigidez
das barras se compdem na matriz de rigidez da estrutura. K5, por exemplo, é o esfor¢o total
segundo a dire¢do 5 associado ao campo de deslocamentos da Figura 12. E total no sentido de que,
como mostra a Figura 12, parte dele é usada para promover um deslocamento unitdrio na dire¢do 3
da barra 2 (conforme a numeracdo dos graus de liberdade de cada barra no sistema global), outra
parte para um deslocamento unitario na direcdo 3 da barra 6, e uma terceira parte para um
deslocamento unitario na diregdo 1 da barra 4. A partir do equilibrio do n¢, ilustrado na Figura 13,
obtém-se

Kss = k33 + kS5 + ki; = 30000 + 15360 + 0 = 45360,

resultado igual ao que se obteve anteriormente.
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(6)

k 4
Ky g
T k33 Tk214
—>

(2) k432T k114ul

Figura 13 — Equilibrio do né da trelica do Exemplo 1, na situagdo ilustrada na Figura 12

2.9 Espalhamento da matriz de rigidez de uma barra

Na Figura 13, k25 representa, na numeragdo dos graus de liberdade da barra 6, o esforgo segundo a
direcdo 4 associado a um deslocamento unitario na direcao 3 (e nulo nas demais). Como a dire¢do 4
da barra 6 coincide com a direcdo 6 da estrutura, e a direcdo 3 da barra 6 coincide com a direcdo 5
da estrutura, k$; é a contribuigdo da barra 6 para o esforgo segundo a diregdo 6 (da estrutura)
associado a um deslocamento unitério na diregdo 5 da estrutura (e nulo nas demais), isto é, k$; é
uma parcela de Kg5. A matriz de rigidez da estrutura é composta pela soma das contribui¢des de
cada barra, o que se pode sistematizar promovendo o espalhamento da matriz de rigidez de cada
barra na matriz de rigidez da estrutura, isto é, destinando a cada elemento da matriz de rigidez da
barra uma posicao adequada na matriz de rigidez da estrutura, conforme a numeracao dos graus de
liberdade da barra e da estrutura. A Figura 14 ilustra o resultado do espalhamento.

L e . kS, kS, 0 0 KS$; K§, O O

K6 K5 KS. K611 k$; k3, 0 0 Kk§3 k3, 0 0
[Fir Kiz kiz ki) 0 0 00 0 0 00
k6=|k5’1 kS, ks k%4|2=>K6= 0 0 00 0 0 00
{k& kS, kS kg4‘ 5 k$; kS 0 0 K§3 Kk 0 0

k21 kgz k23 k24 6 k21 kgz 0 0 k23 k24 0 0

0 0O 0 0 O 0O 0 O

L 0 0O 0 0 O 0 0 O

Figura 14 — Contribuicao da barra 6 para a matriz de rigidez da estrutura
E facil verificar que
K6 — (L6)Tk6L6,
contribuicdo da barra 6 para a montagem da matriz de rigidez em (15). Na pratica, na
implementacdo de programas, essa operag¢do matricial ndo vale a pena, porque envolve um nimero

muito grande de multiplicagdes por zero (dada a natureza da matriz de incidéncia) e pode ser
substituida com facilidade pelo espalhamento direto.
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2.10 Apoio inclinado

A solucdo do sistema (14) apresentada neste capitulo requer a caracterizacdo dos deslocamentos
nodais como livres (graus de liberdade da estrutura) ou impostos (eventualmente nulos). E com base
nessa distingdo que o sistema de equacdes é particionado.

Para que se possa resolver o problema dessa forma em situagées como a da estrutura da Figura 1,
dotada de um apoio inclinado, é preciso que o deslocamento desse né seja decomposto segundo
direcGes diferentes dos demais, como sugerido na Figura 15.

U
A7

2)

Figura 15 - Possivel numeragao dos graus de liberdade da Figura 16 — Caso geral, em que ha sistemas globais
trelica da Figura 1 diferentes nas extremidades da barra

Conceitualmente, nada impede que se adote um sistema global diferente em um nd, porque as
equacoes de equilibrio sdo formuladas né a ng, isto é, nunca se somam forcas aplicadas em nds
diferentes.

O cuidado que se deve tomar é, na passagem dos esfor¢os de extremidade das barras do sistema
local para o sistema global, observar que os sistemas globais podem ser diferentes nos nés inicial e
final. Na situacdo ilustrada na Figura 7, em que sé ha um sistema global, 6 é, ao mesmo tempo, o
angulo que a barra forma com o eixo x (global) e o dngulo de giro entre os sistemas local e global em
cada no, medido no sentido anti-horario a partir do sistema global. No caso geral, ilustrado na Figura
16, ha dois sistemas globais, e as transformagdes entre sistemas local e global sdo definidas em cada
n6 por um angulo diferente: 6; no nd inicial, 67 no no final.

Por comparagdo com (3) e (5), é facil perceber que, no caso geral, a matriz de transformacao é

[ cos 6; senb; 0 0 1
|—senb; cosb; 0 0 |

=] o 0 cosfy  senbf| (22)
l 0 0 —senby cos HfJ

Essa matriz também é ortogonal, e nada se altera nas equagdes subsequentes.



2.11 Exercicio proposto

Calcular os deslocamentos dos nds da trelica
hiperestdtica plana da figura, submetida ao
carregamento indicado. As barras sdo todas
iguais, com comprimento £ e secdo transversal
de drea A, constituidas de material cujo mdédulo
de elasticidade é E.

Resposta:
8 Pt 4 p¢ 4 PY

“=2554" % ~554° % ~ 2584

25
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3. PORTICOS PLANOS

A andlise matricial de pdrticos planos é muito parecida com a de trelicas planas. As adaptacdes
necessdrias decorrem essencialmente de dois fatores: 1) é preciso incluir a rotagdo entre os
deslocamentos nodais e o momento entre os carregamentos nodais; 2) no caso geral, ha
carregamentos fora dos nos.

3.1 Matriz de rigidez da barra no sistema local

A Figura 17 mostra, para o caso de uma barra de pdrtico, os delocamentos nodais e os esforcos
nodais a eles associados, no sistema local. Diferentemente das barras de trelica, aqui é preciso
considerar as rotagdes nodais (porque, por si sés, provocam o aparecimento de esforcos) e os
momentos nodais.

Ug
_ X
Us ... _ - - _
d s e BEC B g
u; 14 > —
u; x Uy fa fa

Figura 17 — Deslocamentos e esforgos nodais da barra de poértico no sistema local

As relagbes entre deslocamentos e esforgos nodais podem ser obtidas por superposicdo,
considerando o efeito de cada deslocamento nodal isoladamente. Seja por exemplo o caso em que
apenas U, é diferente de zero. Os esforgos nodais correspondentes sdo as reagdes de apoio de uma
viga biengastada submetida ao recalque de apoio indicado na Figura 18.

UAL
[ <
§>‘\\\\ N Y \\\\
UzT \\\\\\\\ _ Va eA \\\\\\
- —g f— —
A El¢ B ]_c I}.
3 ~ 142

Figura 18 — Obtencgao dos esforgos nodais associados a u, pelo método dos esforcos.

Esse problema pode ser resolvido por integracdo da equacdo diferencial da linha elastica ou
diretamente, pelo método dos esforcos. Considerando-se a isostatica fundamental indicada, as
equacdes de compatibilidade levam a:



_ Lt f2
Vy=U, 2=2——=-=1
A 277 3E1 2EI 2
sistema cuja solucdo é
= 6EI_ 7  12EI _
f3 {;_zuZ/ fZ_ 73 U
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Na hipotese de pequenos deslocamentos, da condigdo de compatibilidade adicional u, = 0 resulta

f1 = 0. Por equilibrio, determinam-se os esfor¢os na extremidade B.

A Figura 19 mostra os esforgos nodais correspondentes a imposicdo de cada um dos deslocamentos

nodais.
T T o
6[—5132 (5\2‘\\\ \\\\\z—g\ﬁz‘ GTE/IE_’S, T 55T 67%’35
1281, g, 1, 1281
. T GTIEIUS’ l 67’5’33 I GZ—E‘I&; e ?é\?//i%_lﬂs

Figura 19 - Esforgos nodais associados a imposi¢do de cada deslocamento nodal na barra de pértico plano

Quando se considera o efeito da imposi¢do simultdnea de todos esses deslocamentos obtém-se a

relacdo
[f1] 1 EA/¢ 0 0 —EA/® 0
f2 0 12E1/03  6EI/¢? 0  —12EI/¢3
fzl | 0 6El /2 4El /¢ 0 — 6E1/¢2
Al 1-EA/E 0 0 EA/¢ 0
fe 0 —12E1/#® —6El/¢? 0 12E1/ 3
7] 0 6EI/¢? 2EI1/¢ 0 —6E1 /4>
formalmente idéntica a (1), mas com vetores de dimensdo 6 e
- EA/¢ 0 0 —EA/® 0
0 12E1/¢3  6EI/¢? 0 —12E1/¢3
k= 0 6El /2 AEI1 /¢ 0 — 6E1/¢?
—EA/¢ 0 0 EA/¢ 0
0 —12E1/¢3® —6EI/¢? 0 12E1/¢3
0 6EI/£2 2E1/¢ 0 — 6E1/4?

0
6E1 /2
2E1/¢
0
— 6E1/¢?

|
— e

NSRRI

4E1/¢ |

0
6El /2
2E1/¢

0
— 6E1 /2

AEI/¢ |

correspondente a matriz de rigidez da barra de pértico plano no sistema local.

7

A U1 A W N
——

—ee

<

(23)
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3.2 Matriz de transformacao para o sistema global

Tomando por base o caso das barras de trelica (Figura 7), é facil constatar que a passagem dos
esforgos de extremidade e deslocamentos nodais do sistema local (Figura 17) para o sistema global é
feita substituindo-se em (4) e (6) a matriz de transformacédo

r cosfO send 0 0 0 0]
—senf cosf@ O 0 0 0
0 0 1 0 0 0
= 24
T 0 0 0 cos@ senB 0} (24)
0 0 0 —senf cosf O
0 0 0 0 0 1

isto é, as forgas e deslocamentos lineares (indices 1,2, 4 e 5) transformam-se exatamente como nas
trelicas; momentos de extremidade e rotacdes (indices 3 e 6) tém valores iguais nos sistemas local e
global. A matriz de transformacao para barras de poértico plano também é ortogonal.

3.3 Portico com carregamento aplicado nos nés

Com as devidas adaptacdes na matriz de rigidez da barra, na matriz de transformacao e na dimensao
dos vetores envolvidos, o procedimento é inteiramente andlogo ao das trelicas. Continuam valendo
(9), (15) e (14); a matriz de incidéncia L? tem agora 6 linhas e nimero de colunas igual ao nimero de
deslocamentos nodais da estrutura, mas a rigor nem nao é necessdria porque a matriz de rigidez da
estrutura pode ser construida por espalhamento direto. A solucdo do sistema (14) é obtida
adotando-se o particionamento expresso em (16), do que resultam (17) e (19), e os esforgos de
extremidade de cada barra sdo calculados a partir de (20).

3.4 Carregamento nodal equivalente

Se houver carregamento fora dos nds, seu efeito pode ser considerado por meio de um
carregamento nodal equivalente, cuja definicdo é consequéncia direta do principio da superposi¢do
dos efeitos.

Cada barra de pdrtico pode ser entendida como se fosse uma viga biengastada® sujeita a dois tipos
de solicitagdao: os deslocamentos de extremidade impostos, que para ela teriam o efeito de
recalques de apoio, e eventuais carregamentos aplicados ao longo do seu comprimento. O efeito
dos deslocamentos impostos ja se conhece: se o vetor de deslocamentos nodais impostos for U, os
esforgos nodais a ele associados serdo f = Ku, ambos no sistema local. Também no sistema local,
sejaf = f, o vetor de esforgos nodais (comumente designados esforcos de engastamento perfeito)
correspondentes as reacdes de apoio da viga biengastada sujeita apenas ao carregamento fora dos
nds —e, portanto, sem deslocamentos nodais (i = 0). Superpondo-se as duas solicitacdes, obtém-
se

f=Ku+f,. (25)

4 Pérticos com articulacbes internas serdo analisados mais adiante.
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A Figura 20 ilustra essa superposic¢do.

deslocamentos esforgos
nodais nodais
us . B
] IRRRES u ku
L4 I Uz
> 7,
+
P
pus | P72 | P21 pus 0 ;
/ £/2 £/2 \ 0
0 0
U P 7
7, th R : u f=ku+f,
|4 Uz
fi 7 fa

Figura 20 - Esforgos nodais na barra de pértico considerando o efeito de carregamento fora dos nés

Deste ponto em diante, a sequéncia de operacbes é andloga a das trelicas. Substituindo-se (4) e (6)
em (25) obtém-se

Tf = kTu + f,
ou, multiplicando-se a esquerda pela transposta da matriz de transformacao,

f=Kku+f,, (26)

em que

fO == TTE) (27)
e a matriz de rigidez k é calculada como em (9). A identificacdo entre os deslocamentos nodais da

barra e os deslocamentos nodais da estrutura é feita por meio de matrizes de incidéncia como em
(10), e a versdo expandida do vetor de esforcos nodais é construida como em (13):

f = LTf = LTKLU + LTf,. (28)

Substituindo-se (28) nas equacgdes de equilibrio obtém-se

Nnp Np Np
F= Z fi= Z(Li)TkiLi U+ z(Li)Tfoi
i=1 i=1 i=1

ou, de forma abreviada,

F—F,=KU, (29)
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em que F é o vetor de carregamentos nodais da estrutura (aplicados efetivamente nos nés), K é a
matriz de rigidez da estrutura, calculada como em (15), e

Fo = Y7, (1) £, (30)
O vetor —F; é um carregamento nodal equivalente ao carregamento aplicado fora dos nds da
estrutura, no sentido de que, superposto ao carregamento nodal F, produz os deslocamentos nodais
corretos. Observando-se (30) e (27), é facil perceber que —F corresponde a totalizagdo nos nds dos
esforcos de engastamento perfeito de cada barra, convertidos para o sistema global e aplicados no
sentido contrdrio, como se vé no exemplo da Figura 21.

p pt/2 pl/2
£2/12 02/12 l
b P s
pee/12 p pe/12
, WMMMHHME \
pZ/ZI TpZ/Z
Carregamento original (fora dos nés)  Esforgos de engastamento perfeito Carregamento nodal equivalente

Figura 21 - Transformagdo do carregamento fora dos nés em carregamento nodal equivalente.

3.5 Esfor¢os nas barras

A solugdo do sistema de equacdes (29) é igual ao caso das trelicas. E importante lembrar que, uma
vez calculados os deslocamentos nodais, a determinagdo dos esforcos nas extremidades das barras
exige que se considerem os esforcos de engastamento perfeito. A partir de (25), obtém-se

fP=kbtut+f,” = kP TP LPU +1, . (31)



3.6 Exemplo

Calcular os deslocamento nodais e os esforcos
de extremidade das barras do pdrtico plano da
Figura 22.

Dados:
EI = 27000 kNm?
EA = 600000 kN

31
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\ 4m |

I |
Figura 22 - Exemplo de pértico plano



Numeracao dos deslocamentos nodais

30kNm

v s

3m

3m (1)

8 1"

4m \

Ef= 27 000 kNm? EA = 600 000 kN

Matrizes de rigidez no sistema local

kb[EA_, EI_, L_] := {{EA/L, @, 0, -EA/L, O, 0},
{0, 12E1 /1L~3, 6EI /12, 0, ~12E1 [L43, 6 EL /L A2},
{e, 6E1/L"2, 4EI/L, 0, -6EI /L 2, 2EI/L},
{-EA/L,0,0,EA/L, @, 0},
{e, -12E1 /L3, -6EI/L"2, 0, 12EI /L"3, -6EI /L 2},
{e, 6EI/L"2, 2EI/L, 0, -6EI /L"2, 4EI/L}}

kbl = kb [600 000, 27000, 3]
[{200000, 0, 0, -200000, 0, 0}, [0, 12000, 18000, 0, 12000, 18000},

(0, 18000, 36000, 0, - 18000, 18000}, {-200000, 0, 0, 200000, 0, 0},

{0, -12000, -18000, 0, 12000, - 18000}, {0, 18000, 18000, 0, - 18000, 36000} }

MatrixForm[kb1]
forma de matriz

200000 (%] (%] -200000 (%] (%]
(4] 12000 18000 0 -12000 18000
0 18000 36000 (%] -18000 18000

- 200000 (2] (%] 200000 (%] (]
(] -12000 -18000 0 12000 -18000
0 18000 18000 (%] -18000 36000

kb2 = kb [600 000, 27000, 5]
[{120000, 0, 0, -120000, 0, 0}, {0, 2592, 6480, 0, - 2592, 6480},

{0, 6480, 21600, 0, - 6480, 10800}, {-120000, 0, 0, 120000, 0, 0},

{0, -2592, -6480, 0, 2592, -6480}, {0, 6480, 10800, 0, - 6480, 21600 }

32
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kb3 = kb [600000, 27000, 6]
{{100000, 0, 0, -100000, 0, 0}, {0, 1500, 4500, 0, -1500, 4500},

{0, 4500, 18000, 0, -4500, 9900}, {-100000, 0, 0, 100000, 0, 0},
{0, -1500, -4500, 0, 1500, -4500}, {0, 4500, 9000, 0, - 4500, 18000} )
Matrizes de rigidez no sistema global
T[theta_] := {{Cos[theta], Sin[theta], 0, 0, 0, 0},
{-Sin[theta], Cos[theta], 0, 0, 0, 0},

{6, 0,1, 0,0, 0},
{0, @, 0, Cos[theta], Sin[theta], 0},

{0, @, @, -Sin[theta], Cos[theta], 0},

{6,0,0,0,0,1}}

T1=T[Pi /2]

{{6,1,0,0,0,0}, {-1,0,0,0,0,0}, {06,0,1,0,0, 0},
{0: 0) 0: 0: 1: 0}: {01 0) 0: _1) e: 0:’: {0: 0) 9, 0: 0) 1:’:’
MatrixForm[T1]

e 1 0 0 0 0

-1 0 06 0 0 0

© 61 0 0 0

0 0 0 0 10

0 0 0 -1 0 0

0 99 9 @1

T2 = T[Ach.an[§/4] ]

4 3 " 3 4 N 2
{{_) ) 0) 9, 9, 9’) {__) T 9, 0) e} e’) {0, e: 1) a) 0: 0,’)
5 § ’ 5 5 ’
a 3 3 4 -
{0: 0,0, —, —, 0, {91 0,0, -—, —, 0, {0,0,0,0,0, 1}
5 5 5 5 ’ ’
T3=T[Pi/2

{{9, 1) e: 9, 0) e:’: {"11 0: 0,0, 0, 0}) {0) 0, 1, 0, 0) e:’;
{6,0,0,0,1, 0}, {6,0,0, -1,0,0}, {6,0,0,0,0, 1}}

k1 = Transpose[T1] .kb1.T1
{{12000, 0, -18000, -12000, 0, —-18000}, {0, 200000, 0, 0, —-200000, 0},

{-18000, 0, 36000, 18000, 0, 18000}, {-12000, 0, 18000, 12000, 0, 18000},
{6, -200000, 0, 0, 200000, 0}, {-18000, 0, 18000, 18000, 0, 36000} }



MatrixForm[k1]

12000 0 -18000 -12000 (%]

0 200000 [ 0 - 200000
-18000 (“] 36000 18000 (4
-12000 (4] 18000 12000 0

0 -200000 0 (%] 200000
-18000 0 18000 18000 0

k2 = Transpose [T2] .kb2.T2

1943328 1408896

-18000
(%]
18000
18000
(%]
36000

1943328 1408896

{{ 5 , -3888, , -3888},
25 25 25 25 :
1408896 1121472 1408896 1121472 ;
{ 5 ; 5184, -~ ;= , 51841,
25 25 25 25 :
{-3888, 5184, 21600, 3888, -5184, 10800},
1943328 1408896 1943328 1408896 S
{“ » E) ) bl 3 3888 I}
25 25 25 25 g
1408896 1121472 1408896 1121472 "
{‘ g, ! = ] ) , —5184;,
25 25 25 25 ¢

{-3888, 5184, 10800, 3888, -5184, 21600}

k3 = Transpose [T3] .kb3.T3

e
J

{ {1500, 0, -4500, -1500, 0, -4500}, {0, 100000, 0, 0, -100000, O},
{-4500, 0, 18000, 4500, 0, 9000}, {-1500, 0, 4500, 1500, 0, 4500},
{0, -100000, 0, 0, 100000, 0}, {-4500, 0, 9000, 4500, 0, 18000} }

Espalhamento das matrizes das barras

L[i_,j ,k ,1 ,m_, n_] :=Normal[SparseArray[

{{1,i} »1, {2, j}»1, {3, k} »1, {4,

L1 & L[7,8,9;1, 2, 3]

{{6,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0}, {0,0,
{0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0}, {1, 0,
{6,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0;}, {0,0,
MatrixForm[L1]

0O 000001000 0 0

© 0000001000 0

0O 00000 00100 0
100000000000
010000 000 0 0 90

0 0100000 00 0 0

1} -1, {5, m} »1,

-
O 0O

-

-

-

-
(IR

-

-

-

-

0@

-

-

-

SO ®

-

-
S O =

-

-

-

-

S0 ®

-

-

-

{6, n} » 1}, {6, 12}]]

-

S OO
-

SO
-

0@
=~

-

-
-

-



kcl = Transpose[L1].k1.L1

{{12000, 0, 18000, 0, 0, 0, -12000, 0, 18000, 0, 0, 0},
{0, 200000, 0, 0, 0, 0, O, -200000, 0, 0, 0, O},
{18000, 0, 36000, 0, 0, 0, -18000, 0, 18000, 0, 0, 0}, {0, O,
{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
{-12000, 0, -18000, 0, 0, 0, 12000, 0, -18000, 0, 0, 0},
{0, -200000, 0, 0, 0, 0, 0, 200000, 0, 0, 0, O},

{18000, 0, 18000, 0, 0, 0, -18000, 0, 36000, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, O,
{01 0) e) 0) eJ 0} e) 0) 0) e) 0) e}) {e) 0) e) 0) 0) 9) 0) e) 0) e) 0
MatrixForm[kcl]
12000 0 18000 © © © -12000 0 18000 © ©
(2} 200000 0 0 0 0 0 - 200000 0 0 0
18 000 (%} 36000 O © © -18000 (2} 18000 © ©
0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
0 (%} 0 0 0 0 0 (%} 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-12000 0 -18000 © © © 12000 0 -18000 0 ©
0 -200000 2 0 0 0 0 200000 0 0 0
18 000 0 18000 © ©0 © -18000 0 36000 0 ©
0 (%} 0 0 0 0 0 (%} 0 0 0
0 ) 2 0 00 0 0 0 )
(2} 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0

L2=1L[1, 2, 3, 4,5, 6]

{{1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}, {0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0
{0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0
{6,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0;}, {0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0

kc2 = Transpose[L2].k2.L2

1943328 1408896 1943328 1408 896

{{ y , -3888, - % , -3888, 0, 0,

£ 25 25 25 25
1408896 1121472 1408896 1121472
{ ) ) 518‘4) 5 57 2 ] 5184) e: 0, e)

25 25 25 25
{-3888, 5184, 21600, 3888, -5184, 10800, 0, 0, 0, 0, 0, O},
1943328 1408 896 1943328 1408896
{- = , 3888, . , 3888, 0,0, 0,
25 25 25 25
1408896 1121472 1408896 1121472
{- o= , -5184, ; | <5184, 9,70,
25 25 25 25
(-3888, 5184, 10800, 3888, - 5184, 21600, 0, 0, 0, 0, 0, 0},
{6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
{6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0

9, 0,
0, 0

-
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9, 9, 0; 0, 9, 0, 9, 0:’:
] 0:

9, a: 0; 0, 9, e: 6) 0:’)
3 0"

OO ®

-

-
[ RV

-

i

0, e},



MatrixForm[kc2]

1943328 1408896 _3ggg _ 1943328 _ 140889 _ 3992 9 9 9 O O O
25 25 25 25
1408806 1121472 g, 1408896 1121472 194 9 9 9 0 O O
25 25 25 25
-3888 5184 21600 3888 -5184 10800 ©0 0 © @ © ©
_ 1943328 1408806 3ggg 1943328 140889 3800 9 0 9 0 O O
25 25 25 25
_ 1408896 _ 1121472 _gqg, 14088% 112142 5184 90 9 0 0 © O
25 25 25 25
-3888 5184 10800 3888 -5184 21600 06 0 06 @ © ©
0 (*] 0 0 0 0 © 000 00
0 0 (<] (] (<] © 000 00
0 0 0 0 0 0 © 000 0 0
0 0 (%] 0 (%] (%] 0 000 0 90
(] 0 0 (4] 0 0 © 000 00
(] 0 (] (<] (%] 0 © 0 00 0 0

L3 = L[10, 11, 12, 4, 5, 6]

{{0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0}, {6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1, 0},
{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1}, {6,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0},
{6,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0}}

ke3 = Transpose[L3].k3.L3

{{6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0},
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), (0,0, 0, 1500, 0, 4500, 0, 9, 0, - 1500, 9, 4500} ,
{0, 0,0, 0, 100000, 0, 0, 0, 0, 0, -100000, 0},

[0, 0, 0, 4500, 0, 18000, 0, 0, 0, -4500, 0, 9900}, (0,0, 0, 0,90, 0,0, 0, 0, 0, 0, 0},
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)}, {0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0},

{0, 0, 0, -1500, 0, -4500, 0, 0, 0, 1500, 0, 4500},

(0, 0,0,0, 100000, 0, 0, 0, 0, 0, 100000, 0},

{0, 0, 0, 4500, 0, 9000, 0, 0, 0, -4500, 0, 18000} }

Matriz de rigidez da estrutura

K = kel + kc2 + kc3

2243328 1408896 1943328 140889 :
{{ 3 P V. & i o , -3888, -12000, 0, 18000, 0, 0, 0},
25 25 25 25 ¢
1408896 6121472 1408896 1121472 :
{ ’ , 5184, - - , 5184, 0, -200000, 0, 0, 0, 0},
25 25 25 25 :
{14112, 5184, 57600, 3888, -5184, 10800, -18000, 0, 18000, 0, 0, 0},
1943328 1408896 1980828 1408896 .
{- e , 3888, % , 8388,0, 0,0, 1500, 0, 4500,
25 25 25 25 2
1408896 1121472 1408896 3621472 )
{- ) - , -5184, > , -5184, 0, 0, 0, 0, -100000, 0},
25 25 25 25 .

{-3888, 5184, 10800, 8388, - 5184, 39600, 0, 0, 0, -4500, 0, 9000},
[-12000, 0, -18000, 0, 0, 0, 12000, 0, -18000, ©, 0, 0},

{0, -200000, 0, 0, 0, 0, 0, 200000, 0, 0, 0, 0},

(18000, 0, 18000, 0, 0, 0, -18000, 0, 36000, 0, 0, 0},

[0, 0, 0, -1500, 0, -4500, 0, 0, 0, 1500, 0, 4500},

{0,0,0,0, -100000, 0, 0, 0, 0, 0, 100000, 0},

{0, @, 0, 4500, 0, 9000, 0, 0, 0, -4500, 0, 18000} }



MatrixForm[K]
forma de matriz

2243328 1408896 4., 1943328 140889 3000 15005
25 25 25 25
1 46:5896 6 12215472 5184 1 48:5896 1 12215472 5184 0
14112 5184 57600 3888 -5184 108900 -18000
_ 1943328 1408896 3909 1980828 1498896  gagg 0
25 25 25 25
_ 1408896 1121472  gqg, 1408896 36214712 _gqgy 0
25 25 25 25
-3888 5184 10800 8388 -5184 39600 ]
-12 000 9 -18 600 ] ] ] 12000
] -2060 000 (2] ] ] ] ]
18000 ] 18000 ] ] ] -18 000
0 0 0 -1500 9 -4500 ]
] ] ] 9 -100000 0 ]
] ] ] 4500 ] 9600 ]

Det [K]

leterminante

(<]

Carregamento nodal equivalente

fbo2 = {0, 40 /2, 40+5/8, 0,40 /2, -40+5 /8}
{0, 20, 25, 0, 20, -25)

02 = Transpose [T2].fb02

ANSPOSICA0

feqd, 46, 28, ~19; 16, ~251

fc02 = Transpose[L2].f02

transposicao

{-12, 16, 25, -12, 16, -25, 0, 0, 0, 0, O, O}

Foa = Part[fc02, 1 ;; 6]

parte

{-12, 16, 25, -12, 16, - 25}

Vetor de carregamentos nodais

Fa={0,0,0,0,0, -30}
{0: e) 0, 0) 0) "36:’

9

-200000
9

2]

2]

9

]

200 000
9

]
]
]

18 000

]
18600
°]

]

2]
-18000
Q9
36000
]

[}

%]
]
-1500

9

-4500
]
]

® ® o

-100000

37
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Calculo dos deslocamentos nodais

Kaa =K[[1;;6,1;;6]]
2243328 1408896 1943328 1408 896

{{ s , 14112, = , , —3888},
25 25 25 25 :
1408896 6121472 1408896 1121472 ’
{ i) , 5184, - ) e , 5184},
25 25 25 25 ¢
{14112, 5184, 57600, 3888, -5184, 10800},
1943328 1408896 1980828 1408896 ;

{- o , 3888, 5 , 8388},
25 25 25 25 ’
1408896 1121472 1408896 3621472 ;

{- . , —5184, 3 , —5184},
25 25 25 25 ’

{-3888, 5184, 10800, 8388, -5184, 39600}}

Ua = Inverse [Kaa] . (Fa - Fea)

( 176671973 70154131 2787364093
42706980960 4448643850000 1601511786000
407909517 781937 147 211900919 .

88972877000 ) 2224321925000 & 800755893000 °

N[Ua]

{0.00413684, 0.0000157698, -0.00174046, 0.00458465, -0.00035154, -0.000264626}

Cilculo das reagoes de apoio

Kba = K[[7 ;5 12,1 ;; 6]]

{{-12000, 0, -18000, 0, 0, 0}, (0, -200000, 0, 0, 0, 0}, {18000, 0, 18000, 0, 0, 0},
{0, 0, 0, -1500, 0, -4500}, (0, 0, 0, 0, -100000, 0}, {0, 0, 0, 4500, 0, 9000} }

Fb = Kba.Ua
( 1629435232 280616524 7675669789 505913816 3127748588 3247383815,
88972877 = 88972877 = 177945754 = 88972877 = 88972877 = 177945754 °

N[Fb]

{-18.3138, -3.15396, 43.1349, -5.68616, 35.154, 18.2493}

Esforcos nodais em cada barra, no sistema local
U = Join[Ua, {0, 0, O, 0, 0, 0}]

176671973 70154131 2787364093

{ 42706980960 4448643850000 ) 1601511786000
407909 517 781937147 211900919

o y - ,0,0,0,0,0,0;
88972877000 2224321925000 800755893000 !
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£b1 = kb1.T1.L1.U
( 280616524 1629435232 7675669789 280616524 1629435232 2100941603
88972877 88972877 ~ 177945754 = 88972877 = 88972877 ~ 177945754 °

N[fb1]

{-3.15396, 18.3138, 43.1349, 3.15396, -18.3138, 11.8066}

£b2 = kb2.T2.L2.U + fb02
1471918100 753167920 2100941603 1471918100 2805747160 8161954597 .
88972877 = 88972877 = 177945754 = 88972877 = 88972877 177945754 °

N[fb2]

{-16.5434, 8.46514, -11.8066, 16.5434, 31.5349, -45.8677}

£b3 = kb3.T3.L3.U
{3127748588 505913816 3247383815 3127748588 505913816 2823581977,
88972877 = 88972877 177945754 88972877 = 88972877 177945754 °

N[fb3]

{35.154, 5.68616, 18.2493, -35.154, -5.68616, 15.8677}

3.7 Barra engastada-articulada

Se a barra de portico for articulada em uma das extremidades, altera-se a relagdo entre os esforgos
de extremidade e os deslocamentos nodais. A Figura 23 mostra uma barra nessas condigGes,
extraida de um portico plano ao qual se liga por meio de nds aqui indicados por pequenos
guadrados. A numeracdo de 1 a 6 aplica-se tanto aos deslocamentos nodais como aos esforcos de
extremidade, no sistema local. E facil perceber que, dada a presenca da articulagdo a direita, f; = 0
qualquer que seja o deslocamento nodal imposto; além disso, a imposi¢do de i isoladamente ndo
gera esforgos de extremidade.
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Figura 23 — Esforcos de extremidade associados a imposi¢dao de cada deslocamento nodal na barra engastada-articul

Quando se considera o efeito da imposi¢do simultdnea de todos esses deslocamentos obtém-se a

matriz de rigidez

=

- EA/¢
0
0
—EA/?
0

0

0
3E1/¢3
3EI/4?

0

—3E1/¢3

0

0
3E1/4?
3El/¢
0
—3El/¢?
0

—EA/¢
0
0
EA/¢
0
0

0
—3E1/43
— 3EI/4?

0

3E1/#3

0

0
0
0
0
0

04

(32)

de modo analogo ao que se fez para obter (23). Como observado anteriormente, cada coluna (ou

linha) da matriz de rigidez corresponde a um dos conjuntos de esfor¢os indicados na Figura 23.

Obviamente, também os esforcos de engastamento perfeito, a partir dos quais se calculam os

esfor¢os nodais equivalentes, sdo diferentes no caso da barra engastada-articulada.



3.8 Exemplo

Calcular os deslocamento nodais e os esforcos
de extremidade das barras do pdrtico plano da
Figura 24 considerando dois casos de
carregamento:

Caso 1: as cargas distribuidas indicadas;

Caso 2: o recalque de apoio indicado.

Dados:
EI = 30000 kNm?
EA = 600000 kN

41

24kN/m

VLT

4m
24KkN/m

AL

4m

0.02mi —~

| 5 m |

Figura 24 - Exemplo de pértico plano com barra articulada
e recalque de apoio
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Numeracgao dos graus de liberdade

24kN/m <o oL
M I
4m @ (6)
24kN/m 8 ) » 12
T | N e "N
4m (3) (5)
| 1] 14 ‘3’ 17 l
0,02mI =T = o

5m

! |
I 1

E/=30000kNm2, EA=600000kN

Matrizes de rigidez no sistema local

kb[EA_, EI_, L_] := {{EA/L, 0,0, -EA/L, 0, 0},
{e, 12E1 /L3, 6EI /L"2, 0, -12EI /L"3, 6 E1 /L 2},
{0, 6E1 /L 2, 4E1/L, 0, -6EI /L"2, 2EI/L},
{-EA/L,0,0,EA/L, 0, 0},
{0, ~12E1/L~3; -6 ET /122, 8, 12E1 /143, -6 E1 [ L2},
{e, 6E1/L~2, 2E1/L, @0, -6EI /L"2, 4EI/L}}

kbengart[EA_, EI_, L_] := {{EA/ L,0,0, -EA/L, 0, 0},
{0, 3ET/1L~3, 3ET /L~2, 0, ~3EL /L3, 9},
{0, 3ET/LA2, 3E1/ 1,0, ~3E1 /142, @],
{-EA/L,0,0,EA/L, 0, 0},
{e, -3E1/L"3, -3E1 /L2, 0, 3EI/L"3, o},
{e,0,0,0,0, 0}}

kbl = kb [600000, 30000, 5]

{{120000, 0, 0, -120000, 0, 0}, {0, 2880, 7200, 0, -2880, 7200},
{0, 7200, 24000, 0, -7200, 12000}, {-120000, 0, 0, 120000, 0, O},
{0, -2880, -7200, 0, 2880, -7200}, {0, 7200, 12000, 0, -7200, 24000} }

MatrixForm[kb1]
120000 0 0 -120000 0 0
0 2880 7200 0 -2880 7200
0 7200 24000 (%} -7200 12000
-120000 0 %] 120000 (%] 0
0 -2880 -7200 0 2880 -7200

0 7200 12000 0 -7200 24000
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kb2 = kbengart [600000, 30000, 5]

{{120000, 0, 0, -120000, 0, 0}, {0, 720, 3600, 0, -720, 0}, {0, 3600, 18000, 0, - 3600, 0},
[-120000, 0, 0, 120000, 0, 0}, {0, -720, 3600, 0, 720, 0}, (0,0, 0, 0, 0, 0} }

MatrixForm[kb2]
120000 0 0 -120000 0 0
0 720 3600 0 -720 ©
0 3600 18000 0 -3600 ©
-120000 © 0 120000 0 0
0 -720 -3600 0 720 ©
0 0 0 0 0 0

kb3 = kb [600000, 30000, 5]
{{120000, 0, 0, -120000, 0, 0}, {0, 2880, 7200, 0, - 2880, 7200},
[0, 7200, 24000, 0, - 7200, 12000}, {-120000, 0, 0, 120000, 0, 0},
[0, -2880, -7200, 0, 2880, -7200}, (0, 7200, 12000, 0, - 7200, 24000} }

kb4 = kb3
{{120000, 0, 0, -120000, 0, 0}, {0, 2880, 7200, 0, - 2880, 7200},
{0, 7200, 24000, 0, -7200, 12000}, {-120000, 0, 0, 120000, 0, O},
{0, -2880, -7200, 0, 2880, -7200}, {0, 7200, 12000, 0, -7200, 24000} }

kb5 = kb3
{{120000, 0, 0, -120000, 0, 0}, {0, 2880, 7200, 0, - 2880, 7200},
{0, 7200, 24000, 0, -7200, 12000}, {-120000, 0, 0, 120000, 0, O},
{0, -2880, -7200, 0, 2880, -7200}, {0, 7200, 12000, 0, —-7200, 24000} }

kb6 = kb3
({120000, 0, 0, -120000, 0, 0}, {0, 2880, 7200, 0, - 2880, 7200},
(0, 7200, 24000, 0, - 7200, 12000}, {-120000, 0, 0, 120000, 0, 0},
(0, -2880, -7200, 0, 2880, 7200}, [0, 7200, 12000, 0, - 7200, 24000} }

Matrizes de rigidez no sistema global

T[theta_] := {{Cos[theta], Sin[theta], 0, 0, 0, 0},
{-Sin[theta], Cos[theta], O, 0, 0, 0},
{0,0,1,0,0, 0},

{0, @, 0, Cos[theta], Sin[theta], 0},
{@, @, @, -Sin[theta], Cos[theta], 0},
{6,0,0,0,0,1}}

T3 =T[Pi/2]
{{0,1,0,90,0,0}, {-1,0,0,0,90,0}, {0,0,1
{0,0,0,0,1, 0}, {6,0,0, -1, 0, 0}, {0,0,0,9,0,

MatrixForm[T3]
0

|
n e
[EY

OO0 ®

0
0
0

OO0 ®

OO rRrO®
OO
FOOOO®

-1
(<]



k1 = kb1

{{120000, 0, 0, -120000, 0, 0}, {0, 2880, 7200, 0, -2880, 7200},
{0, 7200, 24000, 0, -7200, 12000:, {-120000, 0, 0, 120000, 0, O},
-7200}, {0, 7200, 12000, 0, -7200, 24000} }

{0, -2880, -7200, 0, 2880

k2 = kb2

B
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{{120000, 0, 0, -120000, 0, 0}, {0, 720, 3600, 0, -720, 0}, {0, 3600, 18000, 0, -3600, 0},

{-120000, 0, 0, 120000, 0, 0}, (0, -720, -3600, 0, 720, 0}, (0,0, 0, 0, 0, 0} }

k3 = Transpose [T3] .kb3.T3

({2880, 0, - 7200, - 2880, 0
[-7200, 0, 24000, 7200, 0

k4 = k3

({2880, 0, -7200, - 2880, 0
(-7200, 0, 24000, 7200, 0

k5 = k3

{{2880, 0, -7200, -2880, 0
{-7200, 0, 24000, 7200, ©

ké = k3
{{2880, 0, -7200, -2880, 0

Espalhamento das matrizes das barras

MatrizL[i_, j_, k_, 1_, m_, n_] := Normal [SparseArray [
{{1,i}»1, {2, j} »1, {3, k} -1, {4,1} »1, {5, m} >1, {6, n} » 1}, {6, 18}]]

2

2

2

2

2

2

2

L1 = MatrizL([1, 2, 3, 4, 5, 6]

{{1) a) e’ e) 0, a) 0) e.’ e)

{6,1,0,0,0,0,0,0,0,
{6,0,1,0,0,0,0,0,0,
{0) 0) e) 11 0) 0} 6) 0) e)
{0) 0) e: e: 1, 9: 0) 9, e;
{6,0,0,0,0,1,0,0,0,
MatrixForm[L1]

100000000 0
010000 090 0 0
© 01000000 9
0 00100000 0
0 00010000 0
9 000010000

kcl = Transpose[L1].k1.L1;

k)

-

-

OOO“QOO

OO0 O®
OO ®
OO ®

2

-

-

QOPQQO

-

- .

- -

OOPQOO

-

.- .

-

OO?OOO

-

OO0 ®

OO OO0 O0®

“

OO
PO OO®

-
OO OO0

-

“

-

-

-

-

-

-

-

OO0 ®
OO0

-7200}, {0, 120000, 0, 0, -120000, O},
12000;, {-2880, 0, 7200, 2880, 0, 7200}
{0, -120000, 0, 0, 120000, 0}, {-7200, 0, 12000, 7200, 0, 24000} }

~7200}, (0, 120000, 0, 0, 120000, 0},
12000}, {2880, 0, 7200, 2880, 0, 7200}
(0, -120000, 0, 0, 120000, 0}, {-7200, 0, 12000, 7200, 0, 24000} )

-7200}, {0, 120000, 0, 0, -120000, O},
12000:, {-2880, 0, 7200, 2880, 0, 7200}
{0, -120000, 0, 0, 120000, 0}, {-7200, 0, 12000, 7200, 0, 24000} }

-7200}, {0, 120000, 0, 0, -120000, 0},
{-7200, 0, 24000, 7200, 0, 12000}, {-2880, 0, 7200, 2880, 0, 7200}
{0, -120000, 0, 0, 120000, 0}, {-7200, 0, 12000, 7200, 0, 24000} }

0},
0},
e},
e},
0},
0;}

2
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MatrixForm[kc1]

0

0
-2880 7200

-120000

0
7200

0

2880

120000

0

0
120000

0

(4]
-120000

-7200 12000 © ©

7200 24000

(<]
-7200

0

2880
-7200 24000

0

-7200

(2]
-2880

(]
0

(2]
0

®
[\
®
®
[\
®
[\
®

0
0

0 0
(%]

0

7200 12000

[\
[\
®
[\
[\
)
[\
[\

0 0

0

[

OO
(O
(SRR
[ C R
OO
[\
OO ®
OO ®
(RO R
[\
OO ®
OO0 ®

(ORI

@
o ®
(S
O ®
@
o ®
[
(S
[
o ®
o e
[

(O

@

o e

[

[

O ®

OO
[ C
[ IR ORI
OO
OO
OO0
OO ®
OO ®
OO
[\
OO ®
OO ®

OO

OO

OO ®

OO

(RO R

(ORI

(ORI
OO ®
(SRR
[ IEGR
[ORR
[RGB
[ IGRR
(SRR
(SRR
(SRR
(SO
(SRR

[ORR

(ORI

(SO

(SRR

(SR

[OSRECR

MatrizlL([7, 8, 9, 18, 11, 12]
{{01 0, 0) 0) 0, 0) 1) 0) e) e) 0) e) e) e) e) 0, 0) 0})

L2 =

{0) e) 0) e) 0, e) 0) 1) 0) 0) e) e) e) 0) 0) 0, 0) 0})

{0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0, 0},
{a, e’ e) 0) 0) 0) e) 01 0) 1) 0) e) e} e’ 0) 0) 0) 0}1

{01 0) 0) e) 0) 0) e) 0) e) e) 1) e) e) e) e) 0) 0) 0})

{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0}}

Transpose [L2].k2.L2;

kc2

MatrixForm[kc2]

OO OOO®®
PO O®®
OO ®
PO ®
OO OOPOIOOO®®
OO OODOOO®®
CPOPPOPOOPIOOPOOPDO®®
S o
COPPOOORNR® Jocooooee
|
|
2 ©
® (o)
OO % COOODOOO®E®
N
4 —
® ©
% ® ©
covcooe eI % CLOOOOOO®
i e |
®©
[ev] % ~
COOOPPONPFONOOOPOOO®
m |
®
®
S S
OO O®® % SEESICERES
N
- i
COPOODPPOODDOPPOOOOO®®
OO OOO®®
PO O®®
PO POPDOOPOODOO®®
COOODDPOOODOPPOODOO®®
OO OOPOOOO®®

MatrizL[13, 14, 15, 7, 8, 9]

L3 =

{{eJ e, e) 0) 0) 01 e) 0} e) e) 0) e) 1) e) 0) 0) 0, e})

{01 0} 0) 0) 0) e) e) 0) 0) e) 0) e) 0) 1) 0) e) e) e})

{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0;},

{. 2 e) 0, 0) e) 0) 1) e) 0) 0) e} 0) e) 0) e) e) 0) 0})
{eJ 0} e) 0) 0) 0) e) 1) e) e) e) 0, 0) e) 0) e) 0, e})

{0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0, 0}}

Transpose[L3].k3.L3;

kc3



46

MatrizL[7, 8, 9, 1, 2, 3]
{{0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0},

L4 =

{e) 0, a) 0) 0) e) e) 1) e) e) 0) 0’ 0) 0) 0) 0, e) e}}

{0) 0, e) e) 0, a} e) e) 1) e) e) a) 0) e) a) 0) e) a})

{1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0},

{6,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0},

{0) 0) 1) 0, 0) a) e, 0) 0) e) 6) 0’ 0, eJ 0) e’ e) e} }

Transpose [L4].k4.L4;

kca

MatrizL[16, 17, 18, 10, 11, 12]
{{6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1, 0, 0},

L5 =

{el 01 a) e) 0, 6) a, e.’ 0) e, e) 0) e! e) 0) e’ 1) 0}’

{e) 0) e) 0) e} e) e) e) e) e) e) 0) 0) e) 0) 0) e) 1}}

{el 0) 0) 0) e) e) e) e) a) 1) 0) 0) e) 0) e) e, e) 0})

{6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0, 0},

{01 9) a) 0: 0, 0) 0: 0) e: 0) 9) 1) 0, 9; 0) 0: 0, 0:’ }

.
B

Transpose [L5].k5.L5

kc5

MatrizL[1e, 11, 12, 4, 5, 6]
{{0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0;,

L6 =

{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0, 0},

{0) 0) 0) e) a} e) 0, 0) e) e’ 0) 1) 0! 0) 0) e’ e) e},

{0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0},

{0) e, 0) e) 1) e) 0) 0, a) e) 0) e} e) 9, e) 01 e, e})

{0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}}

Transpose[L6].k6.L6;

kcé

Matriz de rigidez da estrutura

kcl + kc2 + ke3 + kcd + ke5 + ke6;

K=

MatrixForm[K]

3 S
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9000006%9009090009
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Det [K]



Caso | - Carregamento distribuido

fbol = {0, 24%5/2,24+5%2 /12,0, 245 /2, -24%52 /12}
{0, 60, 50, 0, 60, -50}

fo1 = fbol
{0, 60, 50, 0, 60, -50}

fco1 = Transpose[L1].f0O1l
{0, 60, 50, 0, 60, -50,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0, 0}

fb02 = {0, 5%24+5/8,2445%2/8,0,3+24+5/8, 0}
(e, 75, 75, 0, 45, 0}

£02 = fb02
(e, 75, 75, 0, 45, 0}

fc02 = Transpose[L2] .f02
{0,90,0,0,0,0,0,75,75,0,45,0,0,0,0, 0,0, 0}

FO = fcO1l + fco2
{0, 60, 50, 0, 60, -50, 0, 75, 75, 0, 45, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O}

FOa = Part [FO, 1 ;; 12]
{0, 60, 50, 0, 60, 50, 0, 75, 75, 0, 45, 0}

Fa={0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0}
{0) 0) e) 0) 0, 0) 9, 0) @, 0) 0: 0:’

Kaa = K[[1;; 12, 1 ;5 12]1;

MatrixForm[Kaa]
122880 ) 7200 -120000 ) ) 2880 ) 7200
) 122880 7200 ) -2880 7200 0 -120000 @
7200 7200 48000 ) -7200 12000 -7200 0 12000
-120 000 ) @ 122880 ] 7200 0 e )
) -2880 -7200 ) 122880 -7200 ) ) )
) 7200 12000 7200 -7200 48000 ) 0 )
-2880 ] 7200 ) ) 9 125760 0 )
] -120000 @ ] ] ] ) 240720 3600
7200 ] 12000 ) ) ] ) 3600 66000
) ) ) -2880 ) -7200 -120000 [ )
) ) ) ) -120000 @ ) -720  -3600
) ) ) 7200 ) 12000 ) ) )
Det [Kaa]

Q

Q

Q9
-2880

Q
-7200

-120 000

5}

5}
125760
]

]

152537 740835048053 593 140 625 408 000 000 000 000 000 000 000 000 000

oo ®

-120000
]
5}
-720
-3600
5}
240720
5}

[CROEG)

7200
0
12 600

CO0O®

48 600
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deslocamentos nodais

Ual = Inverse[Kaa] . (Fa - Foa)

{ 362836749591 2794097 144997 56915834228 179827372017
37127002474960 1856350123748000 34806564 820275 18563501237480
2774953226247 311747283199 167178377429 1923813293423
1856350123748000  278452518562200 37127002474960  1856350123748000
529399137287 4477 301867 1788886954073 241274203919

278452518562200 977026380920  1856350123748000 139226259 281100
N[Ua1]

{0.00977285, -0.00150516, -0.0016352, 0.00968715, -0.00149484, 0.00111957,
0.00450288, -0.00103634, -0.00190122, 0.00458258, -0.000963658, -0.00173296}

reacoes de apoio

Kba = K[[13 ;; 18, 1 ;; 12]]
{{0,0,0,0,0
5 0, 0

0,0

g

, 0, -2880, 0, -7200, 0, 0,0}, (0,0,0,0,0,0,0, 120000, 0, 0, 0, 0},
, 0, 7200, 0, 12000, 0, 0, 0}, (0,0, 0, 0,0, 0, 0, 0, 0, - 2880, 0, -7200},
9,0,0,0,0, 120000, 0}, (0,0,0,0,0,0,0,0,0, 7200, 0, 12000} }

3

Fbl = Kba.Ual
{ 334368060000 57714398802690 4458071222870

464087530937 464087530937 = 464087530937
334368060000 53666608622199 5661404228380 .

464087530937 464087530937 ~ 464087530937 °

N[Fb1]
(0.720485, 124.361, 9.6061, - 0.720485, 115.639, 12.199)

esforgcos nodais em cada barra, no sistema local

U1 = Join[N[Ual], {@, @, @, @, 0, 0}]

{0.00977285, -0.00150516, -0.0016352, 0.00968715, -0.00149484, 0.00111957, 0.00450288,

-0.00103634, -0.00190122, 0.00458258, -0.000963658, -0.00173296, 0, 0, 0, 0, 0, O}

fbl = kb1.L1.U1 + fbO1
{10.2847, 56.2577, 24.1157, -10.2847, 63.7423, -42.827}

b2 = kb2.L2.U1 + fb02
(-9.56423, 68.1033, 40.5164, 9.56423, 51.8967, 0.}

b3 = kb3.T3.L3.U1
{124.361, -0.720485, 9.6061, -124.361, 0.720485, -13.2085}

fb4 = kb4.T3.L4.U1
{56.2577, -10.2847, -27.3079, -56.2577, 10.2847, -24.1157}

48
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b5 = kb5.T3.L5.U1
{115.639, 0.720485, 12.199, -115.639, -0.720485, -8.59658}

b6 = kb6.T3.L6.U1
{63.7423, 10.2847, 8.59658, -63.7423, -10.2847, 42.827}

Caso 2 - Recalque de apoio

Ub2 = {0, 0, 0, 0, -0.02, 0}
(0,0,0,0, -0.02, 0)

Kab = K[[1;; 12, 13 ;; 18] ]

{{0) 0,0,0,0, e:’) {e) 0,0,0,0, 0:’; {0) 0,0,0,0, e:’)
{6,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0, 0},
{-2880, 0, 7200, 0, 0, 0}, {0, -120000, 0, 0, 0, O}, {-7200, O, 12000, 0, 0, O},
(0,0, 0, -2880, 0, 7200}, (0, 0, 0, 9, 120000, 0}, (0, 0, 0, —7200, 0, 12000} }

MatrixForm[Kab]
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 (2} 0 0 0 (%}
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
-2880 0 7200 0 0 0
(%} -120 000 0 [ 0 0
-7200 (2} 12 000 (2} 0 (%}
0 0 0 -2880 0 7200
0 0 0 0 -120000 0
0 0 0 -7200 0 12000

Frec = Kab.Ub2
{05 Oas Oy Oy 0y D5 Oz By Oy B3 240055, 0.

deslocamentos nodais

Ua2 = Inverse[Kaa] . (Fa - Frec)

{0.0229399, -0.0000757475, -0.00371491, 0.0229312, -0.0199243, -0.00385984,
0.00673574, -0.0000538686, -0.00291213, 0.0067314, -0.0199461, -0.00247472}

reacoes de apoio

Kbb = K[[13 ;; 18, 13 ;; 18]]

{{2880, 0, -7200, 0, 0, 0}, {0, 120000, 0, 0, 0, O}, {-7200, 0, 24000, 0, 0, O},
{e, 0, 0, 2880, 0, -7200}, {0, 0, 0, O, 120000, O}, {0, 0, O, —-7200, 0, 24000} }

Fb2 = Kba.Ua2 + Kbb.Ub2

{1.56842, 6.46423, 13.5518, -1.56842, -6.46423, 18.7694}



esforcos nodais em cada barra, no sistema local

U2 = Join[Ua2, Ub2]

50

{0.0229399, -0.0000757475, -0.00371491, ©.0229312, -0.0199243, -0.00385984, 0.00673574,

- 0.0000538686, - 0.00291213, 0.0067314, - 0.0199461, - 0.00247472, 0, 0, 0, 0, -0.02, 0}

fbl = kb1.L1.U2
{1.04664, 2.62548, 7.43326, -1.04664, -2.62548, 5.69412}

fb2 = kb2.L2.U2
{0.52178, 3.83875, 19.1938, -0.52178, -3.83875, 0.}

fb3 = kb3.T73.L3.U2

(6.46423, -1.56842, 13.5518, - 6.46423, 1.56842, -21.3938}

fb4 = kb4.T3.L4.U2

{2.62548, -1.04664, 2.20008, -2.62548, 1.04664, -7.43326}

b5 = kb5.T3.L5.U2

{-6.46423, 1.56842, 18.7694, 6.46423, -1.56842, -10.9273}

fbé = kb6.T3.L6.U2

{-2.62548, 1.04664, 10.9273, 2.62548, -1.04664, -5.69412)}

3.9 N¢ articulado

Na estrutura da Figura 25a o nd A é articulado, diferentemente do Exemplo 3, em que a articulacao

pertencia a extremidade direita da barra 2.

a)

(8)
11 12
o Y
5 10
A
(5)
b}

Figura 25 — a) Pértico plano com né articulado; b) Uma possivel modelagem.

Uma maneira de simular essa condi¢ao é indicada na Figura 25b. Consideram-se as barras 2 e 5

articuladas nessa extremidade, e a barra 6, engastada nas duas extremidades. Dessa forma, U;, e

U, serdo os deslocamentos nodais das trés barras em A, mas U;, corresponderd a rotagdo apenas

na extremidade A da barra 6, a principio diferente das demais.
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De forma andloga, seria possivel articular apenas as extremidades das barras 2 e 6, ou entdo 5e 6. 0
gue ndo se pode fazer é articular as extremidades de todas as barras que concorrem nesse no,
porque, nesse caso, um eventual carregamento F;, (um momento) ndo poderia ser equilibrado
pelos esforcos de extremidade de nenhuma das barras, isto é, o né ficaria hipostatico. Se todas as
barras fossem articuladas em A, a rotagdo do ndé (U;,) seria independente das rotagbes de
extremidade das barras e, por si sd, ndo provocaria o aparecimento de deformacgdes e esforcos na
estrutura. A matriz de rigidez da estrutura teria apenas zeros na coluna (e na linha) 12, e ndo poderia
ser invertida.

Uma outra possibilidade é considerar apenas os graus de liberdade translacionais em A, isto é,
desconsiderar o grau de liberdade rotacional U;,. Isso requer uma adaptacdo das matrizes de rigidez
das barras engastadas-articuladas, que passariam a ter apenas 5 graus de liberdade, sem a linha e a
coluna de zeros que aparecem em (32). Nesse caso todas as barras que concorrem ao né sdo
consideradas engastadas-articuladas.

3.10 Simetria da matriz de rigidez

A simetria da matriz de rigidez ndo é coincidéncia. Pode-se demonstra-la rigorosamente pelo
teorema de Betti-Maxwell, no contexto das estruturas de comportamento eldstico linear sujeitas a
pequenas deformagdes.

Neste texto, faremos uso de um argumento simples.

A Figura 26 mostra uma viga em balanco submetida a um carregamento tal que todos os
deslocamentos de extremidade sejam nulos, exceto o deslocamento transversal 15 indicado. Com a
numeracao usual dos deslocamentos nodais da barra, e tendo em mente a interpretacao fisica dos
elementos da matriz de rigidez ja apresentada anteriormente, fica claro que os esfor¢os nodais
associados a esse campo de deslocamentos serdo o resultado da multiplicacdo dos elementos da 52
coluna da matriz de rigidez da barra por uy; em particular, os esforgos na extremidade livre terdo os
valores indicados na figura.
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Figura 26 - Trabalho realizado pelo carregamento A

Imaginemos que esses esforcos sejam aplicados gradativamente a partir do zero, quando a barra
estaria na configuracdo indeformada, e que, quando assumirem o valor final indicado na figura, o
deslocamento da extremidade seja u’s. Nesse processo, o Unico carregamento que realizaria
trabalho seria aquele na diregdo do deslocamento ndo-nulo, isto é, f's. Esse trabalho corresponde a
area sob o grafico f5 X us; como o comportamento da estrutura é linear por hipdtese, o grafico é
uma reta, do que resulta

1.
7:4=5f5u5- (33)
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Na Figura 27, a mesma estrutura é submetida a carregamento tal que o Unico deslocamento de
extremidade ndo-nulo seja a rotagdo u"¢ indicada.
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Figura 27 — Trabalho realizado pelo carregamento B

Os esforgos correspondentes na extremidade livre tém o valor mostrado na figura, o Unico deles que
realiza trabalho nesse processo é o momento f" e o valor desse trabalho é

1 n n
Tp = Ef 6Ue- (34)
Consideremos a situacdo em que, depois do carregamento A e da deformacado correspondente,
ilustrados na Figura 26, aplica-se o carregamento B, que gera o acréscimo de deformacao ilustrado
na Figura 27°. Ao final desse processo, o trabalho realizado pelos dois carregamentos ser3
Tars =T+ Tp + Tas , (35)
em que
Tap = feU'e = kest's U' (36)

¢ o trabalho realizado pelo carregamento A (pré-existente, dai a inexisténcia do fator 1/2) quando a
barra sofre um acréscimo de deformacao pela aplicacdo do carregamento B. Esse trabalho fica
armazenado na estrutura na forma de energia de deformacao.

No processo inverso, aplica-se primeiro o carregamento B e depois o carregamento A. O trabalho
correspondente, armazenado na estrutura como energia de deformacao, é
Ip+a=Tp+ Ty +Ips, (37)
em que
Tpa = f"su's = kseu" U5 (38)
é o trabalho realizado pelo carregamento B pré-existente quando a barra sofre um acréscimo de

deformacgdo pela aplicagao do carregamento A.

Se aceitarmos, sem demonstracdo, que a energia de deformacdo da estrutura independe da ordem
em que se aplicam os carregamentos A e B, resulta

Tag = Tga = kes = Kse. (39)

5 Supondo pequenas deformac¢des, como sempre neste texto, vale o principio da superposicdo dos
efeitos, e os deslocamentos provocados pelo carregamento B independem do fato de se ter aplicado
anteriormente o carregamento A (e vice-versa).



Raciocinio andlogo permite que se generalize essa conclusdo, isto é,

3.11 Exercicio proposto

Calcular o momento fletor na se¢ao S da
estrutura da Figura 28.

Dados:

P =120 kN

{=4m

EI = 30000 kN /m? Y tr2

kij = kij kij = kji K

=K.

J

(12 S A 45°

EA = 600000 kN. l

Resposta:
Mg =36 kNm

Figura 28 — Exemplo de pértico

;,1'
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(40)
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4. GRELHAS

Grelhas sdo estruturas reticuladas contidas em um plano®, submetidas a carregamento
perpendicular a esse plano. A Figura 29 mostra, por exemplo, uma grelha que se desenvolve no
plano horizontal xy submetida a carregamento vertical (na diregdo z).

Figura 29 — Exemplo de grelha.

Nas condigdes da Figura 29, os Unicos esforgos solicitantes que aparecem na estrutura sdo aqueles
ligados a flexdo no plano vertical (momento fletor e forga cortante) e momento de tor¢do; os
deslocamentos nodais correspondentes sdo indicados na Figura 30°.

Figura 30 — Deslocamentos nodais da barra de grelha, no sistema local.

6 Os eixos das barras estdo contidos em um mesmo plano.
7 A numeracio se aplica também aos esforcos de extremidades. Momentos e rota¢des sdo indicados por
flechas duplas, respeitando a regra da mao direita.
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As relacGes entre esforgos de extremidade e deslocamentos nodais ligados a flexdo sdo analogas as
da barra de portico, e podem ser extraidas das duas linhas inferiores da Figura 19 (adaptando-se a
numeracdo e os sinais). O efeito da tor¢do é o que representaria a primeira linha da Figura 19 se as
flechas simples fossem substituidas por duplas (forcas e deslocamentos substituidos por momentos
e rotages), e a rigidez axial EA/¥ fosse substituida pela rigidez a tor¢do GI;/¥. A matriz de rigidez
resultante, no sistema local, é

r Gl /¢ 0 0 —GI, /¢ 0 0
0 AEI/¢  —6EI/$? 0 2E1/¢ 6E1 /4>
- 0 —6EI/¢*> 12EI/#3 0 —6EI/¢?> —12EI/#3
k= . (41)
-Gl /¢ 0 0 Gl /¢ 0 0
0 2EI/¢  —6EI/¥? 0 AEI/¢ 6E1 /4>
0 6EI/¢> —12EI1/¢3 0 6EI /4> 12E1/¢3 |

Adotando-se a numeragdo dos deslocamentos e esforcos da Figura 30, as rotagdes iy, U, € 0S
momentos flf_z da barra de grelha sdo convertidas para o sistema global (xyz, na figura) da mesma
forma que os deslocamentos e for¢as de extremidade na barra de treliga (ilustrados na Figura 7) ou
portico®; como i3 e f3 sdo 0s mesmos no sistema global, vale a matriz de transformagdo (24). Na
verdade, essa numeracao foi escolhida de modo que a adaptacdo do procedimento de célculo de
porticos planos para as grelhas seja imediata: basta substituir a matriz de rigidez (23) por (41).

8 Nos dois casos, o dngulo 0 caracteriza a rotac3do do sistema local em rela¢3o ao global , em torno de z.



