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1 Trelicas
cosq@  Sen o 0 0
T — t. O | —sena cos 0 0
‘1o te B 0 0 coSa  Sen o
0 0 |—sena cosw
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u3

(a) Local (b) Global

Fig. 1: Barra de treliga — Sistemas (a) local e (b) global de coordenadas.

O seno e o cosseno do angulo a, formado pela barra com a diregio do eixo global  sdo dados

pelas féormulas:
T R I

Ts T1 (2)

COS QY =

em que (&'ZSE), yge)) e (J:ée),yée)) sao as coordenadas dos nos inicial e final da barra e.

A matriz de rigidez da trelica no sistema local de coordenadas é dada por

Enquanto matriz de rigidez da trelica no sistema global é dada por

Ty, /

k. = TTk,T., (4)
ou na forma explicita,
cos? o SeI @ COS (v —cos®a  —sena cosa

K FA Sen v cos o sen® o —senacosa  —sen’a (_}

e — 2

¢ —cos? v —senacosa cos? @ Sell (v COS (¥
—senacosa  —seno SN (¥ COS (¥ sen? o

No sistema local, as forgas nodais sdo dadas pelo produto

fe = fieﬁes
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ou ainda,

7 10]-1 0] [a af? — af?

B pal oo oo||a| pa| O

22 I =y iy B ) A P

7l 00| o00f[a? 0

1.1 Exemplos

— Y
EA=1x10°kN
& ®
Exemplo 1 (Matriz reduzida) Para a trelica ao
lado, formada por barras com o mesmo produto . B (2) c|
axial de inércia EA = 1 x 10° kN, determine os des- - N3
locamentos nodais e as reag¢bes de apoio; e trace o g (1) 10kN
diagrama das forcas normais. ”
LA z
k 4m J

: Fig. E1: Trelica com trés barras.
SOLUGAO

1) Numeragao dos deslocamentos nodais

As matrizes LM, dependem da orientacdo das barras e da numeracio dos deslocamentos
nodais indicadas na Fig. E1-1.
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LM, = [3 4|1 2]
LM, =[5 6]12]
LM;=[12]7 8]

EA=1x10°kN

Fig. E1-1: Orientacgao das barras e numeragao dos graus de liberdade.
2) Matriz de rigidez das barras

Para o célculo da matriz de rigidez sio necessarios o coeficiente EA /¢, ¢ a inclinagao da

barra.

EA 1x10°
28 X 90x10kN/m, =2
fl 9 £2

EA FEA 1x10°
oy A4

=25 x 10*kN/m.

As Egs. (2) fonecem o seno e cosseno do dngulo a, em fungio das coordenadas dos nds. A
matriz de transformacio e as matrizes de rigidez da barra nos sistemas local e global sao
dadas pelas Egs. (1), (3) e (4). O emprego da forma explicita da matriz no sistema global,

Eq. (5), requer os valores tabelados a seguir:

e || cosa | sena | cos? a, | sen?a | cos are sen o,
1 0,8 0,6 0,64 0,36 0,48

2 1 0 1 0 0

3 0 1 0 1 0

Multiplicando os valores pelos coeficientes EA/f e colocando 10* em evidéncia, chegamos

aos coeficientes apresentados nas matrizes,
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e %coszae %sen?ae ETAcosae Sen o

1 1,28 0,72 0,96

2 2.5 0 0 x 104

3 0 2.5 0

e Barra 1
[3] [4] 1 2
1,28 0,96)-1,28 -0,96 | [3]
0,96 0,72| -0,96 -0,72 | [4
kl = 104

-1,28 -0,96 1,28 096 ] 1
-0,96 -0,72| 0,96 0,72 2

O posicionamento do vetor LM, junto & matriz k; visa facilitar a montagem direta
da matriz da estrutura.
e Barra 2

O sistema local da barra coincide com o sistema global, assim

5] 6 1 2

2,50 0,00 -250 0,007 [5)
0,00 0,00[ 0,00 0,00 | [g]
2,50 0,00 2,50 0,00 1
0,00 0,00[ 0,00 0,00 | 2

e Barra 3

1 2 [7] (8]

0,00 0,00 0,00 0,007 1
0,00 250 0,00 -2,50 | 2
0,00 0,000 0,00 0,00 | [7]
0,00 -2,50| 0,00 2,50 | [8]

k; = 10*

Repare que para az = 90°, os coeficientes néo-nulos nas linhas e colunas fmpares

saltam uma posi¢ao na diagonal para linhas e colunas pares.

3) Montagem da matriz de rigidez reduzida da estrutura
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Como nio ha deslocamento imposto e as reagoes de apoio sdo iguais as forgas nas barras,

é facil resolver o problema apenas com a matriz reduzida da estrutura,

All A12

K. = . .
K21 K22

Empregando a numeracio dos graus livres 1 e 2 indicados nas matrizes das barras no

sistema global e considerando a simetria da matriz, temos

Ky = k) + k2 + k3 = (1,28 42,50 + 0) x 10* = 3,78 x 10*
Kip = k59 + k3 + KD = (0,96 + 0+ 0) x 10* = 0,96 x 10* = Ky
Koo = kY + 52 + £ = (0,72 + 0 + 2,50) x 10* = 3,22 x 10*

O espalhamento simplifica-se quando percorremos os elementos das matrizes k;, ko e ks,

e os acrescentamos diretamente & matriz Kaa,

1 2
—1,28+2,50+O‘ 0,96+0+0 11 [ 3780 0.960 ]
K, — 10 — 10t _
Sim. ‘ 0.72+0+250 | o 0,960 3,220

4) Vetor de esforcos nodais da estrutura, Fig. E1-1

5) Resolugio do sistema de equagbes KU, = F,

Lo | 3780 0960 | ] [
0,060 3,220 | | U -6

6) Esforgos de extremidade e diagramas de estado

= U,=10" 2802
-2,699

As matrizes de incidéncia LM, possibilitam a montagem dos vetores dos deslocamentos
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=1

das barras no sistema global,

0,000 | 3 0,000 | 5 2802 1
] 0,000 4 0000 | 6 2699 | 2
u; = 10 u; = 10 113210
2,802 1 1 28021 1 0,000 | 7
-2,699 | 2 -2,699 | 2 0,000 | 8

Os produtos pelas matrizes de transformacao T, seguidos dos produtos pelas matrizes de
rigidez k. fornecem os esforcos de extremidade das barras. Repare que o equilibrio das

barras requer forcas axiais iguais e de sinais contrarios.

e Barra 1

0,8 0,6 0,0 0,0 0,000 0,000
-0,6 0,8 0,0 0,0 0,000 0,000
iy =Ty = 1074 =107
0,0 0,0 0,8 0,6 2,802 0,622
0,0 0,0 -0,6 0,8 -2.699 -3,840

O emprego da Eq. (6) fornece a forca normal além das forgas de extremidade,

Ny = =V = %(ag) —a{") = 2,00 x 10%(0,622 — 0) x 10~* = 1,244 kN.
1
e Barra 2
0,000
0,000 EA
i1y = uy = 1074 : Ny = — = (@) —a{’) = 7.004kN.
2,802 Ly
-2,699
e Barra 3
0100 2,802 -2,699
1000 . | 2,699 . | -2.802
i3 = Tauz = 107 |—— [ =10~
0001 0,000 0,000

00-10 0,000 0,000
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EA
Ny = —— (@) — @) = 6,747kN.
3

7) Diagrama de forgas normais e reagtes de apoio

As reagbes de apoio podem ser obtidas facilmente a partir das forgas normais nas barras,

como mostrado na Fig. E1-2.

A Rp = 6,75
e DY.Q
< S
Il
Valores em kN =
@)
7,00
@ Rp = 17,00
8
6
q;x
,/\/?‘xf :

ar
Fig. E1-2: Diagrama de N e reacdes.
Exemplo 2 (Deslocamento imposto)
Para a trelica sujeita a um deslocamento imposto 8, determine os deslocamentos nodais, as
forcas normais nas barras e as reagoes de apoio. As propriedades geométricas das barras
estdo resumidas na tabela.
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e le COS (e | Sen A,

1 2a 1 0 24

2 || vba % % vBA
3| V13a \/% \%—3 V13A
4| Vha | 2 % | VB4
5 VBa ﬁ % vBA

Fig. E2: Deslocamento imposto.

SOLUGAO

1) Numeracdo dos graus de liberdade

A numeracio dos deslocamentos nodais da estrutura e as matrizes LM, das barras estdo
indicadas na Fig. E2-1.

LM, = [12]4 3]
LM; = [5 6|1 2]
LM; = [56]4 3]
LM, =[78]1 2]

LM; = [7 8]4 3]

Fig. E2-1: Numerac¢io dos deslocamentos nodais.
2) Matriz de rigidez das barras

A matriz de rigidez no sistema local é a mesma para todas as barras em virtude da igualdade

das relaces entre comprimento da barra e drea da secio,

- EA
ke = —

O emprego da forma explicita da matriz no sistema global, Eq. (5), requer os seguintes
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valores:
e || cos? a. | sen’a. | cosa.sena,
1 1 0 0
1 4 2
2 3 5 5
9 4 6
3 1 3 13
1 4 2
41 5 5 —5
= 1 4 2
2 5 5 5

Apenas os coeficientes associados aos deslocamentos livres ou ao imposto sdo necessérios
para o cdlculo dos deslocamentos nodais. Os demais coeficientes estdo representados por

pontos nas matrizes das barras e da estrutura visando minorar as multiplica¢des por zero.

5] [6] 1 2

1 2 [4 3 ) )
1 0 -1 01 (5]
S 0 0l 0 0f2 K, _ B4 [6]
-1 00 1 oM@ 1oz
00 0 0] _ ‘i e
_[5] [6] [4 3 _[7] g 1 2
: ] 15 N W 7]
k3=ET.A 9 6 k4—EaA 1 )
B 1| M oy s 1
I o] 3 i -3 5]
7 8 [« 3
[7]
o = B4 8]

Qi e

1
5
2
5

3) Montagem da matriz de rigidez da estrutura

Quando as reagdes sio calculadas a partir das forcas normais nas barras, podemos reduzir

a montagem da matriz de rigidez aos coeficientes da matriz reduzida K,, e aos da coluna
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da matriz K,y associada ao grau bloqueado de nimero 4,

1 2 3 4
1 1 2 2 -
. 1+i+1 J0+2-2 |0 1 1
K* = — 0+2+2 0 0 2
a
Sim. 0+4+20+53+5 |3

A particao das trés primeiras colunas da matriz de rigidez fornece,

oo -1
EA | EA
Ka=—1{02% 0 K =—| 0
a ‘ a
002 56
65 5

4) Vetores das forgas e dos deslocamentos nodais da estrutura

O vetor reduzido das forgas nodais na estrutura ¢ nulo enquanto o vetor dos deslocamentos

bloqueados tem apenas um coeficiente diferente de zero,

1 2 3 4 5 6 7 8
F}:[o 0 0], Ug‘=[5 0 0 0 0},
5) Célculo dos deslocamentos
Ua = Kaa_l (Fa - KabUb)
Logo,

5 5

U 20 0 0 1 5

rl _a (7) 5 ¢ 0 EA o lsl=s 7
‘_2  EA 8 a w6 N 056
Us 00 % 0 (3 T

6) Vetores dos deslocamentos e das forcas nodais das barras

As matrizes de incidéncia LM, possibilitam a montagem dos vetores dos deslocamentos

das barras no sistema global. Para a primeira barra, os deslocamentos sdo os mesmos nos

12
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sistemas global e local, o que facilita o cdlculo da for¢a normal

571
5 , N, = EA () — uf?) = SEA (- é)
. ‘ ‘ 7
W o=, =4 a a
(4] e
56 7T a a
=

Os produtos dos demais vetores u, pelas respectivas matrizes de transformacao T, fornecem

0s vetores 1, nos sistemas locais,

0
0
g = Tgllz = =4 N N
7
_2
7
{ (
0 0 (5] 0
0 0 (6] 0
1_13 = T3113 = 3 2 & =4 /13 )
‘ FmoAm [ |w |
2 3 56
—vmval Lnls -5
136EA SEA
Ny = VI3OBA _ 0,4006
9 a a
0 0 [7] 0
. 0 0 s 0
Uy = Tyuy = 1 = 8 5 =90 5
TV Vs 7|1 -7
2 1 i
% vl L0 —20
Ny = 7@51;14 = 70,31945?4
I 1 1
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o o [7] 0 2 Porticos Planos
) 000 8] 0
s = Tsu; = 1 3 ) =48 =
A L Y
. 2 1 __ 56 _ 116
V5 VB 721 3 4
Ns = _V5iBA _ —0.21852F4
9 a a

e | N(524 i (a) Local (b) Global
1 ? Fig. 2: Barra de pértico — Sistemas (a) local e (b) global de coordenadas.
2] %
3 Vi3 _ -
i@ cosa sena 0 0 0 0
41 —% —sena cosa 0 0 0 0

te 0 0 0 1 0 0 0
Te—" “— (7}

cosa sena 0

0 0 0
0 0 0O|—sena cosa 0
0 0 0

7) Reagoes de apoio 0 0 1

Do equilibrio dos nos da Fig. E2-2, temos O seno e o cosseno do angulo a, formado pela barra com a direcao do eixo global = sdo dados

pelas férmulas na Eq. (2).
Reo — (¥5. L 4 Vi3, 38 ) 4BA _ 305EA Re, — (¥5. 2 4 V13, 2 \3EA _ 326BA
Cx 7 Vs 9 Vi3] a 63 a Cy 7 V5 9 Vi3] a 63 a
_ (5.1 V5 . 1 \8EA _ 2 5EA _ (V5. 2 V5 2\ dEA 32 6EA .
RDI‘(T'T‘T'%) @ — 63 a RDy—(T'ﬁJrT'ﬁ) a —8 a>

5
— (2 13 3 _ V5 1 \3iEA _ 325EA
RBE‘(?“'Q ¢ l)a — 63 a °
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2.1 Barra Biengastada
2.1.1 Matriz de Rigidez

A matriz de rigidez da barra no sistema local de coordenadas é dada por

=
=

5\

I

-

~|
h S

R
12T  6FE1 0 12E1 6FE1
3 2 3 2
0 GET 4FET 0 GEIT 2FE1
K — 72 ¢ £ ¢
‘ EA EA
I
o 12ET  6ET 12E7T 6ET
{'iEI( s =1 g 0 B & 0 % T
7 )4
l@ @I . GEI 2EI| _ 6EI 4EI
o SEL RN, SELARL
(8)

2 =
2.1.2 Esforgos de Engastamento Perfeito

41 EA EI Jy P

P P
2 2
Pab? B Pa?b
£ I4
Gty
P 2 .
%(Jn +b) ;Tl(“ +3b)

Fig. 3: Esforcos de engastamento perfeito para a barra biengastada.
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Os valores dos esforcos de engastamento perfeito encontram-se na Fig. 3. Os sinais de-
pendem da concordéncia dos sentidos dos vetores com os dos eixos locais das barras. Por
exemplo, para uma forca transversal p uniformemente distribuida ao longo da barra e outra

concentrada PP aplicada no meio do v@o, ambas no sentido contrario ao do eixo local, teriamos

0 0
e I
2 2
pe? Pe
f{): 12 + 8
‘ 0 0
Pt P
2 2
e | |
12 4 8 J
2.2 Barra Engastada-Articulada
2.2.1 DMatriz de Rigidez
EA wi=1 EA
2 | o ¢
EA EA 7
| o o - 0 o
3ET 3EI 3ET
O e | e
3ET 3EI 3FET
_ 0 _— — 0 —0
ke: e £ e (9)
! 3ET  3FE1 ¢ 3ET
L0 0 0o | 0o 0 o0

2.2.2 Esforgos de Engastamento Perfeito

Os valores dos esforqos de engastamento perfeito encontram-se na Fig. 4. Para uma for¢a

transversal p uniformemente distribuida ao longo da barra e outra concentrada P aplicada no
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= 20
Ty o Iy ‘
. pis
2 My
£l 2 I
3M; 3M;
20 2

Fig. 4: Esforgos de engastamento perfeito para a barra biengastada.

meio do vao, ambas no sentido contrario ao do eixo local, terfamos

0

=

=
(=2}

18 Edgard Almeida Neto & Henrique Britto [versdo preliminar| Junho de 2017

2.3 Barra Articulada-Engastada

2.3.1 Matriz de Rigidez

3EI
‘y;’
r FA EA
- - 00
0 3ET 3FEI 3ET
o 3 3 7?2
0 0 0 0 0
2 g =1 EA 1’{ _
¢ = e EA EA
> - 0 — 0 0
=1 _BEI 3EI  3EI
l ‘I‘)T £ £ 72
3ET 3E]] 3ET 3EI 3ET
¢ : L0 e Y0 e e

2.3.2 Esforgos de Engastamento Perfeito

Os valores dos esforcos podem ser deduzidos da Fig. 4, basta trocar os valores associados

as duas extremidades e mudar o sinal do momento. Para as mesmas cargas p e P do item

anterior, terfamos

0 0
3pt 5P
8 16
_ 0 0
T N )
0 0
5pt up
8 16
et || et
L 8 L 16

E importante recordar que as reagoes sdo sempre maiores do lado engastado.
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2.4 Exemplos

Exemplo 3 (Matriz completa e reagoes)

Para a estrutura sujeita ao carrega-

C||
. . . -1
mento indicado na figura, determine l
os deslocamentos nodais e as reagoes 1kN KN
de apoio empregando a andalise ma- 0
<
tricial de estruturas; e depois trace
os diagramas de esforgos solicitantes.
¥
1,0m |

E =50 x 10°kN/m?
A =0,02m?,
I =0,0001 m*

Fig. E3: Estrutura com duas barras.

SOLUGAO

1) Numeragdes das barras e dos deslocamentos nodais

As numeragoes das barras e dos deslocamentos nodais, bem como as matrizes LM, das barras

estdo indicadas na Fig. E3-1.

1kN

p=0,1x10"3rad

o o

-

LM, =[123|849]

Fig. E 3-i: Orientacéo das barras e numeracio dos graus de liberdade.

2) Matriz de rigidez das barras

As barras possuem matrizes de rigidez iguais nos respectivos sistemas locais pois apenas as

inclinagoes sao diferentes.

Os seguintes coeficientes aparecem na matriz da barra engastada-

engastada:
_ 5
EA=10x 10°kN E—f:mxmskN/m, %:300“02“#&&
EI =5 % 10%kN/m? 2B T
— 2 _ 2
{=10m B = 600 x 10°kN/m, . = 200 = 10° kN m /rad.

20
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e Barra 1

Matriz de rigidez no sistema local, Eq. (8)

[0 0 |-BA 0 0 } 10000 0 0]-10000 0 0]
0 1281 B} o _1281 GEI 0 600 300 0 -600 300
6ET 4E7 6ET 2ET

- GBI 4BI | e 0 300 200 0 -300 100
“EA g 0 |BA o o 210000 0 0/ 10000 0 0
0 _uEI _apr| o 1B _sml 0 -600 -300 0 600 -300
o em e | o _emr apr 0 300 100 0 -300 200J

L Iz £ I3 - -

Matriz T de transformacio do sistema global para o local, Eq. (7), (sen a = 0,8; cos a = 0,6)

[ 06 08 0 ]
-0,8 0,6 0 0
cosa sena 0 6 0 0 01
tij= | —sena cosa 01, T, = -
0t 06 080
L 0 01] L 4
0 —-0.8 060
L 0 0 1]
Matriz de rigidez no sistema global
57 R (5] A B 2 3
3984 4512 -240| -3984 -4512 -240] (5]
4512 6616 180| -4512 -6616 180 | [q)
_ -240 180 200| 240 -180 100 | [7]
ki =TTk, T, =102
-3984 -4512 240| 3984 4512 240 | 1
-4512 -6616 -180| 4512 6616 -180 | 2
-240 180 100 240 -180 200 | 3

O posicionamento do vetor LM; junto & matriz k; facilita a montagem direta da matriz da

estrutura.

e Barra 2
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Como os sistemas local e global da barra 2 coincidem, temos a
1 2 3 4 L] I (6 B B ] N ]
1 2 3 8] 4 (9], [ 13984 4512 240 0| -3984 -4512 240 -10000 o] 1
1gooo 0 0 -10000 0 0| 1 7216 120 -600| -4512 -6616 -180 0 300) 2
0 600 300 0 -600 300 ) 2 400 -300, -240 180 100 0 100 3
- 0 300 200 0 -300 100 | 3 600 0 0 0 0 -300
ke =ko =k =102 ¢
-10000 0 0] 10000 0 01 (8 K =102 3984 4512 -240 0 0 [5]
0 -600 -300 0 600 -300 ) 4 6616 180 0 01 [6]
0 300 100 0 -300 200J 9] 200 0 0| [7
Sim. 10000 0] [8]
3) Montagem da matriz de rigidez da estrutura 200 | [9]

A presenga de recalques de apoio e o calculo direto das reagoes de apoio requerem a montagem

da matriz completa da estrutura. 4) Vetores U e F da estrutura

A parte triangular superior da matriz K é obtida somando-se os coeficientes das matrizes das r U, 7 [0l
barras associados aos deslocamentos nodais da estrutura, Uy 12
U 0[ 3
12 3 4 5 g @ s y ol
3984| 4512 240 || -3084| -4512| 240 . ] (U, ] : (F.] |—
) U= - 0| sl F = = | Rs
+10000 +0| 40| +0 -| -10000 0 Uy, ol 6 Fy R
6616 -180 .| -4512| -6616| -180 6
2 0,0001 | [7] Ry
+600| +300| -600 +0| +300
0] [8] Ry
200 -240| 180, 100
3 0] [9] Ro
+200| -300 +0|+100 - -
. em que Uy, Us, Us, Uy s@o os deslocamento incognitos e Ry, Rg, . .., Rg s@o as reagdes de apoio da
+600 +0| -300 estrutura.
2 3984| 4512 -240 . . ~ . ~
K =10 [5] 5) Resolucio do sistema de equagdes KU = F
6616 180 - Na forma particionada
. [6] |:Kaa Kab :| |: Ua :| _ |:Fa
K K U F
200 g ba Kb b b
. (7] Calculo dos deslocamentos
Sim. . . KU, =F, — K;,Up:= F}.
+10000) 40
9]
L +200 |

Efetuando as somas e particionando a matriz de acordo com os GL’s livres e bloqueados, chegamos
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O calculo do vetor carregamento a direita fornece

0
0 240 0 0 2,4 -24
-1 —180 -1,0 -1.8 0,8
F;= - 10? 0,0001 | = - =
0 Sl o100 0 0 1,0 -1,0
_92 .. . -2,0 0,0 —-2.0
S 0 : 0
resultando o sistema reduzido cuja resolugio fornece os deslocamentos procurados,
- -6
130984 4512 240 0] [0y 24 1,376 x 107" m
102 4512 7216 120 —600 Uy | 0,8 - U= —5,064 x 107 %m
240 120 400 —300 | |U5 | | -1.0 Y| —84,97 x 1075 rad
0 —600 —300 600 Uy 2,0 | _80.88 x 10~%m

Céalculo das reagoes de apoio
Fp = KpaUa + Kpp Uy

[ —30984 —4512 —240

ol - -
1,376
4512 —6616 180 0 5 064
F, =107 240 —180 100 0 ’
—84,97
~10000 0 0 0
—80,88
0 300 100 —300
3984 4512 —240 0 of|]o 1,376 kN
4512 6616 180 0 of]o 3,000 kN
+107% | —240 180 200 0 0)|1|=] 1275kNm
0 0 o0t1o000 o]0 —~1,376 kN
0 0 0 200 | |0 1,425kNm

Repare que o ultimo produto havia sido calculado com F7}.
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1,38x10 %m 1,43 kNm
B
5,06 %10 % m 1 .l
/ _l 1,38kN
85,0105 rad 80,0 % 10 1kN
2,U X ra 9 X m 2N
100,0 x 10~ rad
1,38 kN—=< A
1,28 kN} “
3,00kN

Fig. E 3-4: Estrutura deformada e reagoes.

Deslocamentos das barras no sistema global

Com o emprego das matrizes de incidéncia LM, montamos os vetores dos deslocamentos das

barras no sistema global,

[ U5 0 [ty [ 1,376
Us 0 Us -5,064
Uz | | 100 Us | o |-8497
u; = = 1u s us = = 1u —_—
U, 1,376 s 0
U, -5,064 Uy -80,88
L Us | -84,97 L Us L 0
7) Esforgos de extremidade
e Barra 1l
[ 06 080 17 o] [ o]
-0,8 06 0 0 0 0
0 0 1 100 100
=Ty = 1076 =107
06 080 1,376 -3,225
0 -0,8 060 -5,064 -4,139
L 0 0 1] [-84,97] | -84,97 |
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[ 0l-10000 0 0] - < -
0 3,225
: 300 0 -600 300 0 0,699
o 1200 0 -300 100 100 1,275
fi =k, = 102 10_6 =
0| 10000 0 0 -3,225 -3,225
: 300 0 600 -300 -4,139 -0,699
-84,97 -0,575
100 0 -300 200 - 4t -

e Barra 2

Os vetores dos deslocamentos e dos esforgos sdo iguais nos dois sistemas,

10000 0 of: o W [ 1376] [ 1,376]

0 600 300|:-600 : -5,064 2,000

£,  kouy — 10° 0 300 200):-300 (| s |-8497| | 0575
2100000 0 0| 0 : 0 -1,376

0 -600 -300| © 600 : -80,88 -2,000

0 300 100| :-300 | [ 0] [ 1425

8) Diagramas de estado

Com os valores de f) e fy representados na Fig. F 3-ii, obtemos facilmente os diagramas de estado

da Fig. E 3-iii.

138 (2) C_ 138

Q
o

5/
5/ A
1,28

Fig. E 3-iii: Esforgos nas secées de extremidade das barras.
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2,00

[ & ]

1,38
kN kN kNm 1,43
%
& N
Sl %
ot
Fig. E3-iv: Diagramas de estado.
4kN/m
o B 2) C |ﬁr
e A 1kN
Exemplo 4 (Forgas distribuidas) NS /| 4 kN Y
Adicione forgas distribuidas verticais de /3 %
=]
4kNm as barras do problema anterior 0,1x 1073 1)
conforme mostra a figura ao lado. rad
A Y
0,6m \ 1,0m |

" e =

Fig. E4: Estrutura com forgas distribuidas.
SoLugao
Como a estrutura é a mesma, os itens 1) a 4) da resolucao anterior se repetem e apenas os vetores

dos esforgos de engastamento perfeito devem ser acrescentados.

1) Vetores dos esforcos de engastamento perfeito

e Barra 1l
A forca distribuida na barra 1 deve ser decomposta nas direcées axial e transversal & barra,
conforme a Fig. E4-i, para as formulas da Fig. 3 possam ser aplicadas,
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Dy

8]

AN B, S/
Fig. E4-i: Decomposigao da carga distribuida.
i [ ] e [ o] ©
5 25 1,2 2{ [0
2 2
£ = _qi% - _32;}11 = ?z ; f) = TTH = 013 [I]
2 2 )
o 244 1,2 2| 2
B B BT 2] s
e Barra 2
[0 ] [ | [ 0] 1
% 4,{)2><1 2 2
01— A el T
0 0 0] [8
% 4,{?;1 2| 4
2] [ | [-0333] 09

2) Vetor FO da estrutura
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[ 0,000 +0,000} 1 [ 0,000}
2,000 +2,000 | 2 4,000
0,200 +0,333 | 3 0,133
2,000 | 4 2,000
o= | 0000 | [5 = | 0,000
2,000 (6] 2,000
0,200 7] 0,200
0,000 | [8] 0,000
i 0333] o] |-0333

Resoluciio do sistema de equagtes KU = F — F?

Kaa Kab Ua _ F,
Kia Kib | | Up Fy

g

KU, =F, - F) —K,,Up,:=F

Na forma particionada

Calculo dos deslocamentos

&%

O calculo do vetor carregamento a direita fornece

ool [ o D240 0
.. ) 0
~1,000 4,000 D180
F:= - —10? 0,0001
—2,000 2,000 .
L AL 0 0
[ o] [ 2400 —2,400
_ | -5000| | -1,800 | _ |-3,200
~0,133 1,000 ~1133 |’
| —4,000 I 0 —4,000
resultando o sistema reduzido cuja resolugdo fornece os deslocamentos,
—6
13084 4512 240 0] [t —2,400 7,172x 107" m
4512 7216 120 —600 | | Uy ~3,200 —19,76 x 10™°m

102 = = Ua =
—1,133

—4,000

—146,4 x 107 5rad
—159,6 x 107 %m

240 120 400 —300 Us
0 —600 —300 600 Uy
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Calculo das reacoes de apoio 5) Esforcos de extremidade
Fy, = Fg + KpaUa + K Uy
e Barra 1
0 —3984 —4512 —240 0 7179 [ 0.6 08 0 1T 0 r 0]
2,000 ) —4512 —6616 180 0 1976 08 06 0 0 0 0
Fy = 0,200 | +10™ 240 —180 100 0 146.4 0 o0 1 100 100
0 ~10000 0 0 0 159’6 i) = Tyuy = 1070 — 106
—~0.333 0 300 100 —300 ’ 06 080 7,172 -11,503
M. . . - - 0 -0,8 0,6 0 [-19,758 -17,593
T =240 : 0 7,172kN
0o 01 -146,45 -146,45
D180 : 0 11,000kN L L - L ]
+10% (11 900 0,0001 | = 1,263kN m
0: 0 —7,1T2kN fi = ki + ?{]
.. . 0 r. . b - - -
PP 0 i 2.3991{ij ti0]-10000 00 o} 1.6 ] 13,103}
1300 0 -600 300 0 1,2 0,862
1200 0 -300 100 100 0,2 1,263
717%10~%m 41N/m 2,40kNm =102 |— 10-5 I L
o710 6 b B LI : Dio0/10000 0 0 11,503 1.6 -9,903
: i 3\‘9 | B C| TI7kN P o300 0 600 -300 -17,593 1.2 1,538
. 1kN -
146,0 % 10 ﬁrad W | 2kKN \ 1 100 0 -300 QUUJ _—146,45J L 70,2J L —I,GOIJ
159,6 x 10~%m L
100,0x 1075 rad e Barra 2
T,17TkN — A Os vetores dos deslocamentos e dos esforcos sdo iguais nos dois sistemas,
1,26 kNm lll,UDkN fg = fy = koug + fg
Fig. E4-4: Estrutura deformada e reagoes. 10000 0 Of: 0 :-‘ 7,172 0 7,172
4) Deslocamentos das barras no sistema global 0 600 300 :-600 : -19,758 2 6,000
: eidanes 0 300 200| :-300 : -146,45 0,333 1,601
Com o emprego das matrizes de incidéncia LM., montamos os vetores dos deslocamentos das =102 10°% + =
barras no sistema global, 10000 0 0]: 0 : 0 0 -7,172
0 -600 -300| : 600 : -159,65 2 -2,000
[ U [ 0 [ U [ 7,172 . .
d ' 0 300 100| : -300 : [ 0] [0333] | 2399 ]
Us 0 Us -19,758 - -
u = Uz —10°% 100 . W = Us =108 -146,45 6) Diagramas de estado
I 7,172 /s 0 5 =
U; 19,758 Uj 159,65 A partir dos valores em f e fa representados na Fig. E 4-ii, escrevemos as expressoes dos esforgos
| Us | | -146,45 | Us L 0
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solicitantes nas barras e tracamos os diagramas de estado da Fig. E 4-iii.
Ny =-1310+ (4 x 0,8)x )
A“Q = —7,17
= —13,10+ 322
Vi =0,86— (4 x0,6)z
Vo = 6,00 — 4x
=0,86 — 2,4z
x? 2
My = —1,264 0,86z — (4 % 0,6) —
' ( '3 My = ~1,60 + 6,00z - 47
= —1,26 + 0,86z — 1,222
4kN /m
e (L]
E o .
Laé*’Tﬁno zoo‘ “’gAU
1,26
Fig. E4-iii: Esforgos nas segoes de extremidade das barras.
6,00
200 160
@ I
R |
cs:? > 2,40
o .
kN o KN m
N
S
S
S

Fig. E 4-iv: Diagramas de estado.
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&
A\
o

0,8m

Exemplo 5 (Articulacgio)

Para a estrutura ao lado,
esboce a deformada da estru-
tura e trace os diagramas de

L

esforgos solicitantes. &
%\

N

Y6KkN

0,8m

E = 50 % 10° kN/m?
A=0,02m?,

I =0,0001 m*
06m | 05m | 05m | 06m Jg’

Fig. E5: Escada com patamar.

SOLUGAO

1) Numeragdes das barras e dos nés da estrutura
O trecho de barra horizontal & esquerda é isostatico de modo que apenas os esforgos transmitidos

a0 nd B serao considerados na andlise, conforme a Fig. E 5-

Dj,
Y
e &
(=]
2,4kN 4kN/m
bov b N
B (2) c
Y6kN g
o
0,6m i 0,5m L 0,5m l 0,6m ﬂé-

Fig. Eb5-i: Numeracao das barras e dos nés.
Na Fig. E 5-ii estdo indicadas, duas possiveis numeragdes dos graus de liberdade e as correspon-
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dentes matrizes LM, das barras. Em (a), todas as barras sao biengastadas (EE) e a articulagao
em B requer duas rotagdes independentes: uma & esquerda e outra a direita de B. Em (b), a
articulagdo faz parte da barra 2, admitida articulada-engastada (AE) no modelo. A numeragio

(b) foi escolhida por causa do menor nimero de graus de liberdade.

9101 2 3]
24|56 7]
6 7 |111213]
89123

3]
=N
o
(=]
e —

o
b
j—
[
b2

Fig. E5-ii: Deslocamentos nodais: (a) duas rotagoes em B, (b) rotacio & esquerda de B.
2) Matrizes de rigidez e vetores de engastamento perfeito das barras
e Barrale3

As barras possuem matrizes iguais & barra 1 do Exemplo 3. Apenas as matrizes LM, sdo

diferentes.
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[ 1,6}
1,2
0,2

1.6
1,2

-02)

it

o]
2| 8

02| [9]
o] s
21 2
_-0,2j 3

£

0]
2

0,2
0
2

(10]
(11]
(12]

-02)

[ 10000 0 0/-10000 0 0] [ 06 08 0 1
0 600 300 0 -600 300 -0.8 0,6 0 0
B _ 0 300 200 0 -300 100 0 0 1
k; = ks = 102 , T =
-10000 0 0] 10000 O O 06 080
0 -600 -300 0 600 -300 0 -0,8 0,6 0
0 300 100 0 -300 200 0 01
Matrizes de rigidez no sistema global
[7 [8] [9] 1 2 3
3984 4512 -240| -3984 -4512 -240 ] [7]
4512 6616 180| -4512 -6616 180 8
i -240 180 200| 240 -180 100 [9]
k; =TTk, T; =102
-3984 -4512 240| 3984 4512 240 ] 1
-4512 -6616 -180| 4512 6616 -180 | 2
-240 180 100] 240 -180 200 3
4 5 6 ] [ 2
[ 3984 4512 -240| -3984 -4512 -2407 4
4512 6616 180| -4512 -6616 180 5
-240 180 200 240 -180 100 6
ky =102
-3984 4512 240| 3984 4512 240 | [10]
-4512 -6616 -180| 4512 6616 -180 | [11]
-240 180 100 240 -180 ZOOJ [12]

Os vetores dos esforgos de engastamento perfeito também sdo iguais aos do exemplo anterior,
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e Barra 2 barras foram calculadas, ou seja, barras (1), (3) e (2), obtemos
Os seguintes coeficientes aparecem na matriz da barra articulada-engastada, Eq. (10),
1 2 3 4 5 6
a 5 EA 3E1 [
EI=5x10*kN/m? 351 B'EI
_ 2 =150 x 10°kN/m == =150 x 10°kN m/rad +10000  +0|  +0} -10000 0} 0
£=1,0m 73 I
6616 -180
Como os sistemas local e global da barra 2 coincidem, temos
+150 0|-150 150 | 2
1 2 4 5 6 200
10000 0 0] -10000 0 011 3
0 150 O 0 -150 150 | 9 ne )
K..= Ak, =10
_ ) 0 0 0 0 0 0 e=1 :
ko =ky =10 - 4
10000 0 0] 10000 0 04 3984145121 -240
410000 0 0
0 -150 0 0 150 -150| 5
0 150 0 0 -150 150 | 6 1o
L J 6616 180
. 150| -150
Feafaorcoe de enocastamenta nerfoita
Esforgos de engastamento perfeito
6
- - i 200
’ W ) 011 +150
3pt
3 % 3375 | 2 -
_ 0 0 0 Apés efetuarmos as somas, chegamos a
f=f=| | +|—|=
0 4
0 0 1 2 3 4 5 6
5pé r E
ot ur 6,625 5 13084 4512 240-10000 0 0] 1
el || ospe|  L1625] 6 6766 -180 0 -150 150 | 2
) 200 0 0 0f 3
3) Montagem da matriz de rigidez reduzida da estrutura K =10 13084 4512 -240 | 4
A soma dos coeficientes das matrizes das barras associados aos deslocamentos livres da estrutura Sim. 6766 30!l 5
fornece a matriz reduzida K,,. Efetuando o espalhamento na ordem em que as matrizes das 350 | 6
4) Vetor F? da estrutura
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Efetuando o espalhamento na ordem em que os vetores f0 foram calculados

B g g
r 1 0,000 L TS 7
0,000 - 40,000 | 1 0,000 LT = g =
ms: = be % bd
2,000 - 43,375 | 2 5,375 L2 o= =
— u o ]
o 5o 22

0 _ -0,200 £ 40,000 | 3 |-0,200 ifﬁ 1 7 -

0,000 4 0,000 = Y i

_ 99 6. —

. 42,000 6,625 5 8,625 233,1 x 10" rad p

Q‘_

- 40,200 -1,625j 6 __1,425J 5

|

144,7 x 10 %rad
214,0 x 109 rad

5) Resolucio do sistema de equages K, U, = F, — Fg = F*

—261,9 x 10 % rad

O céleculo do vetor carregamento a direita fornece
Fig. E 5-4: Estrutura deformada: valores dos graus de liberdade em preto e dos deslocamentos

[ 0] [ 0] [ 0] dependentes em vinho.
—2,400 5,375 7,775 6) Deslocamentos das barras no sistema global
F:= 0'728 — _0'208 = 0'928 Os vetores u, sao obtidos com o emprego das matrizes de incidéncia LM,
0 8,625 ~8,625 [ o} [7] [ 158,1-‘ 1 [ 155,6-‘ 4
0 —1,425 1,425 n Q! _121 2 a _19n 4 =
L -l L -l L -l u lOl L lyd & LUy J
Introduzindo no sistema reduzido, obtemos os deslocamentos nodais 01 [9] 214,0 6
’ u; = 1076 up = 1076 uz = ].076
1581 1 1556 | 4 0 o]
N . [ 158,1 % 107¢
13984 4512 240 —10000 0 0 U 0 "X sm-‘ -131,3 2 -120,4 | 5 0 [11]
4512 6766 —180 0 —150 150 | | Uy —7,775 —131,3x 10" m 2619 | 3 214,0 | 6 0| [l
L0? 240 —180 200 0 0 of|Us 0920 L |-2619x 105 rad
10000 0 0 13984 4512 —240 | | U | 0" " | 155.6x10°m 7) Esforcos de extremidade
0-150 0 4512 6766 30| |Us 8,625 1204 x 10-5m I
0 150 0 —240 30 350 U 1,425 ¢ Dbarra
L JLvel L Rl | 214,0 x 10 % rad|
[ 06 08 0 ] [ o] [ o]
—-0,8 0,6 0 0 0 0
0 0 1 . 0 . 0
ﬁ.] = T]ll] = 107 =107
06 080 158,1 -10,18
0 —0,8 060 -131,3 -205,3
I 0 0 1] | -261.,9 | | -261,9 |
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f; = kg + 7
[: 0000 0 0 [ 0] [16] [1178]
0 -600 300 0 1,2 5,66
— 102 0 -300 100 10-6 0 N 02] | 374
10000 0 0 -10,18 1,6 -8,68
0 600 -300 -205,3 1,2 -3,26
0 -300 200J 2619 |-02] | 072
e Barra 2
Os vetores dos deslocamentos e dos esforgos sao iguais nos dois sistemas,
fy = kouy + £
[ 10000 0 0[-10000 0 0] [1581] [ o] [ 254]
0 150 0 0 -150 150 -131,3 3,375 6,42
—10? 0 00 0o 0 o0 10-5 . N 0 _ 0
-10000 0 0| 10000 O O 155,6 0 -2,54
0 -150 0 0 150 -150 -120,4 6,625 3,58
0 150 0 0 -150 150 | | 214,0 | | -1,625 | | 1,42 |
e Barra 3
[ 06 08 0 | [ 155,6 ] [ -2,04]
-0,8 0,6 0 0 -120,4 -196,7
s = Tyug 0 o0 1 10-6 214,0 — 106 214,0
06 080 0 0
0 -0,8 0,60 0 0
L 0 0 1] L 0] L 0]
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?3 = Egﬁg + f‘g
[ 10000 0 ofii . . -
-2,94 1,6-‘ -1,34}
0 600 300 : : -196,7 1,2 -4,18
) 0 300 200|: : 6 | 2140 0,2 -1,42
=10 ——| 10~ + =
-10000 0 0: : : 0 1,6 4,54
0 -600 -300| ¢ : 0 12 6,58
- o] [o02] [-396]
L 0 300 100 : : ] - - -

0,72 (_ 24
, 2,54 >
_9_,.,;?]:14- 1,42 o N &
® 6,42 > J g >
Ry 5

4kN/m
HII/HLB Q;E%_/ 2’4358 i /)3196
1‘,) 0,72 ’ \5. ‘\%
24 0,72 \&% G’J
4-f,b 2
/ﬁ[o/ﬂ 0,72 4kN/m @)
‘) asa [T T T T T 11111 254
& é R I R A,/ K
a8 R4 2 t AN
o > @) 3,58 ~
> 6,42 v 71,42 /
(1) 6kN 1,42
o
@ \%‘9
N
™ 3,74

Fig. E 5-iv: Esforgos de extremidade e equilibrio dos nds.

8) Diagrama de estado e reagoes de apoio
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K% 7,58 kN, 3,96 kN m
2 54KN
N
N
4kN/m
AN
WV
& 6N
2,54 kN
—
3,74kNmL’
12,82kN

Fig. E5-vi: Reagoes.

Fig. E5-v: Diagramas de estado.

As reacoes de apoio foram obtidas a partir das forgas de extremidade nas barras indicadas na
Fig. E5-iv,

Hp =Ry =-566x08+11,78x 0,6 =254kN Hp=R1g=-658x0,8+454x06=—-254k
Ra =Rg=566x06+11,78x 0,8 =1282kN Rp = R;; =6,58 x0,6 +4,54 x0,8 =758kN
Ma = Rg=3,74kNm Mp = Ry2 = —3,96kNm

Repare que, a menos dos erros de arredondamento, verifica-se o equilibrio global das forcas: na

diregdo horizontal, Hy + Hp = 0, e na vertical, Ra + Rp = 20,40 kN.




