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1 Deformacgao na Flexo-Compressao de Barras Esbeltas

1.1

Introducgao

Na anélise de estruturas reticuladas, mesmo quando as deformacdes sdo pequenas e o material

é admitido eldstico-linear, hipdteses distintas quanto a configuracao deformada da estrutura

conduzem a teorias de barra com descrigoes cinematicas diferentes, conhecidas por teoria de

primeira ordem, teoria de segunda ordem e teorias de ordem superior ou ‘exatas’.

Na teoria de 12 ordem, as rotagoes e os deslocamentos sio admitidos pequenos e as
equagoes de equilibrio sio escritas na configuragio indeformada da estrutura (Fig. 1), o que
garante sua linearidade geométrica. As linearidades fisica e geométrica sdo pré-requisitos
para a proporcionalidade entre o carregamento e a deformacio da estrutura e também para a
validade do principio da superposicao de efeitos.

Nas estruturas isostaticas, a independéncia total dos esforgos internos das deformagées
e, consequentemente, das propriedades do material e da geometria da secdo transversal sé é

verdadeira no contexto da teoria de primeira ordem.
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Fig. 1: Barra bi-apoiada: momento fletor na configuracao indeformada.

Na teoria de 22 ordem, as equacdes de equilibrio sfo escritas na configuragio deformada
da estrutura. As rotagoes e os deslocamentos sdo admitidos pequenos de modo que ainda é
possivel negligenciar os deslocamentos longitudinais por flexdo e as mudancas de diregdo das

forcas.
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Fig. 2: Barra bi-apoiada: momento fletor na configuracio deformada.

Para a barra delgada submetida & flexo-compressao da Fig. 2, a presenca de deslocamentos
transversais faz com que a forga axial de protensio P gere momentos fletores adicionais sig-
nificativos, momentos estes denominados momentos de sequnda ordem. Assim, considerando

o momento fletor em uma segao genérica,

¢
M(z) = WH - maf Po(z) (1)
——r
Mo(z) 2e0rdem
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a parcela My(x) corresponde ao momento de primeira ordem e a parcela restante, ao momento
de segunda ordem decorrente da deformacio transversal da barra.

A expressio teoria ‘exata’ abrange diversas teorias de barra em que as equagoes de
equilibrio sdo escritas na configuragdo deformada da estrutura e tanto as deformacoes trans-
versais das barras quanto as longitudinais sao consideradas. Outra diferenca importante é o
uso da equagao da linha eldstica expressa em termos da curvatura 1/p do eixo da barra,

1 v M
- 2)

3 T o
P+ ()22 Ll
ao invés da forma linearizada empregada na teoria de segunda ordem, a qual admite v’ < 1,

M
o
v T (3)

Conforme mostrado na Fig. 3, as deformacoes podem alterar a posi¢ao e a dire¢do dos esforgos

que constituem o carregamento.
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Fig. 3: Barra bi-apoiada — encurtamento da barra e mudanga de diregio da for¢a de protensio.

1.2 Teoria de Segunda Ordem

Denomina-se efeito de sequnda ordem aquele proveniente do momento fletor gerado pela forga
normal em decorréncia dos deslocamentos transversais do eixo da barra. Introduzindo a Eq. (1)
em (3), obtemos a equagio da linha eldstica na flexo-compressao

" My(z) P

U a2

El ET

Substituindo o quociente % por k? e colocando os termos em deslocamento do lado esquerdo,
a equacao assume a forma genérica

! FM_H\‘ 4
R ™)

A Eq. (4) é uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem cuja solugao geral para P e
ET constantes é
v(z) = Asenkz + Bcos kx + vp(z), (5)

em que A e B sdo constantes de integracdo determinadas a partir das condicoes de contorno,
e vp(x) ¢ uma solugdo particular da Eq. (4). No caso de My(«) ser expresso por um polinémio,

vp(z) € um polinémio de mesma ordem e seus coeficientes sao obtidos por identidade de

polinémios (ou seja, igualando-se os coeficientes dos monémios de mesma ordem em z a

esquerda e & direita na expressao resultante).

Superposicao Modificada Embora a superposicio de efeitos nao seja valida na teoria de
segunda ordem, ainda podemos estabelecer uma superposicdo modificada para o calculo dos
deslocamentos e momentos fletores em virtude da linearidade da Eq. (4). Repare na Fig. 4 que
o carregamento transversal é decomposto mas a forca axial P é mantida em todas as parcelas.
A linha elastica final é obtida somando-se as solucdes das equagoes diferenciais das diversas

parcelas. Evidentemente, a forga axial P é considerada uma tinica vez no calculo das tensoes

normais.
Q1 Q2 @1 Q2
P _ ¥ N p P P P ¥ NP
— — = —_— -~ + —
M, M, M,
" 2, _ M0 1 2, — _ 2701 2, 2702
v+ kv = =T vy + k"y Vol vy + k" v Vol

Fig. 4: Superposigao modificada.

,

A demonstragao é imediata pois basta introduzir v = v; + vy na equacio diferencial e

lembrar que My = My + Mg,

Mo + Moz
) 10 )" .N.m ) o) = ——— =
(v1 + )" + k*(vy + v2) El
Rearranjando os termos, chegamos a
My Mos
o + ko + 77 )T vy + k*ug + )= 0,

equagao que € sempre satisfeita quando as equagdes diferencias associadas a cada forga trans-

versal (; sao verificadas.

Exemplo 1 Determine o maximo momento fletor e a maxima flecha para a barra bi-apoiada
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da figura.

P erw

HHWw

Fig. E1

SoLugAo O esquema de cdlculo do momento
fletor na configuracio deformada encontra-se na
Fig. 2 e fornece

¢
M(z) = Qma - m% + Pu(z).

Inserindo o momento na Eq. (3), temos

g @ (2t _ P
T EIV2 2 ET

Lembrando que k% = % e arranjando os termos
em deslocamento, obtemos

2
w2, 4 (% _tr
c+rclm~mm mv.

Do lado direito, podemos colocar k? em evidéncia
multiplicando e dividindo por P,

.:.w|ﬁalw|@la
c.ngIﬁAm 5 ) A.&

A solugdo geral da equagédo tem a forma
v(xz) = Asenkx + Beoskx + vp(z),  (b)

em que a solugdo particular é um polinémio de
mesma ordem que o polindmio do lado direito da
Eq. (a),

vp(x) = bp + bz + box?.

Os coeficientes b; sdo obtidos introduzindo-se v,
na Eq. (a),

2 2
2 N Ll A
M@M+\nﬁwc+@~ﬁ+@w.ﬁv\ P AM Mv,

e igualando os coeficientes dos mondémios de

mesmo grau dos dois lados da equagao,

2
2, 2y _ 971 -4
T . .w._\._w|.~um - @w|m.~u,
2
1, 2y = IFE __at
T k“by = ) = by = 2p"
0. 2, _ _ 4
T 2bs + k" by =0 S @G|\E.

Substituindo na Eq. (b), temos

¢
v(x) = Asenkr+ B coskx — 4T,

Impondo as condigdes de contorno,

v(0) =0,
q q
B— -1 _ B=-1_
ep=0 = k2P’
v(€) =0,
9 ooshe— 1y 28 4 9€
hmmziJr»ﬁumnomam 1) 2P MTIO
g 1—coskl
= T 2P senkl

chegamos a solugio

v(z) = 4| Lz coskt senkz
- Pk sen k¢

+ cos kx — L

q
prﬁ.ﬁﬁm —x).

Devido & simetria, sabemos que os valores
méaximos de M e v ocorrem no meio do véo. De-

finindo uma nova variavel u por

_kt
=%,

u

e introduzindo-a em vyg = e@g obtemos

g [1-cos2u ql?
VUmax = Pz ﬁammnﬁ;y cosu — L 8P
=1 (tanusenu + cosu — 1) — &
Pi? 8P
g [1—cosu g2
= 4pPu? A cosu v - 8P (c)
gt

= 3P (2secu—2 - :J

Colocando em evidéncia o deslocamento de pri-
meira ordem, vgmax, podemos escrever

Umdx = Ah q%v A8E1 (2secu — 2 — u?)

384 ET ] 5P22
5 %v 12 1 )
= —==)—= 2secu — 2 —u’)
e\
Awmf@ 5u? P2
5 gf*y 12
- ?mh me s (200U =2 = 10)
= V0max 3?.& .

0O momento maximo é dado por

2 g2
ME) =L L P

Mmax
. 4 8

&M
=g+ P i

Introduzindo vmsx dado pela Eq. (c), temos

w

. Q@Hloom:

My = = 2T EB8
méx 4u?  cosu

_ Q|mm 2 (1—cosu
S\ 8 Ju? COS U

Mo max \/A_.._Uu -

Para uma barra bi-apoiada com ¢ = 1050cm,
I=500cm?* e E =2,1 x 104kN/em?, os graficos
de P, 1 e A encontram-se representados na Fig. 5
(ver também Tab. 1). Para valores elevados de
P e vomax, 08 valores das funcoes 1 e A deixam
de ser realistas, ji que a maior flecha no meio
do vdo que a barra bi-apoiada admitiria seria de

= mu correspondendo & barra dobrada.

Fig. 5: Fungoes n(u), A(u) e a aproximagao g(u).

Carga Critica Denomina-se carga critica

carga I para a qual a flecha maxima e o

momento fletor méximo tendem a infinito quando é utilizada a teoria linearizada. No caso do
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Tabela 1: P(u), p(u), Mu) e a aproximacio g(u).

u | Plu) = »mm n(u) = £%(2secu — 2 — u?) | Au) = Z(secu — 1) TW
0,1 0,38095 1,0041 1,0042 1,0041
0,2 1,5238 1,0165 1.0169 1,0165
0,3 3.4286 1,0380 1.0389 1,0379
0,4 6,0952 1,0696 1,0713 1,0693
0,5 9,5238 1,1131 1,1160 1,1127
0,6 13,714 1,1714 1,1757 1,1708
0,7 18,667 1,2487 1,2549 1,2478
0,8 24,381 1,3515 1,3604 1,3502
0,9 30,857 1,4904 1.5030 1,4887
1,0 38,095 1,6839 1,7016 1,6815
1,1 46,095 1,9658 1,9911 1,9623
1,2 54,857 2,4067 2.4440 2,4016
1,3 64,381 3,1820 3,2406 3,1739
1,4 74,667 48773 4,9832 4,8628
1,5 85,714 11.389 11,677 11,350
/2 93,996 00 00 )

exemplo anterior, temos da Tab. 1
k7 Pol m B I‘_._.um,w
be=%5 =3 =7 EIl2-2 C e

expressao que nao depende do carregamento transversal g.

E importante observar que nao
determinarmos F.,.

tendem a infinito quando cosu — 0, ou seja, u — J.

,

™

2

é necessario desenhar os gréficos de wmmu ou pﬁhmv para

O exame cuidadoso das expresses deduzidas indica que seus valores

O conhecimento da carga critica permite escrever a seguinte aproximagao para as fungoes

n(u) e A(u) [6]:

g(u) =

1

‘w.
Hl,us

(6)

A qualidade da aproximacio pode ser verificada na Fig. 5 e na Tab. 1, onde a funcao aproxi-

mada encontra-se lado a lado com as fungoes determinadas no exemplo.

Exemplo 2 Determine as expressoes do momento fletor méximo e da flecha maxima para a

barra bi-apoiada da figura. Determine também a carga critica.

Q
P H P
L r A
2 2
Q
P M(z) H P
R dy A
1) |
Q Q
2 s 2
Fig. E2
SoLugAo O momento fletor é expresso por
¢
M(z) = WH._. Pu(z), para 0<z < >

Inserindo o momento na Eq. (3), temos

.ctH\@H _ Huwc

2ET  EI
: 2_ P

ou ainda lembrando que k* = £7,
.w.m

o + o= \M‘EH.

Introduzindo a solugédo particular,
vp(x) = by + by,
na equacio diferencial acima, resulta

w..w
E2(bo + byx) = |m|wa.

Por meio da identidade de polinémios, temos

P bp =0,
. _Q
ot @H = 9P
Assim,

v(z) = Asenkx + B cos kx — ma
2P
Q
v(z) = A -B -
v'(x) kcos kx k sen kx 5P’

somente para 0 < z < m Impondo as condigoes

de contorno,

v(0) =0,
B=0,
v'(£) = 0, (simetria)
k. Q Q
Akcosto — ¢ 0 = A=
9 Tap 2Pk cos &
chegamos a
@ [senkx 14
== | ==k <z<=..
v(z) 3Pk nom% kx|, o\H\m

Repare que ndo usamos a condi¢io de contorno
v(£) = 0 por que a expressio de v(x) acima nio
é valida para x = 4.

Quando cos B — 0, verifica-se que v(x) — o0 e,

2
portanto
mEl

|n_ﬂ EEN J—
‘M cr — NM b

que é o mesmo valor obtido no exemplo anterior.

Valores maximos:

2Pk 2 2
= % (tanu — u) (a)
QRN 24
= A‘»mm.ﬂv k0)? (tan u — w)
Qe 3
= Agmm@v (&) (tanw — u)
#N 3
= A%v 3 (tanw — u)
= U0méax m:&.

— ki o QF
onde u = %°, e gg7 corresponde ao deslocamento
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de primeira ordem. A func@o 7j(u) tem compor-
tamento semelhante & 5(u) examinada anterior-
mente; ela assume o valor 1 para P = 0, e tende
a infinito para P = P,.

O momento fletor maximo é dado por

Mmix = M(4) = em + PUmsx.

Inserindo a Eq. (a), temos

QL _rQ

Mpsx = T + »umhﬂ?m:: — )
= % + mﬁnmzﬁ —u)
@a @a

=+ |?mu:. —u)

_(QF\ tanu
(%)=

= P&caux Mmﬁ_v

Exemplo 3 Determine a flecha méxima e a carga critica para a barra engastada da figura.

P P

Q— )
+ P(§ —v)

SOLUGAO O momento fletor traciona o lado
negativo de y e é dado por

M(z) = -Q(f —x) — P(§ — v(x)),

que introduzido na equagio da linha eldstica for-
nece

r
"= mﬁm\ x) + ma — ),

ou ainda,
o+ ko = k2 ﬁmﬁm —x)+ L .

A solucéo particular tem a forma v, = bo+ b1z, a

qual introduzida na equagio diferencial fornece,

0+ k% (bo + brz) = k? 7; +6— ma_

P

com

0. _ @

Tt by = P + 4,

I IW,
Assim,

AHvIbmmn.wH+WnomrH+u+©A £ —x),
v'(2) = Akcoskx — Bksenkx — W

Impondo-se as condigdes de contorno, temos

B Q¢

P E]

10

v(f) =9,

Q Qe _
H\ﬁumm:.gl +d)coskl+d6=6 =

—dcos kf +

wm%ﬂi — tcos 3 -0 =

- G(m ) Gt ),

Logo, a solugao é dada por

v(z) = ‘mmz ka— Awn_&v cos .fl.mr.mﬁmlav,

e a méaxima flecha por

Fatorando a flecha da teoria de primeira ordem,

resulta
o @mu 3 tan k{ 1
3EL |[(k6)2 \ k¢ '

A carga critica corresponde & tankf = oo, ou

ki = %. Logo

P T T2 EI
== P, = .
- cr mwﬁm

A Eq. (6) fornece uma boa aproximagio dos va-
lores da teoria de segunda ordem. Por mmeEo

para P = P /2, temos kl = 1/ 1 m = ogm.
mos,
o(p) = 24 Qe _
v(f) = Ao 8168) = 1,986 — 3BT = 1,986wy.
E usando a forma aproximada,
1
v(f) = |ec =1 = 2vp.
_ua 2

Exemplo 4 Determine a flecha maxima e a carga critica para a barra engastada da figura

abaixo.

Fig. E4

Py

SOLUCAO Neste exemplo conveniente a
adocdo de um sistema de eixos fixo & extremi-
dade livre, e com o eixo x na diregdo vertical. O

momento fletor é dado por

M(z) = Pe + Pu(z),

que introduzido na equacgéo da linha elédstica for-
nece
v+ 1Py = — ke,

onde k% = mh A solugdo particular é
resultando

évy = —e,

v(z) = Asenkx + B coskx — e,
v'(z) = Ak coskz — Bksen kx.

Condicoes de contorno:

v(0) =0,
B=e,

v'(€) =0,
Ak coskl —eksenkl =0

= A=etankl.
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Resultando,
v(z) = e(tankfsen kx + coskx — 1),
M(z) = Pe(tan kfsenkx + coskzx).

A flecha méxima é dada por

f

o(f) = sen? kf 4 cos? kf — cos kf
nh=e cos kf

. 1 —coskl

B coskl )’
A fatoragiio da expressio da flecha da teoria de
primeira ordem produz

1= (557 e (e )]

A carga critica corresponde a coskf/ = 0, ou
ki = %. Logo
P, ™ . p_ T El
BT 2 T (20)2

Para P = Py /2, temos kf = /40 = NP,\W ea
mmo:m

Ti
xnm A%v MSSN@

Portanto, o momento no engaste vale

M(£) = 2,252Pe.

12

2 Estabilidade e Instabilidade do Equilibrio

2.1 Introducao

O dimensionamento da se¢ao transversal (ST) de uma barra ndo depende apenas de consi-
deracoes de resisténcia do seu material. Ele também depende das deformagdes sofridas pela
barra ja que mudangas de forma alteram a magnitude e a propria natureza das solicitagdes. Um
exemplo tipico é o de uma barra reta bi-apolada, comprimida por uma forga axial P (Fig. 6).
Se a barra for suficientemente longa em relagdo as dimensoes da ST, verificamos através
de ensaios que nem sempre é possivel atingir a forga normal associada & tensdo de ruptura a
compressio do material. Verificamos também que a barra apresenta configuragoes deformadas
com momentos fletores crescentes quanto maior for a forca axial P e, consequentemente,
tensoes adicionais na ST devido a flexao. No final, a barra acaba por romper por flexdo, com

uma forma distinta da original [1].

~u|' ALU P P

Fig. 6: Compressdo de uma barra esbelta.

Quando a forga axial P é aplicada gradualmente, notamos que a barra permanece reta
para pequenos valores de P. Neste caso, se uma pequena forga transversal H for usada para
fletir a barra, verificamos que esta recupera a forma reta original apés a retirada da forga
que causou a deformacio (Fig. 7). Aumentando P, atingimos um valor critico P, a partir
do qual a barra ndo retorna mais a forma original com a retirada de H. A configuragio reta
de equilibrio torna-se entdo instavel, forcando a barra a procurar uma configuragao fletida
estavel.

P <F, P > P,

|

r |

R

f

o

A

Fig. 7: Perturbacio do equilibrio para diferentes valores de P.
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Equilibrio estavel e equilibrio instavel Uma configuracdo de equilibrio é dita estdvel
quando pequenas perturbagdes (na posicio ou velocidade do sistema) geram movimentos que
se mantém proximos da configuracio de equilibrio, e tdo mais préximos quanto menores
forem as perturbagoes. A configuracio de equilibrio é dita instdvel quando ndo for estdvel,
ou seja, pequenas perturbagbes podem gerar movimentos que tendem a afastar o sistema
da configuragio de equilibrio. Um caso particular de configuragao instdvel é a de equilibrio
indiferente, para a qual uma perturbagdo na posi¢cdo do sistema faz com que ele permanega
onde for deixado.

Os cilindros apoiados nas superficies convexa, concava e plana da Fig. 8 ilustram bem as

diferentes configuragdes de equilibrio.

Instavel Estavel Indiferente

L L

Fig. 8 Estabilidade e instabilidade de um cilindro.

2.2 O Problema da Barra Rigida Presa a uma Mola

O estudo da estabilidade de uma barra vertical rigida presa a uma mola rotacional ajuda a
entender o conceito de flambagem e o procedimento de resolucido que discutiremos a seguir.
Consideremos uma carga vertical P aplicada ao sistema da Fig. 9, em que a resposta da mola é

proporcional ao dngulo @ com a vertical. Os momentos externo e interno sao, respectivamente,
Moy = P [ = Plsen8, My = ¢,

com o primeiro tendendo a afastar a barra da posicio vertical e o segundo tendendo a restaurar

esta posicao. O equilibrio na configuracdo deformada requer Meyy = Mip, resultando,

c @

" lsenf

w

A estabilidade do equilibrio pode ser verificada introduzindo uma perturbagio de posicio
Af e examinando o comportamento dos momentos My € Miy: na Fig. 10, onde mey € Mint

sio os coeficientes angulares das tangentes para 8 = 0.

o Para P < ¢/, ou Mexy < Ming, Mine cresce mais com o dngulo § do que Mg, e a barra

14

Fig. 9: Barra rigida presa a uma mola. Sentido dos momentos externo e interno.

tende a voltar para a posi¢ao inicial depois de perturbada (configuracio estavel).

e Para P > ¢/l, é a vez de M.y crescer mais que My, e a barra tende a se afastar da
configuracao vertical, a qual passa a ser uma configuragao de equilibrio instavel. Neste
caso, uma segunda configuracao de equilibrio ocorre para 6 = . O exame das variagoes
dos momentos Me e My provocadas por perturbacoes Af & esquerda e a direita de g

indica que esta configuracgio € estavel.

A carga Py = ¢/f a partir da qual existe uma configuragdo inclinada de equilibrio, além da

configuracao vertical que deixa de ser estavel, recebe o nome de carga de flambagem.

M M
Mint Ming My,
Mext / )
Mipt = € ’
Mint = Mext \‘. m
L Mgyt = PE 7 1
4 ’ / 1 w&quq
e g Moyt ;
z Mext
9 b 9
Mint, = Mext Mint = Mext Mint < Mext

Fig. 10: Momento externo e momento interno versus angulo 6 (P crescente nos graficos da
esquerda para direita).

Teoria linearizada Para pequenas rotagdes, podemos adotar a aproximacgido senf ~ 6 e,
em decorréncia,
My, = PU6.

Ou seja, 0 momento externo € substituido pela reta tangente em # = 0 na Fig. 11.
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Agora, para My > Mey, a configuracao reta é estavel passando a ser instavel para M <
M. O estado critico ocorre quando Mey = My, a ele correspondendo a carga critica da
teoria linearizada,

c
Nﬁ = m
que é igual & carga de flambagem da estrutura, Py.

O fato das cargas de flambagem serem as mesmas nas teorias exata e linearizada é im-
portante quando se lida com estruturas mais complexas. Isto acontece sempre que a perda
de estabilidade ocorrer nas proximidades da configuracao inicial, situacao em que é possivel

substituir os momentos externo e interno pelas respectivas formas linearizadas.

M M M

Ming Ming Mt Mext, Mo
mi

Mexi

[
-

0 b 0 ¢

Fig. 11: Momento externo e momento interno versus angulo # para a teoria linearizada.

Definicdo de flambagem Denomina-se flambagem ao fenémeno do aparecimento de um
ponto de bifurcagio de equilibrio. Em outras palavras, antes da carga P atingir Py, a con-
figuracdo de equilibrio é tinica e estavel; ultrapassada Py, a configuracio inicial deixa de ser
estavel e surgem novas configuragdes de equilibrio possiveis. No exemplo da barra rigida, a
configuragdo vertical inicial passa a ser instdavel e surgem novas configuragoes de equilibrio
estdveis inclinadas.

A transicdo pela carga de flambagem é repentina. Um pequeno acréscimo da carga P é
suficiente para tornar a configuracio reta de estavel para instdvel. Na realidade, a presenca
de excentricidades na carga e na geometria, bem como de ndo-uniformidades no material da
barra tornam a flambagem um fenémeno idealizado. Podemos dizer que sempre existe uma
deformacao inicial por flexdo, a qual tende a aumentar devido a um aumento continuo do
momento fletor. Em qualquer caso, o crescimento do momento fletor com a forca P é muito
rapido nas proximidades da carga de flambagem e, geralmente, a ruptura da barra ocorre

antes que a configuragio fletida de equilibrio possa ser atingida.

16

]
S|

—_——————— e — —

e : estavel
% ¢ instével

1,0000 |

e

1

ponto de ponto de
e bifurcagao e bifurcagio
. !
Exata Linearizada 7
1 1

Fig. 12: Flecha versus carga P. Teoria exata e teoria linearizada.

2.3 Determinacao das Cargas de Flambagem
Dentre os processos utilizados na determinacgao da carga de flambagem, os mais simples sdo:

Processo das Imperfeigoes A carga de flambagem corresponde ao valor da forca axial que
leva a estrutura “imperfeita” a apresentar uma flecha infinita na teoria linearizada. As
imperfeigoes dizem respeito a excentricidades da carga, ou perturbagoes provocadas por

um carregamento transversal, Fig. 13,

Fig. 13: Processo das imperfeigdes.

Processo do Equilibrio
Consiste na procura de novas configuragbes de equilibrio, distintas da configuracao reta,
ja que o fendmeno de flambagem implica na perda da estabilidade da configuragéo inicial

e na existéncia de outras configuragoes de equilibrio quando a carga de flambagem é

ultrapassada.
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Nos dois processos, o uso da teoria linearizada permite apenas a determinacao da carga
de flambagem e nao da configuragdo deformada. E importante ressaltar que a linearizacao no
caso de barras flexiveis decorre da aproximacéo da curvatura da barra, ou seja,

v” M M

— = - A S —
1+o2i  EI U TR

Desse modo, estd implicita na teoria linearizada a hipdtese de pequenas rotagoes (v < 1).

2.4 Exemplos do Processo do Equilibrio

Quatro exemplos de aplicacdo do processo do equilibrio sio examinados a seguir. Nos dois
primeiros, tratamos das barras bi-apoiada e em balango. No terceiro, lidamos com uma coluna
hiperestatica, enquanto no quarto discutimos as condi¢Ges de contorno para uma barra com

mudanca abrupta da segao transversal.

Exemplo 5 Determine a carga de flambagem da barra bi-apoiada (carga de Euler).

P p definem o sentido positivo de ¢ 2 v'), obtemos a
—4 seguinte expressio da equacgao da linha elastica:
0]
OA: 7 v = |L;~&AHW — I.ﬁcﬁﬁv
ET ET
T A qual pode ser reescrita na forma
=
VIR0 =0,
em que
R A o P
ﬂ ET
w

Para k£ = const., a solugao geral dessa equacao
Fig. E5 diferencial homogénea tem a forma
v(z) = Asenkz + B cos kz,
SoLugAo  Para escrever a expressio de M(x),
ndo ¢é necessario conhecer a priori a configuracio
fletida da barra, qualquer configuragio admissivel
(compativel com as deformagoes na flexao e con-
sistente com a vinculagio da barra) permite a re-
solu¢do do problema. Admitindo a configuracio
fletida da figura e orientando o eixo v no sentido
da deformada (lembrar que os sentidos de v e

e os coeficientes A e B sao determinados por meio
das seguintes condigoes de contorno:

w0)=0 = = B=0,
v(f)=0 = Asenkl=0.

18

N

A solugdo trivial A = 0 corresponde a confi-
guragdo reta, restando para A # 0,
kl=m2n3m,...

= (n+ 1)m,

para n=20,1,...

senkfl=0 =

A série crescente de kf estd associada as car-
gas criticas Py, 4P, 9P, ...; das quais ape-
nas a primeira, denominada carga de flambagem,
tem interesse prético por estar associada a uma
configuragdo estavel (as demais estdo associa-
das a configuragdes violentamente instaveis [2]).

i w4 i

A A A

n=>0 n=1 n=2

Fig. E5-

Exemplo 6 Barra em balanco.

P P

Fig. E6

SOLUCAO

REsoLUgAO 1 Admitindo a configuragio fletida
da Fig. E6 e adotando um sistema de eixos que
acompanha a extremidade superior da barra, ob-

Para n =10,

k=7 —

m2El
p="7 (7)

Introduzindo o valor de k na equacdo da linha
eldstica, obtemos

v(z) = }wmzma.

Logo a forma fletida corresponde & metade de
uma sendide, conforme a Fig. E5-i. As ampli-
tudes de deslocamento, entretanto, s6 podem ser

obtidas por teorias de ordem superior.

temos

" M(x) P u(x)

= — = ——

ET EI

cuja solugao geral é
v(r) = Asenkz + Bcoskz.
As condigdes de contorno sio

v0)=0 = B =0,
v'(6) =0 = Ak cos kf = 0.
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N

A solugdo trivial Ak = 0 corresponde & confi-
guracdo reta, restando para Ak # 0

o 3n 5w
272727
T
=2n+1)-
(2n+ um,

ke
coskl=0 =

para n=20,1,.

n=1 n=2

Fig. E6-i

Como no exemplo anterior, apenas a primeira
carga critica tem interesse pratico. Assim, para
n =0,

2ET1
_ wm = m

kt = = a0t (8)

H
2

Introduzindo o valor de k na equacio da linha
eldstica, obtemos
T
v(z) = Asen —,
(x) 57
forma fletida que corresponde a um quarto de
sendide, conforme a Fig. E 6-i.

Os valores dos deslocamentos da extremidade li-
vre, entretanto, sé podem ser obtidos pela teoria
exata, e sdo mostrados na Fig. 14 juntamente com
diversas configuragies deformadas [6]. Note que
para valores de P ligeiramente superiores & Py o
valor de f é extremamente elevado. Assim, o es-
gotamento da capacidade portante da estrutura
ocorre para valores de P muito proximos de Fj.

Para Pg < P < 1,06Pg o valor da flecha f é
dado com boa aproximacio por

.w
f= r%iﬂ 1.

RESOLUGAO 2 Outros sistemas de eixos podem
ser empregados. Por exemplo, quando a origem
do sistema coincide com o centro de gravidade da
ST do engaste, Fig. E 6-ii, temos

M(z) = —P(3 - v(2)),

em que § é o deslocamento no topo da barra. As-
sim,
M(z)
"=_ = k25—
v T (6—v) =

' P = k2.

—t— ——

N Ps
P

Fig. E6-ii

A solucéo da equacio diferencial tem a forma
v(T) = AsenkT + BcoskT + 4.
Impondo as seguintes condi¢ées de contorno:

v(0)=0
v'(0) =0

= B =-§
= A=0,

chegamos a

v(T) = (1 — coskT).

20

-

Entretanto, & ¢ desconhecido e requer uma
condicéo de contorno adicional:

v(l)=§ =

§d—dcoskl =4,

sendo satisfeita para 6 = 0 (condigao trivial pois
corresponde & configuracio reta) e para

e

ki =(2n+1)-,

coskl{=0 == ( vm
para n=0,1,...

valores iguais aos obtidos anteriormente.

a=0 g
40°
60°
80°
100°
120°
140°
160°
176°
(b)

Fig. 14: (a) Flecha versus carga axial para a barra em balango. A curva tracejada corresponde

a aproximacao valida para Py < P < 1,06F; e

a pontilhada, & teoria de segunda ordem. (b)

Configuragoes fletidas mostrando a rotagio da extremidade [6].
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Exemplo 7 Barra engastada e articulada.

P P

il o

SoLugAo  Como a barra é hiperestética, o mo-
mento fletor M(z) deve ser expresso em funcio
da incégnita hiperestatica R, resultando

o ~ M(x) _ Puv(z) — Rx
ET EI
= k2 + W\nma.
ou N
v+ k2 = W\nma. (9)

A solugéo geral é
v(z) = Asen kx + B cos kx 4 vy(x),

em que vp(x) = byx + by. Os coeficientes by e by
sdo obtidos introduzindo-se v, na equagao dife-
rencial,

ki
P

Ehiz+b)==kz = b = w, bg = 0.

Portanto,

v(x) = Asenkx + Bcoskx + W.ﬁ

As condigoes de contorno sdo

v(0)=0 = B=0,

R

v(f) =0 = Asenkf+ WNHD.

R

v'(f) =0 = Akcoskl+ — =0,

P

ou colocando as duas tltimas equagdes na forma

matricial,

sen kf
kcos k€

tef= {0

o= Mol

A existéncia de uma solucao nao trivial requer
que o determinante da matriz seja zero,

sen kf
P

— —coskf=0, =

__m tankl = ke. (10)

£(ke) Bt

A partir do valor de kf obtido graficamente, ite-
ramos até que a solugdo de (10) convirja para
k¢ = 4,493, resultando para a carga de flamba-

gem,

_ 4493°E1 _ n*EI

P - .
i @ (0,707

(11)

k€

22

Exemplo 8 Barra com mudanca abrupta da secao transversal.

P mu_
__‘OAi ﬁN,A_ \ U1
L\ EI 21y |
+— _
2
£ 4ET
2
A
Fig. E8
SOLUQAO O desenvolvimento trigonométrico

simplifica-se muito quando dois sistemas de eixos
sa0 adotados conforme mostrado na figura.

Momentos fletores
L#&HAHHU = .TWCHA&L,

L#&mﬁﬁm,u = .ﬁ@.w?&b .

Equacdes da linha eléstica
v (1) = Ap senkyz + By cos by,

vo(xa) = Ag senkaza + Ba cos kars,
1

em que kf = L7, e k3 = ;57 (k1 = 2k2).

Condicdes de contorno (note que as rotagdes sio
medidas em sentidos opostos nos dois sistemas)

cHAOu =0= B} =0,
@wﬁov =0 = By =0,

4 ¢ k1l Jond
.Eﬁmv = .%Amv == A mmuwF = Ay sen Wu
£ ¢
.c?wv = I.cmﬁmu =
Ak nom% = Im_m\nwnom%.

Para k) # 0 e ko # 0, a divisdo da penultima
equagdo pela tltima produz

kil ki, Ryt

tan — = —— tan ——,
an— s an —
e lembrando que ki = 2k,,
kot
tan kof = —2 tan %w
2 tan k2t kot
L
1 — tan? %= 2
kol
tan® === = 2
arn 9
A primeira carga critica corresponde a
kol
— =10,9553
9 ) )
ou,
B 2ET
py = OB m ) (12)

I (0,8220)2
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2.5 Comprimentos de Flambagem

O exame das Egs. (8), (7), (11) e (12) sugere a seguinte forma geral para a carga de lambagem:

A Fig. 15 lista véarios comprimentos de flambagem para diferentes condi¢oes de contorno. E
importante notar a associagao entre os comprimentos de flambagem e as distdncias entre os
pontos de inflexéo, que muitas vezes podem ser obtidos considerando a simetria da estrutura.
P o P P

_

o= =

P P

N S

2¢

0,7¢
0,5¢

L\\ AL w\%\ = , bz 7T |LMr

Sy
2]
| |
|
by =24 £ 0,7¢ 14 0,5¢ 26
Py = TEL Bl 2B 2Bl 2Bl bl |
1= zg2 e ©.7)2 2 (0,52 ()

Fig. 15: Comprimentos e cargas de flambagem. Os apoios superiores néo resistem & forga

vertical.

Nota 1 Para vigas continuas prismaticas apoiadas nas extremidades e com tramos iguais, o
comprimento de flambagem f5 ¢ igual ao comprimento comum dos tramos (Fig. 16). Quando
os tramos sao diferentes, o comprimento £y pode ser estimado a partir da deformada da viga
e dos comprimentos listados na Fig. 15. Por exemplo, o f5 de uma viga com apenas dois
tramos deve permanecer entre o comprimento do maior tramo (viga bi-apoiada) e 70% deste
comprimento (viga engastada-articulada). Se as extremidades dessa viga forem engastadas,
£ diminui ficando entre 50% e 70% do comprimento do maior tramo. Por meio de raciocinios

semelhantes, é possivel estimar a carga de flambagem para varias estruturas reticuladas.

Nota 2 As férmulas também se aplicam no caso de pilares iguais submetidos & mesma forca

normal P, Fig. 17. Entretanto, pilares com condigoes de contorno ou forgas normais distintas

nao devem ser considerados isoladamente no estudo da estabilidade.

24

P r =056
K = A
0,5¢ [ 0,5¢ ]
k + A
Valor calculado
fn1 £ =0,518¢ = 0,863 6,
P P
|N.W| |W. %AI Valor estimado
1 o4 T 0.6¢ _ 0,76 <ty <t
F T =
[ 231
P P Valor estimado
L -
X 0,56 < by <0,TE
[ oae | 0,6¢ |

Fig. 16: Comprimentos de flambagem de vigas continuas.

|

P P P

L1

P

fy=1¢

by =20

£y =0,7¢

Fig. 17: Pilares sob uma parede com a mesma forca normal P e diferentes condigbes de

contorno.

2.6 Exemplos com Barras Rigidas
Os pilares formados por molas e barras rigidas sio, por sua simplicidade, bons exemplos para

consolidar os conceitos envolvidos no processo do equilibrio.

Exemplo 9 Determine as cargas de flambagem dos pilares da figura. Considere pequenas

rotacoes de modo que senf ~ tan@ = 6 e cos ~ 1, com # medido em radianos.
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P P
k
Nésw?mq v | c
3
3 [~] c
J \ B @
B Find [+
&
3 [~}
[

apt

(b) (c)

Fig. E9

SOLUGAO

Fig. E9-i

A configuragio deformada do pilar (a) fica
perfeitamente caracterizada pelo deslocamento &
na extremidade superior. O equilibrio de momen-
tos em relacido ao ponto A fornece

)
gmn.lwmﬂo_

portanto,
Py = 4ka.

Para o pilar (b), o equilibrio de momentos fornece

Tm\%:”o,

portanto,

ka
Py=.
=

O pilar (¢) também possui um tnico grau de li-
berdade. Repare que a mola em B é interna e
ndo afeta as reacdes de apoio. O equilibrio de
momentos em relacio a A fornece a reacio R,

9
= R=2X

—R(3a)+ fc=0, 30

Os esforgos que atuam em cada barra estio in-
dicados na figura. Observe que os sentidos dos
momentos aplicados pelas molas é contrario ao
das rotagoes. Para calcular a carga de flambagem
basta impor o equilibrio de momentos na barra

BC em relagio a B,

Em%vwm\mg\m?np = wmnwm.

Podemos verificar a resposta impondo o equilibrio
de momentos na barra AB em relacio ao né A,
]

—P(20a) - m\mmi%nénu 0, = P=-

26

Fig. E9-ii

Exemplo 10 Determine as cargas de flambagem do pilar da figura.

Considere pequenas

rotagoes de modo que senf = tanf = 6, # medido em radianos.

P

Pt Sy

Fwn s 24

A

Fig. E10

SOLUGAO Existem duas configuracbes de
equilibrio possiveis para o pilar. Contudo, in-
dependentemente da configuracio adotada, a
solucdo do problema fornece os valores das duas
cargas criticas. Assim, admitindo deslocamen-
tos 4 e 2 no mesmo sentido, configuracio
(a) na figura, e impondo as condigbes de mo-
mento fletor nulo nas se¢oes imediatamente acima
das articulagdes, obtemos o sistema de equagbes

=

Fig. E10-i

P(8) — 63) — kéja = 0,
.~Unw~ - .m:nww 2a — wn.mm a =0,

ou na forma matricial,

TﬁuMmﬂaﬁw H\M_ ﬁw@u ANW. (I
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Igualando o determinante da matriz a zero, obte-
mos a equagao caracteristica,

—(P — ka)ka+ (P — 2ka)P =0,

ou
P? — 3Pka + k*a® =0,

cuja resolucéo fornece

P= 3£ vH )ar..nu
2
ou ainda |
2,62 ka
P= A 0,382 ka.
Portanto,
Py =0,382 ka.

A mesma solugdo é obtida para deslocamentos
51 e d com sentidos opostos. Nesse caso, a im-
posigao de momentos fletores nulos nas secoes
imediatamente acima das articulagoes fornece o

sistema

.NUAMH + MMV - .@MHQ
.~UMH \WMHMQ+.WMNQ

[
o o

ou na forma matricial,

e ) {8} -{o) @
(P —2ka) ka | | &2 0f”’
cujo determinante ¢é igual ao anterior.

Falta ainda determinar a configuragéo defor-
mada correspondente & carga Pq = 0,382 ka. Uti-
lizando a primeira equagdo do sistema (I), obte-
mos

—0,618kad — 0,382kads = 0,

& = —0,618 42,

indicando que a segunda configuracio deformada,

ou

com deslocamentos em sentidos opostos, é a con-

figuracao de flambagem do pilar.

2.7 Algumas Diretrizes para o Calculo da Carga de Flambagem

O estudo das resolugoes dos exemplos permite estabelecer as seguintes diretrizes para o calculo

da carga de flambagem:

1. Indentifique todos os vinculos da estrutura e trace uma configuragao deformada satisfa-

zendo a todos eles. Uma configuracao deformada simples, ndo exageradamente afastada

da configuragao inicial, ajuda a expressar o momento fletor.

2. Calcule as reagbes de apoio na configuragdo deformada procurando entender o compor-

.

tamento da estrutura. E possivel que algumas reagdes ndo sejam usadas, mas isto é

melhor do que esquecer um esforco importante no calculo dos momentos fletores.

3. Se necessdrio, subdivida a estrutura em trechos (intervalos nos quais as propriedades da

ST e o carregamento distribuido sdo continuos), jé que o equilibrio deve ser verificado

em cada trecho.

4. Escolha o sistema (ou sistemas) de coordenadas. E usual orientar o eixo transversal y

na dire¢ao da deformada e considerar o momento positivo quando este traciona o lado

positivo de ¥, reproduzindo a convencao das vigas.

28

10.

Escreva as expressdes do momento fletor para cada trecho flexivel das barras e, logo
apos, as correspondentes equacoes diferencias de equilibrio nao deixando de especificar

os intervalos de validade.

Imponha as condigoes de contorno comecgando pelos vinculos. Depois, estabeleca a

continuidade de deslocamento e, se for o caso, de rotacio entre os trechos.

Nos trechos rigidos, as condigdes de compatibilidade entre deslocamentos das extremi-
dades podem ser impostas diretamente, mas lembre-se de verificar se 0 movimento de

corpo rigido desses trechos foi considerado nas equacoes de equilibrio.

Carregamentos mais complexos podem requerer condigbes envolvendo o momento fletor
e a forga cortante, o que pode ser obtido a partir da equagdes diferenciais de equilibrio

e da linha elastica.

O mimero de condigbes de contorno deve ser igual ao das constantes de integracio mais
o nimero de incgnitas hiperestaticas e pardmetros usados para descrever a deformada

da estrutura.

Nos problemas complexos, a resolugdo preliminar de sistemas formados por barras rigidas
e molas permite tirar conclusfes que auxiliam na resolugio dos problemas originais

envolvendo barras flexiveis.
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3 Tensao de Flambagem e Nogoes de Dimensionamento
a Flambagem

Define-se tensio de flambagem, ou tensio de Euler, como o quociente entre a carga de flam-
bagem, By = ﬂmmﬁ\amg e a area A da se¢io transversal,
Py
==, 13
o= (13)
A Eq. (13) pode ser reescrita usando as defini¢oes do raio de giragdo i da segao e do indice de

esbeltez )\ da barra,
I Ly
E A= FE (14)

i =

Assim,

&  mEL  ppp mE
ag = = 2 = 7 = ag = BV
AT e 7 A

(15)

, ,

A equagio acima ¢é vélida apenas para tenses inferiores ao limite de proporcionalidade do

material, op, pois até agora admitimos a linearidade entre tensio e deformacio (o = Ee).

o giy
L Interpolagio //
Ty {------ Oy -J ,/,
apq--- Op Hipérbole de Euler

; E Regime \
clasto-
1 € pléstico Regime eldstico linear A

\/:E

Fig. 18: Diagrama tensao-deformagao e hipérbole de Euler.

A Eq. (15) descreve a hipérbole de Euler no plano de og versus A. No grafico a direita
da Fig. 18, o pardmetro Ajn, estd associado a tensdo o, e recebe o nome de indice de esbeltes
limite. Ele demarca dois trechos com equagoes distintas: a hipérbole de Euler para A > Ajm
e uma curva de interpolagao para A < Ajm-

Para tenstes maiores que o, sio adotadas curvas de interpolagdo obtidas experimental-
mente. Nao havendo esta informacado, é usual adotarmos uma interpolagdo parabdlica na
forma N \2

oq = oy — (0y — ap)

30

em que gy € a tensao de escoamento do material. Por exemplo, para um ago com oy =
wmwz\ﬁﬁm_ op = 21 WZ\nEm e B =21x10° WZ\nEm_ temos \im = m/E /o, = 99,3 = 100,

resultando a expressio

2 kN
=24 -3 ara A< Ay — . 17
on 100 p lim em? | (17)
representada na Fig. 19.
aq
A\ 2
oa = 24— 3(35)
oy = 24 /
gp =21 op = ﬂ'%
Nim = 100 A

Fig. 19: Tensdo de flambagem em kN /cm®.

Exemplo 11 Dimensione a secio transversal da barra da figura, admitindo as seguintes pro-
priedades do material: E = 21 x 103kN/em?, g, = 24kN/cm?, o, = 21kN/cm®. Considere

um coeficiente de seguranca v = 2.

P = 500kN
_ mht
=51 ,_/[L_R
aA: A=rR? A 2
R o Indice de esheltez
£=2m
ET = const. »H@Hohaﬂ@
i & R’
L E
Fig. E11 Mim = my [ — = 99,3 = 100.
Tp
SOLUCAO e Admitindo inicialmente A > Ajim
P oa mE
e Segdo transversal [medidas em cm] o= % o com  of =5
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Logo, o Admitindo A < Ay,

yP wE _ 2x500 221 x 103 ot mﬁ»VN

L =T = oq =24 —

A A2 mR? %@M i Mim

2 x 500 280 \*
2 = T o3
LT N G
2,1 x 104
= R=37Tcm.

Verificagdo: A = §%1 = 84,6 < 100, por-

tanto a hipétese nao se verifica.

Exemplo 12 (32 prova, PEF-202, 1/12/1986) Determine o comprimento £ do pilar de modo
que se tenha um coeficiente de seguranga v = 3 em relagio a flambagem. Sio dados: E =
7 x 10® kN/em?, g, = 5 kN/cm? e 0, = 4 kN/em?. Considere uma interpolagio quadritica

entre oy, e oy no grafico de o em fungao de A.

P = 35kN i

6 cm

EI = const.

Fig. E12

SOLUGAO
e Secdo transversal
Como as condigoes de contorno sio as mes-
mas nas duas diregoes centrais, a flexao
ocorre em torno do eixo central y com o
menor momento de inércia

A=2(3 % wv =24 cm?,

3
L=1I,= h‘m Ww v = 36cm?.

o Indice de esbeltez

a2 gas,
Uy 36

24

A

[ E 3
Alim = 7T £ Hj\|qx 10 =131.4.
Tp 4

O fato de A depender do comprimento ¢ re-
quer a formulagao de hipéteses.

e Admitindo A > A (hipérbole de Euler)

o= Ll <2 onde oq = ﬁw|m
AT 5 1=
Logo,
P T E
A 7 (1,633¢)2
3x35 w7 x10°
= _

24~ (1,633¢)2
= {=7695cm.

Verificacdo: A = 1,633/ = 125,7 < Ajim,

portanto a hipdtese nao se verifica.

e Admitindo A < Mjim

A 2
on = oy — (oy — op) Agv
L A@v
A 1314

=5- 1,544 % 10742
= [ =63,6cm.
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Exemplo 13 Determine a carga admissivel P = Pa /v para o pilar da figura. Note que o apoio
no topo apenas restringe os deslocamentos na dire¢io y. Sao dados: F = 21 x 103 WZ\oEw,
oy = 24 WZ\OEM e o, = 21 WZ\OEN‘ Considere v = 3 e uma interpolagio parabdlica para

A < Mim-

P

z
A\

12cm

5cm

Fig. E13

SOLUGAO  As diferentes condigdes de contorno
em cada plano vertical central levam a compri-
mentos de flambagem e indices de esbeltez dis-
tintos.

e Plano vertical normal a z:
barra engastada-articulada, fq = 0,7£

A= 60cm?,
I,= % =125cm?,
iy = ,\% = 1,443 cm.
Portanto,
Az = % =97,0.

e Plano vertical normal a y:
barra engastada, fg = 2¢

123
I, = mxH|N = 720cm?,
iy = t_% = 3,46 cm.
Portanto,
2% 2
Ay = w%%o — 115.6.
aq
A Ay A
Fig. E13-i

A flambagem ocorrerd primeiro no plano
normal a y com A > Ajjm

wE w221 % 10% 2
ag = ﬂ = % = HW?W-HWZ\OE f

R 3
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Exemplo 14 Determine as dimensoes economicas da secao transversal retangular do pilar
abaixo. Sdo dados: E = 21 x 10*kN /em®, oy, = 24 kN /cm? e o, = 21 kN/cm®. Considere

4 =3 e uma interpolacio parabdlica para A < Ajim.

800 kN

600 cm
=
’_
v <

Y
Fig. E14

SOLUGAO Como os custos relativos ao ma-
terial e & construcido do pilar ndo foram dados,
restringimos a condi¢io econdmica & ocorréncia
simultdnea da flambagem nas duas diregdes, ou
seja
Ofly = Oflz = Ay = Az,

em que os subescritos y e z indicam os eixos cen-
trais de flexao;

L, [k
WENVAT Vi Tas
w. J\wl,\%\:l b
FENVA TV 2 T 23

|

oy 2% 600 24003

My =—= h
iy 35 h
N = lg;  0,7x600 840+/3
z = . - b - .
b 23 b

Impondo A, = A;, chegamos a b = 0,35h. Para o
dimensionamento, admitimos inicialmente que o
pilar trabalhe em regime eldstico linear,

P n2E
yo<og = AT e
ou
3x 800 w?x2lx10°
0,35h2 - Aw»oc;\wvw ’
h
logo

h=275cm b=96cm.

Finalmente, verificamos a hipétese de A > Ay,

24003
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