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Equacoes de perturbacao
Soluc&o n&o perturbada: y. =Yy, r=12,..,2n
Solugéo perturbada: y, =Yy, +5y,(t), r=12,..,2n

5y, = gr(ylO +0Y,Ys + Y, Yar +5y2n)—5yf

5Y, = f,(5Y1, Y5, Y,0)

oy =1 (3y)
3y =Ady+N(dy) com A=S; e N(dy,t)=f(dy)— Ady
0

Observacao: a solucdo néo perturbada é caracterizada por
oy =10



Estabilidade Liapunov

Dado ¢>0, existe 5(¢)>0, tal que,
se [8y(0)/<d(¢) ,entdo |3y (t)| < sparat>0

Métodos de Liapunov:

Primeiro Método (método indireto)
Segundo Metodo (método direto)



Segundo Método de Liapunov

Teorema 6 (Liapunov): Se existir uma funcao real e diferenciavel
F (8y), chamada funcéo de Liapunov, que satisfaca na
vizinhanca da origem a:

F (6y) >0, Voy

F(dy)=0<8y=0

_ oF 0(dy) oF
“a(dy) ot a(dy)

entdo a solugdo nio perturbada y°(t) é estavel.

-f(8y)<0



Segundo Método de Liapunov

Teorema 7 (Liapunov): Se existir uma funcao real e diferenciavel
F (8y) , chamada funcéo de Liapunov, que satisfaga na
vizinhanca da origem a:

F(dy)=0, Vdy
F(dy)=0<8y=0

_ oF 0(8y) oF
“o(dy) ot a(dy)

~ ~ ~ 0 s - -
entdo a solucdo ndo perturbada Y°(t) é assintoticamente
estavel.

-f(8y)<0



Segundo Método de Liapunov

Teorema 8 (Chetayev): Se existir uma funcéo real e diferenciavel
F (8y) , chamada funcéo de Liapunov, tal que:

1) F(dy)=0, Vaoy
2) F(dy)=0&8y=0
3) 3 vizinhanca da origem tal que

_ oF 0(dy) oF
“o(dy) ot a(dy)

-f(8y)>0

entdo a solucio no perturbada y°(t) é instavel.



Segundo Método de Liapunov

F (8y) é denominada funcio de Liapunov

pF(8y)




Segundo Método de Liapunov

Teorema 9 (Lagrange-Dirichlet): Para sistemas discretos
conservativos ndo giroscopicos, se a energia potencial V tiver
um minimo relativo para uma solucéo de equilibrio, entdo essa
solucdo sera estavel.

(ou seja: V_. & condicdo suficiente para estabilidade do
equilibrio)

Teorema 10 (Chetayev, Koiter, Meirovitch, Hagedorn?): Para
sistemas discretos conservativos ndo giroscopicos, se uma
solucéo de equilibrio for estavel, entdo a energia potencial V
terd um minimo relativo para essa solucéao.

(ou seja: V,;, € condicdo necessaria para estabilidade do
equilibrio)




Segundo Método de Liapunov

Teorema 9’ (extensao Lagrange-Dirichlet): Para sistemas
continuos conservativos ndo giroscopicos, se a energia potencial
tiver um minimo relativo para uma solucao de equilibrio, entédo
essa soluco sera estavel.

(ou seja: V_. & condicdo suficiente para estabilidade do
equilibrio)

Teorema 10’ (extensao Koiter?): Para sistemas continuos
conservativos ndo giroscopicos, se uma solucao de equilibrio for
estavel, entdo a energia potencial tera um minimo relativo para
essa solucao.

(ou seja: V,;, € condicdo necessaria para estabilidade do
equilibrio)




Teoria da Estabilidade Elastica

Os Teoremas 9 ¢ 10 (bem como os Teoremas 9’ ¢ 10°) constituem

a base da Teoria da Estabilidade Elastica segundo o Método
Energético: V_.. <> CNS para estabilidade

O Método do Equilibrio da Teoria da Estabilidade Elastica,
segundo o qual uma solucéo equilibrada perde a estabilidade se
existir numa sua vizinhanca uma outra configuracao equilibrada
para 0 mesmo carregamento, pode, em casos simples, ser
justificado por intermédio do Método Energético.

Nota: solucOes de equilibrio de sistemas dg}:retos conservativos
Nao giroscopicos sdo caracterizadas por = =0, i=1,2....n



Teoria da Estabilidade Elastica

Teorema 11 (Thompson): uma trajetoria (primaria) de equilibrio
inicialmente estavel “subindo” monotonicamente com o
parametro de carregamento ndo pode tornar-se instavel, sem que
Intercepte outra distinta trajetoria (secundaria) de equilibrio.

nao ha outra traj. +
de equilibrio

1

situacdo negada
pelo Teorema 11



Teoria da Estabilidade Elastica

Teorema 12 (Thompson): uma trajetoria de equilibrio inicialmente estavel
“subindo” com o parametro de carregamento nao pode aproximar-se de um
estado de equilibrio instavel, a partir do qual ocorra um salto dindmico (snap
through), sem que exista na vizinhanca desse estado uma trajetoria de
equilibrio (que pode ou ndo ser uma extensao da trajetoria original) para
valores do parametro de carregamento menores gque 0s desse estado.

oV
—=0,i=1,2...,n
00, dv
A A
* A d— = 0
snap through QO snap through
0,\ Y.
n3o ha outra traj.
<Ade equilibrio
9,

situacdo negada
pelo Teorema 12



Linearizando:

Exemplo simples

Equacdo do movimento

2
%Q+ KQ = (P+mz(‘:’)€senQ

Y=Y
yl=Q 1 2

= A A=
y= Ay tom 4 [(P+ 29)5 K] 0



Exemplo simples

Primeiro Método de Liapunov

-1 1 7
mg
=0=>A=%x|—,/| P+— |{-K
42[(P+mg)e—|<] ) \/mzz\/( 2 )
m/{ 2
Discussao:
K mg : . s : : : _
P< 7o = A=+lc = Q=0 é estavel para sistema linearizado;
nada se pode dizer do nao linear!
P>|;—ng:>/1+>0:> Q =0 e instavel
K mg s
P= 7T =>A=0(comp=2>d=1)= Q=0 e instavel para

sistema linear; nada se pode dizer do nao linear!



Exemplo simples
Método Energetico/Método do Equilibrio
V= % KQ? —K(P + ng)(l— cosQ)
Equilibrio

KQ—f(P+%)senQ=>Q=OouQ¢OeP=%(

Q

senQ

J

_m
2



Exemplo simples

Estabilidade da trajetoria primaria (0)

iy 1 1
OV = V5e0Q" + V5aqdQ + V

0 g 0 0 g
V,QQ=K (P+ 2)8 VQQQ 0; VQQQQ (P+ 2)6

4
QQQQ5Q +...

Discussao:
P K_mg V2. >0 =0 é estavel!
<€—2:>,QQ> = Q= S .
P> ?—ng =V oo <0= Q=0 ¢éinstavell
_K_mg = Voo = 0; Voo = 0; Vooo > 0;= Q=0 é estavel!

o / 2 QQQ



Exemplo simples

Estabilidade da trajetoria secundaria (*)

1 1 1
oV = o) QQ&Q +3| QQQ&Q +4VQQQQ5Q4+...
Voo =K - €(P+g)COSQ k|1-- 2 | 0xo0
2 tan Q
Discussao:

P> K_mg =V o >0=> trajetéria P = K(Q |_mg é estavel!
‘¢ 2 ’ ¢\ senQ 2




