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Equacdes de movimento de segunda ordem

Formulacdo Lagrangeana

dfor _6T+6V=Nr,r=1,2,...,ﬂ
dt\aq, ) oq, 0q,
g=h(q,0,t)

0 =, (0, 0yreerr Gy Gy G oons Gy )

Exemplo: dindmica linear para oscilador de 1GL

U=y(t)—o’u—2iu  com 7(’[):@, a):\/E, §=L

m 2M@
Exemplo: dinamica linear para sistema de n GL

U=M"[R(t)-KU-CU]



Equacdes de movimento de primeira ordem

Mudanca de variaveis:

d, = hr(q11Q2’---1qn’quzv--’qn’t)

yr = yr+n
) -

yr=qr

yr+n = qr

y=9(

\yr+n = hr (y1’ Yoreen yzn’t)

y,t)

Exemplo: dindmica linear para oscilador de 1GL

Y. =0
Y, =(

=) -

—

Vi =Y,

Y, = 7/('[)—0)2)/1—25(0)/2



Equacdes de perturbacao

Solucéo n&o perturbada: y, =Yy (t), r=12..,2n

Solucdo perturbada: =y, (t)+5y,(t), r=12,.

0

Y, =0, (Y0 +6Y0, Y5 +6Yy0s You + 60 t) =V,

5Y, = f,(5Y1,8Y,,1 Y1)
oy =f(6y,t)



Equacoes de perturbacao

Exemplo: dinamica linear para oscilador de 1GL

oY, =0Y,
oY, =_a)25y1_2§a)5y2

—

oy =f(dy,t) ou oy = Aoy

[ 0 1 }
com A= |
—w° —-2fw



Conceito de estabilidade

Uma solucdo néo perturbada Y’ (t) é estavel se
a distancia 8y (t) entre ela e as solugBes perturbadas
permanecer dentro de limites prescritos para todo o tempo e
para perturbacoes arbitrariamente definidas

—

o equilibrio:  y° = const.
solucdo nao perturbada —

movimento: y°(t)

~——

_—

cinematica: perturbacao das

tino de perturbacio — condicdes iniciais: 8y(0) =0
estrutural: perturbacéo dos parametros ou

_ do modelo matematico




Conceito de estabilidade

Uma solucdo néo perturbada Y’ (t) é estavel se
a distancia 8y (t) entre ela e as solugBes perturbadas
permanecer dentro de limites prescritos para todo o tempo e
para perturbacoes arbitrariamente definidas

local: |8y(0)| <o
global

@
®
®
E-global E-local
I-local I-global E-global I-global

tamanho da perturbacao —




Conceito de estabilidade

Uma solucdo néo perturbada Y’ (t) é estavel se
a distancia 8y (t) entre ela e as solugBes perturbadas
permanecer dentro de limites prescritos para todo o tempo e
para perturbacoes arbitrariamente definidas

. . deterministica
tipo de analise _ o
aleatoria

Exemplo: definicdo de estabilidade na media quadratica:

sy(t)| <« o =_186y(a))da)<g

lim E,
T—>0

Estabilidade x Confiabilidade x Integridade



Conceito de estabilidade

Uma solucdo néo perturbada Y’ (t) é estavel se
a distancia 8y (t) entre ela e as solugBes perturbadas
permanecer dentro de limites prescritos para todo o tempo e
para perturbacoes arbitrariamente definidas

—

. N assintotica
tendéncia da solucao perturbada—

nao assintotica

~——

5,‘ .2 (5 _) '2




Conceito de estabilidade

Uma solucdo néo perturbada Y’ (t) é estavel se
a distancia 8y (t) entre ela e as solugBes perturbadas
permanecer dentro de limites prescritos para todo o tempo e
para perturbacoes arbitrariamente definidas
_ _ cinética
regido admissivel para solucdo perturbada —

geometrica

g oy (f)

y'(2)

L Y1




Definicoes de estabilidade

Liapunov
estabilidade do equilibrio/movimento de sistemas autbnomos,
local, deterministica, ndo necessariamente assintotica,
cinética, com perturbacao das condicdes inicialis.

Poincaré
estabilidade do movimento, local, deterministica, ndo necessariamente
assintotica, geométrica, com perturbacao das condicdes Iniciais.

Caso Particular: estabilidade orbital de movimentos periddicos

Estrutural
estabilidade do movimento, local, deterministica, assintotica,
com perturbacao dos parametros ou do modelo matematico.

Caso Particular: estabilidade parameétrica; estabilidade de Mathieu



Estabilidade Liapunov
8y = £ (dy)
Seja de equilibrio a solucdo ndo perturbada oy, =0

8y = Ady + N(dy)

f
com A= 6_ = const.
0

e N(dy)=f(3y)— Ady



Estabilidade Liapunov

Dado ¢>0, existe 5(¢)>0, tal que,
se [0y(0)|<5(¢) ,entdo [dy(t)|< & parat>0

Meétodos de Liapunov:

Primeiro Método (método indireto)
Segundo Metodo (método direto)



Primeiro Método de Liapunov

Equacéo de perturbacéo para analise da
estabilidade do equilibrio da solucéo trivial oy =0

oy = f(ﬁy) = Aoy + N(ﬁy)

com A=2I/ e N(3y,t)=F(dy,t)— Ady
0

Considere-se o problema linearizado associado

oy = Ady
Solucao geral

By = 8y,e”



Primeiro Método de Liapunov

(A—A4l1)dy, =0
Para solucdes nao triviais, deve-se impor:

A-1|=0
Trata-se do problema classico de autovalores da matriz A

Recai-se na equacao caracteristica de grau 2n,
sendo n o numero de graus de liberdade:

b A"+ A" +..4+b, A+b, =0

No caso geral, existem 2n raizes complexas:
A=a +13, o eR p elR



Primeiro Método de Liapunov

Teorema 1 (Liapunov): Se R, <0 Vk=12...2n= 8y =0 é L-estavel

Teorema 2 (Liapunov): Se 3R, >0 =98y =0 e L-instavel

Defini¢cdo: comportamento L-critico
R <0 Vvk=12.2n v IR =0

Teorema 3 (Leipholz): No caso critico, se a multiplicidade p,

dos autovalores com parte real nula ( R, = O) for igual ao decréscimo
do posto d, da matrizA— A4 1, entdo §y = 0 é L-estavel para o sistema
linear. Se p, >d, entdo dy =0 é L-instavel para o sistema linear.



Primeiro Método de Liapunov

Teorema 4 (Routh-Hurwitz): Se todos 0s menores diagonais da matriz
B forem positivos, entdo 8y =0 e L-estavel assintoticamente e
reciprocamente

b bb 0 0 0 0 .. O
b, b, b, b, 0 0 .. O
0
B= - - - - - s - - br>2n=0 e br<0=0

0 00 0 0wb, b b,

n




Primeiro Método de Liapunov

Teorema 5 (Liapunov): Se nao se tratar de caso L-critico, entdo
as conclusoOes sobre a estabilidade (instabilidade) da solucao
oy = 0 do sistema linearizado 0y = Aoy podem ser estendidas
ao ndo linear 38y = Ady + N(dy)

Teoria dos Sistemas Dinamicos

Teorema 5’ (Hartman-Grobman): Se a singularidade for

hiperbolica, entdo o sistema linearizadody = Ady é topologicamente
equivalente ao sistema ndo linear §y = Ady +N(8y) nas suas
vizinhancas, isto €, entre os fluxos no espaco de fase dos dois
sistemas ha um difeomorfismo (transformacéo continua, com
derivada continua)



Exemplo: oscilador linear de 1GL

Analise da estabilidade do equilibrio da solucdo 6y =0 de oy = Aoy

V=0, com A [O L }

5Y2 = —0)25)/1 — 25&)5)/2 . _250)
2 O 1
Generalizando:  2°“ P @ ¢ A [ }
beR ceR —¢ -b
—b+/b?-
equacdo caracteristica: A°+bl+c=0 mp A= b+ 2b 4c

oscilador com amortecimento subcritico 0<&é<le w>0

A=—(otiof1-E =-Lfotinyg



Exemplo: oscilador linear de 1GL

Seja oy = B ox tal que oy = Aoy — ox = Cox
com C em uma das formas canonicas de Jordan

Nota: B deve sertal que BC=AB ou C=B"AB

Caso (a): L eR, L eR A4 #4 > C=[21 O]
b°’—4c>0 0 4

Caso(b): A =4=14eR—> (:=[/1 O} ou C=[/I
b°—4c=0

Caso (c): L=A=a+ifeC L=A=a-ifeC— C=[
b*—4c<0



Exemplo: oscilador linear de 1GL

5, Caso () ox,
Y Ox = ox’e™
> d(5xz)_(/1z)(5x§)e(ﬂz—mt
ox = 0
1 d(sx) (A4 J)\6x
A, <A <0
ox, ox, 5x,
VY VY V¥V V¥ JVL : :
L <1 . < >
AANANAN A 0% W A F ox, < >



Exemplo: oscilador linear de 1GL

Caso (b1)
0t d(5xg) (5X3J
OX =OX =
T T a(n) o
Caso (b2)
/12 = 11 < 0 5x1=(§xf +t5x§)e” OX, = Ox,e" 0< ﬂ‘z = ﬂl
d(5x%,) 5X B 1
d(6%) sy ( 1) 0o oX ( 1)
} OX + t+/1 OX, 5x§+ t+ﬁ _
\5 ! ox, -
ox, :: i ox,
€ ox, "
—1— _—
O< A4, =4




Exemplo: oscilador linear de 1GL

Caso (c)

1—-1 1+i

a+ip 0 . N L, 1+i 1-i
6X=[ _ :|6x Seja a nova transformacao de variaveis dv= ox

0 a—1p

1+i 1-i 1+i 1-i||a+ip 0 1+i 1-i
ov=|_ . |ox=] . : : : :
1-1 1+1 1-1 1+1 0 a+if|[1-1 1+1

Definicao do vetor v = dv, +iov, no plano de Argand

ov=(a+iB)dv=dv=23av,ee”

ov = |:a _IB:|5V
p «

o 1".' A ﬁ'l" n{.l o

gt

~ vetor girante
— g
& 7

ov,
_A/

AR




Exemplo: oscilador linear de 1GL
Sintese (Thompson)

NODE

\
L ’//N\
R SADDLE-POINT

SADOLE -FOINT




Trajetorias de fase de sistemas autonomos de 1GL

Singularidade (ponto de equilibrio) y® =const. ou oy=10
Ponto regular é todo aquele que ndo é uma singularidade

Teorema de Cauchy-Lipschitz: por um ponto regular passa uma unica trajetoria de fase

Equacéo de perturbacao:

. 5y1=5y2 d(5y2) 1:(53/1’53/2)
oy=f(oy)= = =
y=1(dy) {53’/2: f(8y.,6y,) ~ d(5y,) 3Y,

d(dy,) 0
d(sy,) O

« Emuma singularidade é possivel + de 1 trajetéria de fase, pois

« Emum ponto regular com 6y, =0 e f (5yl, 5y2) # 0 atrajetdria de fase cruza o
eixo oy, =0 perpendicularmente, pois
d(5y,) _ T(6¥,9%,) _,
d(5y,) 0




Sistemas conservativos de 1GL

Equacdo do movimento (oscilador de 1GL):
U+g(u)=0=udu+g(u)du=0=uudt+g(u)du=0

2 u
Integrando: uZ +Ig(77)d77 = E =const.
0

en.mecanica

J/

en.cinética N
en. potencial

u LV R
seja:  G(u)=[g(n)dn=>u=22[E-G(u)]=>T=2 |

{0 V2[E-G(u)]

-
periodo do movimento

E,G(H) A ,




