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Não é permitido o uso de calculadoras ou qualquer outro dispositivo eletrônico durante a prova! 

 

1a Questão (3,0 pontos): 

 

Um tubo de raio ܴ  é construído a partir de uma chapa de 
aço longa e fina, de espessura ݐ ≪ ܴ, enrolando-se a 
chapa de aço em torno de um mandril e soldando-se ao 
longo das bordas da chapa para fazer uma junção 
helicoidal, conforme a figura. A solda helicoidal faz um 
ângulo ߙ com o eixo longitudinal e é feita com um 
material dúctil, com tensão de escoamento ߪ௬. 
Determinar a faixa de valores de ߙ para que o fator de 
segurança na solda seja no mínimo igual a ܵܨ, quando o 
eixo está submetido a um momento de torção ܶ. 
Dados: ߨ = ݐ ,3 = 1݉݉, ܴ = ܵܨ ,4ܿ݉ = 2, 
 ܶ = ௬ߪ ,݉ܰ݇ 2,4 =  ܽܲܯ500

2a Questão (3,5 pontos): 

O pórtico ilustrado na figura ao lado é formado por 
barras de mesma rigidez flexional EI. Desprezando a 
contribuição das forças normais e das forças 
cortantes no cálculo da energia complementar total 
do pórtico e considerando o carregamento indicado, 
pede-se: 
a) Determinar o diagrama de momentos fletores; 
b) Determinar o deslocamento horizontal em B; 
c) Determinar a rotação em C.  

3a Questão (3,5 pontos): 

A barra indicada na figura é composta de duas partes: o trecho AB é deformável, possui comprimento ܮ e 
rigidez flexional EI, enquanto o trecho BC é indeformável (rígido) e possui comprimento ܮߟ, sendo ߟ um 
adimensional. Sobre a extremidade A da barra atua uma força de compressão de magnitude P. Pede-se: 
a) Determinar a equação característica que permite determinar as cargas críticas de flambagem, 

considerando que a flambagem do trecho AB ocorra no regime elástico-linear (deixe claro todo o 
procedimento de cálculo na obtenção da equação característica); 

b) Para o caso particular em que 0 = ߟ, determine as cargas críticas de flambagem a partir da equação 
característica obtida anteriormente e comente os resultados obtidos; 

c) Para o caso particular em que 2 = ߟ, encontre uma estimativa para a menor carga crítica de flambagem, e 
justifique sua estimativa de forma apropriada. 
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Resolução 

1a Questão: 

A máxima tensão de cisalhamento ߬ devida ao momento de torção ܶ ocorre na superfície externa 

do eixo. Então 

 ߬ =
்ோ

ூು
  

Como ݐ ≪ ܴ, então 

௉ܫ  =  ଷܴݐߨ2

e, portanto, 

 ߬ =
்

ଶగ௧ோమ =  (1,0) ܽܲܯ250

O estado de tensão em um ponto da superfície externa do eixo pode ser representado pela matriz 

 ሾܶሿ = ൥
0 ߬ 0
߬ 0 0
0 0 0

൩  

Se ଓԦ for um versor paralelo à linha central do eixo e ଔԦ , o versor ortogonal à solda é dado por: 

 ሬ݊Ԧ = senߙଓԦ + cosߙଔԦ 

Então o vetor tensão em um ponto da solda é 

Ԧ௪ߩ   = ߬(cosߙଓԦ + senߙଔԦ)  

A tensão normal será: 

௪ߪ  = Ԧ௪ߩ ∙ ሬ݊Ԧ = 2߬ senߙ cosߙ = ߬ sen2ߙ 

a tensão tangencial será dada por: 

 ߬௪ = ±ඥߩ௪
ଶ − ௪ߪ

ଶ = ±߬cos2(1,0) ߙ 

Supondo que a falha ocorra por cisalhamento na direção da solda: 

 |߬௪| ≤
ఙ೤

ଶிௌ
 

e, portanto, 

 |cos2ߙ| ≤
ఙ೤

ଶிௌఛ
=

ଵ

ଶ
⇒ 60° ≤ ߙ2 ≤ 120° ⇒ 30° ≤ ߙ ≤ 60° (1,0) 

(Outros critérios de falha poderiam ser adotados, como, por exemplo, máxima tensão de tração na 

solda) 

 

 

  



 

2a Questão: 

a) O diagrama de momentos fletores fica dado por: 

 
b) O deslocamento horizontal em B vale:  

ு,஻ߜ =
ଷܮ7ܲ

ܫܧ96
 

c) A rotação em C vale: 

஼ߠ =
ଶܮܲ

ܫܧ32
 

 

3a Questão: 

a) A equação característica fica dada por:  

(ܮ݇)݊݁ݏ + (ܮ݇)ߟ cos(݇ܮ) = 0 

Ou, de forma equivalente:  

(ܮ݇)݊ܽݐ + (ܮ݇)ߟ = 0 

Onde: 

݇ଶ =
ܲ
ܫܧ

 

b) Para 0 = ߟ, a equação característica fica:  

(ܮ݇)݊݁ݏ = 0 

Ou seja: 

ܮ݇ = ݊    ⇔     ݇ଶ =
ܲ
ܫܧ

=
݊ଶߨଶ

ଶܮ    ⇔     ௖ܲ௥ =
݊ଶߨଶܫܧ

ଶܮ  

O que reproduz, como esperado, as cargas críticas de flambagem de uma viga biapoiada, de 

comprimento L e com rigidez flexional EI constante. 

 

c) Para o caso em que 2 = ߟ, a equação característica fica: 

(ܮ݇)݊ܽݐ =  (ܮ݇)2−

ܮ3ܲ
16

 

ܮ5ܲ
16

ܮ5ܲ 
16

 

ܮ3ܲ
16

 

1,5 pto 

1,0 pto 
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1,5 pto 

1,0 pto 



Um simples esboço das funções ݂(ߚ) = tan (ߚ)   e   ݃(ߚ) = ߚ com ,ߚ2− =  como indicado ,ܮ݇

abaixo, nos permite obter estimativas para as cargas críticas de flambagem: os pontos assinalados 

na figura mostram as duas primeiras cargas críticas. 

 

Como uma estimativa a favor da segurança, podemos considerar para a 1ª carga crítica a seguinte 

aproximação: 

ߚ = ܮ݇ ≅
ߨ
2

 

O que leva a: 

݇ଶ =
ܲ
ܫܧ

≅
ଶߨ

ଶܮ4    ⇔      ௖ܲ௥ ≅
ܫܧଶߨ
ଶܮ4  

 

Veja ainda pelo gráfico acima que, a medida em que reduzimos o valor do coeficiente da função 

linear ݃(ߚ) =  a primeira raiz da equação ,(ߟ ou seja, a medida em que reduzimos o valor de) ߚߟ−

característica se aproxima cada vez mais do valor encontrado no item (b) anterior, ou seja: 

Para ߟ → 0, temos: 

௖ܲ௥,ଵ →
ܫܧଶߨ

ଶܮ  

 

 

1,0 pto 


