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Classificação dos modelos

Variabilidade Determinísticos Estocásticos
Tempo Contínuos Discretos
Espaço Espaciais Não espaciais
Estrutura populacional Homogênea Heterogênea
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Taxas de variação, derivadas e equações diferenciais

Suponha que t0 representa um tempo inicial, t0 + t = t1,
t0 + 2t = t2, e assim por diante.

Se a função N(t) representa o tamanho populacional N no
tempo t e ∆t representa a distância entre dois tempos
sequencias:

TV =
N(t + ∆t)− N(t)

∆t

Quando ∆t é infinitessimalmente pequeno (dt):

TV =
N(t + dt)− N(t)

dt
=

dN
dt

= N ′(t)
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Taxas de variação, derivadas e equações diferenciais

dN
dt

= 0: a população não muda.
dN
dt

> 0: a população aumenta.
dN
dt

< 0: a população diminui.
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Força de infecção (λ)

λ determina a taxa à que são produzidos novos infectados.

λ depende do β e da quantidade de infectados.
A quantidade de infectados pode ser expressada em
termos da densidade ou da fração de indivíduos
infectados.
A expressão dessa quantidade como uma fração
pressupõe que o número absoluto de indivíduos não
influencia a dinâmica da doença, o qual é compatível com
uma estrutura heterogênea de contatos (rede de contatos
sociais, rede de movimentações de animais).



Introdução SIR SIR estocástico SIR em redes SIS

Força de infecção (λ)

λ determina a taxa à que são produzidos novos infectados.
λ depende do β e da quantidade de infectados.

A quantidade de infectados pode ser expressada em
termos da densidade ou da fração de indivíduos
infectados.
A expressão dessa quantidade como uma fração
pressupõe que o número absoluto de indivíduos não
influencia a dinâmica da doença, o qual é compatível com
uma estrutura heterogênea de contatos (rede de contatos
sociais, rede de movimentações de animais).



Introdução SIR SIR estocástico SIR em redes SIS

Força de infecção (λ)

λ determina a taxa à que são produzidos novos infectados.
λ depende do β e da quantidade de infectados.
A quantidade de infectados pode ser expressada em
termos da densidade ou da fração de indivíduos
infectados.

A expressão dessa quantidade como uma fração
pressupõe que o número absoluto de indivíduos não
influencia a dinâmica da doença, o qual é compatível com
uma estrutura heterogênea de contatos (rede de contatos
sociais, rede de movimentações de animais).



Introdução SIR SIR estocástico SIR em redes SIS

Força de infecção (λ)

λ determina a taxa à que são produzidos novos infectados.
λ depende do β e da quantidade de infectados.
A quantidade de infectados pode ser expressada em
termos da densidade ou da fração de indivíduos
infectados.
A expressão dessa quantidade como uma fração
pressupõe que o número absoluto de indivíduos não
influencia a dinâmica da doença, o qual é compatível com
uma estrutura heterogênea de contatos (rede de contatos
sociais, rede de movimentações de animais).



Introdução SIR SIR estocástico SIR em redes SIS

Força de infecção (λ)

X = total de suscetíveis.

Y = total de infectados.
N = tamanho populacional.

S = X/N
I = Y/N

λλλ frequência dependente (ação de massas):

λ = βI

Taxa de produção de novos infectados: I = λS

λλλ densidade dependente (pseudo ação de massas):

λ = βY

Taxa de produção de novos infectados:Y = λX
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Razão de reprodução básica

Keeling & col., 2003
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γ
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β
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β
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Razão de reprodução básica (R0)

Número médio de casos secundários originados de um caso
primário médio, em uma população inteiramente suscetível.

R0 > 1 =⇒ espalhamento da doença; S(0) = 1

S >
1

R0
=⇒ espalhamento da doença
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Razão de reprodução básica

Doença Hosp. R̂0 Referência
FIV Gatos 1.1 - 1.5 Simth (2001)
Raiva Cães 2.44 Kitala (2002)

1.18 - 1.24 Fitzpatrick (2012)
Tubercculose Bovinos 2.6 Goochild et al. (2001)
Febre aftosa Bovinos 3.5 - 4.5 Ferguson et al. (2001)
Sarampo Humanos 16 - 18 Anderson et al. (1982)
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Esgotamento epidêmico

Quando uma epidemia se extingue, é pela diminuição dos
infectados, não pela falta de suscetíveis.

dS
dt

= −βSI

dR
dt

= γI

dS
dR

=
−βS
γ

= −R0S

S(t) = S(0)e−R(t)R0

O termo S(t) é sempre positivo. Em outras palavras, sempre
haverá suscetíveis na população.
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Dinâmica SIR (β = 1.428; γ = 0.1428)
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SIR com demografia

S

I

R

−βI

−γ

α −µ

−µ

−µ



Introdução SIR SIR estocástico SIR em redes SIS

SIR com demografia

S

I

R

−βI

−γ

α

−µ

−µ

−µ



Introdução SIR SIR estocástico SIR em redes SIS

SIR com demografia

S

I

R

−βI

−γ

α −µ

−µ

−µ



Introdução SIR SIR estocástico SIR em redes SIS

SIR com demografia

S

I

R

−βI

−γ

α −µ

−µ

−µ



Introdução SIR SIR estocástico SIR em redes SIS

SIR com demografia

S

I

R

−βI

−γ

α −µ

−µ

−µ



Introdução SIR SIR estocástico SIR em redes SIS

SIR com demografia

S

I

R

−βI

−γ

α −µ

−µ

−µ

dS
dt

= α− βSI − µS

dI
dt

= βSI − γI − µI

dR
dt

= γI − µR



Introdução SIR SIR estocástico SIR em redes SIS

SIR com demografia
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SIR com demografia
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Dinâmica SIR (β = 1.428; γ = 0.1428; µ = 0.001,0.1)
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Métodos de controle

Método Efeito
Vacinação ⇓ Suscetíveis (S < γ/β)

Quarentena ⇓ Infectados misturando-se na população
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Vacinação

Em uma população fechada, uma doença infecciosa com um
dado R0 só se espalha se a fração de suscetíveis é maior do
que 1/R0.

A vacinação pode ser usada para reduzir a proporção de
suscetíveis abaixo de 1/R0 e portanto, para erradicar a doença.
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Proporção crítica de vacinação

S∗: S em equilíbrio.

R = S∗R0

R: razão de reprodução efetiva.

No equilíbrio endêmico:

R = 1⇒ S∗ =
1

R0

V: proporção de vacinados.

No máximo, S∗ = 1− V

R = (1− V )R0

Controle da transmissão:

R = (1− V )R0 < 1
⇓

V > 1− 1
R0

Vc = 1− 1
R0
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Estocasticidade

Os modelos vistos até agora, são determinísticos.

Uma vez instanciados os parâmetros e as condições
iniciais, os resultados sempre serão os mesmos.
Entretanto, os fenômenos biológicos apresentam
variabilidade.
Nos modelos estocásticos, os parâmetros seguem
distribuições probabilísticas e sua a variabilidade se
propaga no tempo.
Os modelos estocásticos são mais realistas.
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Algoritmo de simulação estocástica

Existem várias formas de incorporar estocasticidade.

Uma delas é o algoritmo de simulação estocástica de
Gillespe.
Trata-se de um procedimento para construir percursos
simulados de populações finitas em tempo continuo.
No procedimento há reações instantâneas que mudam o
número de indivíduos em pelo menos um dos
compartimentos (S, I, R).
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dt
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Reações:

R1: S + I
β−→ 2I

R2: I
γ−→ R

Matrix de mudança
de estado:

Funções de
propensão:
Pr(R1) = a1(βSI)

Pr(R2) = a2(γI)
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λ: probabilidade de transmissão entre um único vértice
infectado e outro suscetível.
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λ: probabilidade de transmissão entre um único vértice
infectado e outro suscetível.

V = IA

Probabilidade de infecção do vértice i :

pi = 1− (1− λ)Vi
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Dinâmica SIR em uma rede
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Dinâmica SIR em uma rede (I0: 0.001, λ: 0.7, TI:
15(t) - 20(t))
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Dinâmica SIR com controle aleatório (I0: 0.001, λ: 0.7,
TI: 15(t) - 20(t), C: 0.2)
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Dinâmica SIR com controle direcionado (I0: 0.001, λ:
0.7, TI: 15(t) - 20(t), k : 0.01)
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SIS determinístico em tempo contínuo
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Dinâmica SIS (β = 1.428; γ = 0.1428)
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