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1. Definicoes
basicas
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

definicao - lamina

e |amina @ uma camada de fibras unidirecionais
ou tecidas embebidas em uma matriz

* 0S eixos principais do material sao:
1. direcao longitudinal a fibra
2. direcao transversal a fibra no plano da
lamina
3. direcao perpendicular ao plano da
lamina
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

sistema de eixos principais de uma lamina

34 (perpendicular 2 (transversal,
ao plano) / no plano)

(longitudinal)
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

orientacao de uma lamina

0 angulo de laminacao de

angulo do eixo x do sistema de coordenadas
usado ate a direcao da fibra (ou longitudinal

da lamina)

0 €eIX0 z do sistema de coordenadas deve ser

sempre normal ao plano c

uma lamina é o

alamina

nende do sistema

0 angulo de laminacao de

de coordenadas escolhido
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

orientacao de uma lamina
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

orientacao de uma lamina

*no caso de lamina de tecido, ha fibras em
duas direcOes ortogonais: a direcao do
urdume e a direcao da trama

enesse caso, o0 angulo de laminacao da lamina
€ 0 angulo do eixo x do sistema de
coordenadas usado até a direcao do urdume
(ou trama, conforme convencionado)
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

orientacao de uma lamina

equando se acrescenta 180° no angulo de
laminacao, obtém-se a mesma direcao das
fibras

exemplo: 6,=-90°e 6,=90° representam os
mesmo angulo de laminacao

ea orientacao da lamina depende do sistema
de referéncia
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

definicao - compositos laminados

um laminado é constituido por duas ou mais
laminas empilhadas em orientacoes
arbitrarias

um laminado pode ser constituido de laminas
de materiais diferentes; nesse caso 0O
laminado é chamado laminado hibrido
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

angulos de laminacao - exemplo
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricao de um laminado - notacao

um laminado é descrito pelas caracteristicas
de cada lamina que o compoe

e0S dados necessarios de cada lamina sao:

» material
» espessura

» angulo de laminacao
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricdo de um laminado - notacao

ese todas as camadas forem de mesma
espessura e mesmo material, o laminado
pode ser descrito pelos angulos de laminacao
ordenados do fundo do laminado para o topo

eexemplo: [90/+45/-45/0 ]+

*0 subscrito “T” (de total) em geral é usado

para indicar que todo o laminado esta sendo
descrito
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricao de um laminado - notacao
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricdo de um laminado - notacao

Um subscrito “S” pode ser usado para indicar
gue um laminado é simeétrico; nesse caso,
apenas metade das camadas precisam ser
Indicadas:

eexemplo:
0/+45/-45] = [0/+45/-45 [-45 [+45/0]
0/£45]¢ = [0/+45/-45 /-45 [+45/0]+
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricdo de um laminado - notacao

euUma sobre-barra pode ser usada para indicar
a camada do meio de um laminado simeétrico
com um numero impar de camadas:

eexemplo:
0/90], = [0/90/0]+
#45/0], = [+45/-45/0/-45 [+45];
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricao de um laminado - notacao

equando camadas repetidas aparecem, um sub-
escrito com o numero de repeticdoes pode ser
usado:

eexemplo:
0,/+45/-45/0,]. = [0/0/+45/-45 /0/0/0/0/-45 /+45/0/0]+
£ 30],, = [30/-30/+30/-30/-30/+30/-30/30]+
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricdo de um laminado - notacao

eparénteses podem ser usados para agrupar um
conjunto de camadas:

eexemplo:
0/(90/0),]. = [0/90/0/90/0/0/90/0/90/0]+
0/(£15),/0]; = [0/£15/£15/0]+ = [0/+15/-15/+15/-15/0];
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricdo de um laminado - notacao

eSe as camadas nao forem de mesma
espessura e mesmo material, entao o angulo
de laminacao deve vir acompanhado dessas
Informacoes

eum cOdigo em sub-escrito ou super-escrito
pode ser usado para indicar o material

«exemplo: [ 0X,/(0/90)%/#45%];

onde: C = carbono/epoxi, K = kevlar/epoxi
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricdo de um laminado - notacao

eem geral, a espessura nominal da camada é
Indicada pelo proprio codigo que indica o
material

*nesse caso, basta indicar o material sendo
desnecessario especificar a espessura

exemplo: uma fita unidirecional de carbono/
epoxi de um dado fabricante tem uma
espessura nominal de 0,16 mm
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricdo de um laminado - notacao

ea orientacao de camadas de tecido pode ser
Indicada pela direcao do urdume ou pelas duas
direcdoes quando os angulos forem 0/90 ou #45

eexemplos:
[0€T,/(0,90)¢F]c = [0¢T/0¢T/(0,90)“F]«
[0%T/(£45)~F]s = [0°T/(£45)"]5
onde: CT =tape de carbono/epodxi,
CF =tecido de carbono/epoxi
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricdo de um laminado - notacao

edeve-se notar qgue um mesmo laminado pode
ter duas representacoes diferentes

exemplo: os laminados [ +45/-45], e [-45/+45],
fisicamente sao o0 mesmo laminado; a
diferenca € apenas a direcéao do eixo z.
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricdo de um laminado - notacao

equando se soma um angulo #em todas as
camadas, obtém-se o mesmo laminado
descrito em um outro sistema de referéncia

eexemplo:
[0/+15/-15]¢ = [0+60/+15+60/-15+60] = [60/+75/45].
[+45/-45] = [+45-45/-45-45] = [0/-90]5 =[0/90]

0S laminados acima sao iguais fisicamente; a
unica diferenca € o sistema de referéncia
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2. Tensoes e
deformacoes
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2.1 Mudanca de
coordenadas
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CONCEITOS BASICOS

tensor de tensdes — notacao compacta

0S componentes de tensdes pode ser
representado como uma matriz coluna:

(~ ) r N

GXX G]_
O ny Oy, o, o
o=lo, o, o| mE =017
B Oy, O-yz O, i o,, o
%] (%6
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CONCEITOS BASICOS

tensor de tensoes — cisalhamento

0S componentes de cisalhamento sao
frequentemente indicados pela letra 7; assim
0S componentes de cisalhamento sao
Indicados por:

Oy =Tyy
GXZ — TXZ
c,=Ty,
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CONCEITOS BASICOS

tensor de tensdes —tensao plana

enum estado de tensao plana os compo-
nentes de tensao normais ao plano xy sao

nulos (z,=%,= 0,,=0)

*0 estado de tenséao plana é tipico de placas
finas

*0S componentes de tensao nao nulos sao:
Oy Oy € T, (IS0 €, 07, 0, € o)
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CONCEITOS BASICOS

tensor de tensdes — mudanca de coordenadas

earepresentacao do tensor de tensdes muda
guando se muda o sistema de referéncia

* o; representa a tensao naface 1 ao longo da
direcao |

equando o sistema de referéncia € mudado, as
direcOoes mudam e os componentes de tensao
consequentemente mudam
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CONCEITOS BASICOS

tensor de tensdes — mudanca de coordenadas

*as relacoes de mudanca de coordenada do
tensor de tensdes sao obtidas atraveées de
relacoes de equilibrio de um elemento
Infinitesimal de volume

epara compositos laminados, considera-se
sempre o eixo z normal a placa; assim, sO é de
Interesse calcular mudancas de coordenadas
para uma rotacao & em torno do eixo z
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CONCEITOS BASICOS

tensor de tensdes — mudanca de coordenadas

L, L .
! y
0 / N
I s
] /7 ’f’
I// f”’ H
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CONCEITOS BASICOS

tensor de tensdes — mudanca de coordenadas

a relacao para mudanca de coordenadas em
torno do eixo z é:

0w] [ M n? 0 0 0 2mn |[on) onde
Ty n m 0 0 0 -2mn ||o,

Jow| [0 0 10 0 0 |og m = cos(0)
Ty 0 0 0m -n 0 |7, n =sin(0)
Ty, 0 0O 0 n m 0 Ty

Toy] |-mn mn 0 0 0 m’-n®||7|
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CONCEITOS BASICOS

tensor de tensdes — mudanca de coordenadas

matriz de mudanca de coordenadas [T] satisfaz
a relacao:

T©)]" =[T(-06)]

0 sistema de referéncia x'y'z" é obtido por uma
rotacado dem torno de z,logo o sistema xyz e
obtido por uma rotacéo —fem torno de z":
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CONCEITOS BASICOS

tensor de tensdes — mudanca de coordenadas

a matriz de mudanca de coordenadas [T]
depende apenas da orientacao relativa dos
sistemas de referéncia

eem geral, adirecado x indica a direcao das
fiboras em uma camada
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CONCEITOS BASICOS

a relacao para mudanca de coordenadas em
torno do eixo z para placas finas é:

") =[T"](e")

. [m* n> 2mn |[c,)
2 : > m = cos(0)
10, = N° m -2mn |yo, ¢ onde .
. n =sin(@)
Ty | [-MN mn m'-n*||7
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CONCEITOS BASICOS

deformacO0es — notacao compacta

as deformacoes podem ser representado como
uma matriz coluna com 6 componentes

- 2 C)

gxx 81

Ex Vo Tx ‘ZW %2
=Py Ew Tx ﬂ{g}:%?”j?
_7/XZ 7/yZ gZZ B 7/)(2 7/5
T Vs
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CONCEITOS BASICOS

tensor de deformacoes

as deformacoes de cisalhamento de

engenharia sao o dobro das deformacoes
tensoriais de cisalhamento:

ou ou ov .
Exx = Vi = 2‘9xy = + onde:
OX 5)/ OX | | u = deslocamento ao longo de X
s = @ y. = 2o GU @W v = deslocamento ao longo dey
yy XZ XZ
5}’ g\zl g\i(v w = deslocamento ao longo de z
_W\ly,, =2¢, =
b = 57 52 oy
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CONCEITOS BASICOS

tensor de deformacoes

significado fisico da )
deformacéo de “

cisalhamento de B A

engenharia P
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CONCEITOS BASICOS

deformacdoes — mudanca de coordenadas

earepresentacao do tensor de deformacoes
muda quando se muda o sistema de
referéncia

equando o sistema de referéncia € mudado, as
direcOes mudam e os componentes de
deformacao conseguentemente mudam
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CONCEITOS BASICOS

deformacdoes — mudanca de coordenadas

*as relacoes de mudanca de coordenada do
tensor de deformacdes sao obtidas atraves de
relac0es geometricas de um elemento
Infinitesimal de volume

epara compaositos laminados, considera-se
sempre o eixo z normal a placa; assim, so é
de interesse calcular mudancas de

coordenadas para uma rotacao # em torno do
elxo z
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CONCEITOS BASICOS

deformacdoes — mudanca de coordenadas
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CONCEITOS BASICOS

deformacdoes — mudanca de coordenadas

a relacao para mudanca de coordenadas em
torno do eixo ztem a mesma forma que a
relacao para tensoes:

(& | [m2 n» 00 0o 2mn | & | ONde

Eyy n m> 0 0 0 -2mn || &, m = cos(6)
J & || 0 0 10 0 0 ||eé | _

Vyr |2 0 0 Om -n O Yyl 2 n =sin(o)
Ver 12 0 0 0 n m 0 Vo l2

ey l2) |-mn mn 0 0 0 m*-n®||7y/2]
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CONCEITOS BASICOS

deformacdoes — mudanca de coordenadas

a matriz de mudanca de coordenadas [T]
depende apenas da orientacao relativa dos
sistemas de referéncia

eem geral, adirecado x indica a direcao das
fibras em uma camada

Jun/2017 Materiais Compaositos - Analise
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CONCEITOS BASICOS

a relacao para mudanca de coordenadas em
torno do eixo z para placas finas é:

RETS

e. | [m n* 2mn | ¢ |
" : ) " m = cos(0)
En (= N m -2mn |3 Ey onde _
L n =sin(@)
Ve 12 |-mMn mn m°-n"|\y /2

Jun/2017 Materiais Compositos - Analise
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CONCEITOS BASICOS

portanto:
[ 1 [ 2 2 1(
&, m n mn ||&,
1€, = N m*  -mn |<&,
T ) [72Mmn o 2mn m*-n® ||y,
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2.2 Relacoes tensao
deformacao no plano
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RELACOES TENSAO DEFORMACAO

materiais com planos de simetria

*se 0 material for simetrico em relacao a um dos
planos do sistema de referéncia, entao a
relacao tensao deformacao nesse sistema de
referéncia é simplificada

equando o material € simétrico em relacéao ao
plano xy (isto é, o plano medio é um plano de
simetria) o material € dito monoclinico ou
geralmente ortotropico

Jun/2017 Materiais Compaositos - Analise
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RELACOES TENSAO DEFORMACAO

materiais com planos de simetria

e 0 material é simeétrico
em relacao ao plano
Xy (simétrico em
relacao ao plano
meédio da lamina)

* 0 material nao é
simétrico em relacéao
aos planos xz ou yz
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RELACOES TENSAO DEFORMACAO

materiais com planos de simetria

ea simetria faz com que algumas constantes
elasticas sejam obrigatoriamente nulas
simplificando a relacao tensao deformacao

*ISSO OcOrre para as constantes que acoplam
tensO0es normais com deformacoes de
cisalhamento

Jun/2017 Materiais Compaositos - Analise
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RELACOES TENSAO DEFORMACAO

materiais com planos de simetria

equando o material € simétrico em relacao aos
trés planos do sistema de referéncia o material
é dito especialmente ortotrépico

equando o material € simétrico em relacao a dois
planos do sistema de referéncia, entao
obrigatoriamente ele é simétrico ao terceiro

Jun/2017 Materiais Compaositos - Analise
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RELACOES TENSAO DEFORMACAO

materiais com planos de simetria

/ y O material é

/] | simeétrico em relagao
T / aos p|an0 Xy, XZ e yz

Jun/2017
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RELACOES TENSAO DEFORMACAO

materiais com planos de simetria

um material € chamado de transversalmente
Isotropico quando as propriedades elasticas
em um plano sao independentes da
orientacao

euma lamina unidirecional, com o sistema de
referéncia coincidente com as direcoes
principais do material, se enquadra nessa
definicao

Jun/2017 Materiais Compaositos - Analise
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RELACOES TENSAO DEFORMACAO

materiais transversalmente isotropicos

0 material é isotropico no plano yz

Jun/2017 Materiais Compositos - Analise
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RELACOES TENSAO DEFORMACAO
materiais transversalmente isotropicos

earelacao tensao deformacao para um material
transversalmente isotropico contém cinco
constantes elasticas independentes

eessas constantes elasticas sao obtidas a partir
de ensaios mecanicos do material

Jun/2017 Materiais Compaositos - Analise
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RELACOES TENSAO DEFORMACAO

Para materiais especialmente ortotropicos a
relacao tensao deformacao no plano é:

r()-1 \ _Qll Q12 O | r(91 \
3 GZ r= QlZ QZZ O j 82 &
L% ) 0 0 Q, 1s )
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RELACOES TENSAO DEFORMACAO
materiais isotropicos

um material € chamado de isotropico quando
as propriedades elasticas em qualquer plano
sao independentes da orientacao

earelacao tensao deformacao para esse
material pode ser obtida repetindo-se o
procedimento anterior para os trés planos do
sistema de referéncia
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RELACOES TENSAO DEFORMACAO
matriz de flexibilidade

atée o momento, as tensdes foram escritas em
termos das deformacoes:

{g}: [C]{g} onde [C] € a matriz de rigidez do material

em algumas situacoes (como sera visto a
seguir) € vantajoso escrever as deformacoes
em termos das tensoes:

_ onde [S] = [C]* é a matriz de flexibilidade
{g} [S]{J} do material
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3. Constantes
de engenharia
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3.1 Definicoes
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DEFINICOES

e constantes de engenharia sao constantes
elasticas de um material

e elas sao constantes independentes e podem
ser usadas para determinar a matriz de rigidez
ou flexibilidade de um material

e as constantes de engenharia podem ser
medidas atraves de experimentos padronizados
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DEFINICOES

e as constantes de engenharia representam uma
forma intuitiva de se especificar as constantes
elasticas

e 0S conceitos de modulo de Young e quociente
de Poisson sao bem conhecidos em engenharia

e materials anisotropicos requerem a definicao
de algumas constantes de engenharia novas
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DEFINICOES

* 0 NnUmero de constantes de engenharia
Independentes a ser usado é igual ao numero de
constantes elasticas independentes do material

Tipo de material N
Geralmente ortotropico 13
Especialmente ortotropico 9
Transversalmente isotropico 5
Especialmente ortotropico com tensao plana 4
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DEFINICOES

e as constantes de engenharia sao sempre
definidas para um carregamento uniaxial, isto €,
apenas uma das componentes de tensao & nao
nula

e portanto, como sera visto a seguir, € mais facil
associar as constantes de engenharia com 0s
elementos da matriz de flexibilidade do material
do que com os elementos da matriz de rigidez do
material
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DEFINICOES

para materiais especialmente ortotropicos, s6 ha
necessidade de se definir trés tipos de
constantes de engenharia:

» modulo de Young (ou moédulo de elasticidade)
» modulo de cisalhamento

» quociente de Poisson
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DEFINICOES

0 modulo de elasticidade E;; & definido por:

onde:

0 material esta sujeito a um estado uniaxial de
tensao normal og; ao longo da direcao |

» & € adeformacdo normal ao longo da direcéo |
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DEFINICOES

‘ O maodulo de
S !¢
& 1 | elasticidade
S normal E; :
I
I O
| .
> | — |
¥ i =
| &
_ I
l Oi
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DEFINICOES

e 0 modulo de cisalhamento G; € definido por:

T..

G. =1
Vi

onde:

e 0 material esta sujeito a um estado uniaxial de
tensao de cisalhamento z; no plano ij

* 7; € adeformacao de cisalhamento no plano i
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DEFINICOES

% modulo de
. elasticidade de
il Ti 1 cisalhamento Gy

\;I |
TIJ l II ‘ II TU
/ P J G L —

I j , I

! , 7/Ij
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DEFINICOES

* 0 quociente de Poisson y; € definido por :

onde:

0 material esta sujeito a um estado uniaxial de
tensao ao longo da direcao |

* & € g sao as deformagOes normais ao logo das
direcdes I e |, respectivamente
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DEFINICOES

Oi g
& ‘ '""1"'4— quociente de
| : Poisson v;
1 I
i d
Vii=
i £,
I
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3.2 Matriz de
Flexibilidade
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MATRIZ DE FLEXIBILIDADE
material especialmente ortotropico

e a matriz de flexibilidade para um material
especialmente ortotréopico no plano é dada por:

C — mile D
gl Sll SlZ O Gl
&, ¢=19S,, S, 0 |<o,¢
\}/6) | O O S66_ \TG y
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MATRIZ DE FLEXIBILIDADE

e para se determinar os elementos da matriz de
flexibilidade no plano em termos das constantes
de engenharia, serao considerados os trés
carregamentos uniaxiais possiveis

1 Extensdo longitudinal no plano (o; # 0)
2 Extenséo transversal no plano (o; # 0)

6 Cisalhamento no plano (z; # 0)
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MATRIZ DE FLEXIBILIDADE
matriz de flexibilidade no plano em termos de

constantes de engenharia

1 v
( ) E]_ E2 ( )
&, O,
V., 1
& ¢r=|—> — 0 |Jo,;
El E2
T
k7/6) 1 L. 6 J
0 0 —
L Glz N
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MATRIZ DE FLEXIBILIDADE
maitriz de flexibilidade

* Na equacao anterior ha 5 constantes de
engenharia:

E, modulo de elasticidade longitudinal

E, modulo de elasticidade transversal

G,, modulo de cisalhamento no plano (12)
2 quocientes de Poisson: vy, v,
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MATRIZ DE FLEXIBILIDADE
maitriz de flexibilidade

e da simetria da matriz de flexibilidade:

Vi _Va
El E2

e portanto ha um total de 4 constantes de
engenharia independentes para um material
especialmente ortotropico

(5 constantes — 1 restricao)
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MATRIZ DE FLEXIBILIDADE
guocientes de Poisson

 em uma lamina unidirecional, E; >> E,

eentao:

E,

V V
=== - Vor =Via — - Va <<Vp,
E, E E,

* deve-se notar que v; e diferente de v; e que 0s
valores podem ser muito diferentes

 em geral, o valor de v,; nao € medido (S0 v;,)
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3.3 Matriz de rigidez
para tensao plana
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MATRIZ DE RIGIDEZ
matriz de rigidez para tensao plana

e 0S elementos da matriz de rigidez do material
podem ser determinados em funcao das
constantes de engenharia invertendo-se a matriz
de flexibilidade
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MATRIZ DE RIGIDEZ
para o calculo das matrizes de [QP] para uma

lamina fina: -

1 v
El El
s)]=|-%= 1 o
El E2
0 o -
| GlZ_
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3.4 Termos de
acoplamento
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
relacao tensao-deformacao

e arelacao tensao deformacao para o material no
sistema de coordenadas arbitrario xyz é:

e ] |S, S, S.l|lo,

X XX Xy XS X

e +=|S S S Ro.

y Xy yy ys y

J/s, st Sys Sss L “s |

* note que, ao contrario do que acontece nos
eixos principais do material, 0s termos S, € S,
sao nao nulos

Jun/2017 Materiais Compositos - Analise

81



Universidade de Séao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

TERMOS DE ACOPLAMENTO
relacao tensao-deformacao

* 0S termos S, e S, representam um acoplamen-
to elastico entre tensdoes normais e deformacoes
de cisalhamento

* [StO €, a0 se aplicar uma tenséo normal o, 0
material sofre deformagdes normais g, = S,, G, €
g = S,, o€ deformacgao de cisalhamento y, = S, oy

eresultado analogo € obtido para carregamento
com tensao normal g,
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TERMOS DE ACOPLAMENTO

o material especialmente ortotropico:
X

o * 0 sistema de referéncia xy coincide
com as direcOes principais dalamina
12

* 0s termos de acoplamento S, e S
I 11 sao nulos

* SO0 ha deformacdes normais

d ; « a deformacao de cisalhamento é
nula
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TERMOS DE ACOPLAMENTO

material geralmente ortotropico:

Oy

.- * 0 sistema de referéncia xy nao
\\\ coincide com as direcoes
\ . . . A .
;\ \ principais dalamina 12
N
* 0s termos de acoplamento S, e S,
nao sao nulos
* ha deformacdes normais

 a deformacao de cisalhamento
nao € nula

» ensaio de dificil realizacéo prética
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
relacao tensao-deformacao

* 0S termos S, e S, tambem representam um
acoplamento elastico entre tensdes de
cisalhamento e deformacdes normais

* [StO €, a0 se aplicar uma tensao 7, 0 material

sofre deformagoes normais &, = S,.7, € § = Sy T,

alem da deformacéo de cisalhamento y = Sz,
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TERMOS DE ACOPLAMENTO

material especialmente ortotropico:

-7 * 0 sistema de referéncia xy coincide
com as direcOes principais dalamina
Ts
12
X
* 0s termos de acoplamento S, e S
Y sao nulos
Ts e ndo ha deformacgdes normais
0 « a deformacéao de cisalhamento nao
é nula
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TERMOS DE ACOPLAMENTO

material geralmente ortotropico:

R * 0 sistema de referéncia xy nao
‘ coincide com as direcoes
principais da lamina 12

£

* 0s termos de acoplamento S, e S,
nao sao nulos

N

.

* ha deformacdes normais

-

i

\\

I _ -~ nao é nula

i

 a deformacao de cisalhamento

» ensaio de dificil realizacéo prética
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
relacao tensao-deformacao

* 0s termos de acoplamento S, e S, nao podem

ser definid
elasticas ©

elasticidac

0S em termos das constantes
efinidas anteriormente (modulos de
e, modulos de cisalhamentos e

guocientes de Poisson)

e para representa-los é necessario definir novas
constantes de engenharia denominadas
coeficientes de influéncia mutua
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
coeficientes de influéncia mutua

* 0 coeficiente de influéncia mutua do primeiro
tipo, n;; caracteriza a razao entre deformagao
normal na direcao I pela deformacao de
cisalhamento no plano Ij guando o material esta
sujeito a um estado de tensdes onde a unica
componente nédo nula de tensao é a tensao de
cisalhamento no plano ij

* 0S coeficientes de influéncia mutua sao
similares aos quocientes de Poisson
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TERMOS DE ACOPLAMENTO

* 0 coeficiente de influéncia mutua do primeiro
tipo, n;; € definido por:

&

Thii =
Vi

e 0 material esta sujeito a um estado uniaxial de
tensao de cisalhamento z; no plano i

» & € adeformacdo normal ao longo da direcéo |

* ; € adeformacao de cisalhamento no plano ij
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
coeficientes de influéncia mutua

% coeficiente de
== " influéncia mutua

I
i 7 i % do primeiro tipo,
: | t i -
|
| I
T | Miji =
TjL==——" 1/ Vi
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
coeficientes de influéncia mutua

e 0 coeficiente de influéncia mutua do segundo
tipo, m;;caracteriza a razao entre deformacgao de
cisalhamento no plano Ij pela deformacao
normal na direcédo i quando o material esta
sujeito a um estado de tensdes onde a unica
componente nédo nula de tensao é a tensao
normal na direcao i

* 0S coeficientes de influéncia mutua sao
similares aos quocientes de Poisson
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TERMOS DE ACOPLAMENTO

* 0 coeficiente de influéncia mutua do segundo
tipo, n,;; € definido por:

Thiij = ?

e 0 material esta sujeito a um estado uniaxial de
tensao normal o

» & € adeformacdo normal ao longo da direcéo |

* ; € adeformacao de cisalhamento no plano ij
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TERMOS DE ACOPLAMENTO

O._I coeficiente de
g,‘ B influéncia mutua
: . do segundo tipo,
I “| ]
| : i -
[ I
[ I
| — |
: I ~7ij
| : M =
Lo~ 1Y E

Oi
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4. Mudanca de
coordenadas para
laminas finas
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
maitriz de flexibilidade

considerando todos componentes de tensoes:

o) =[Clie)

para uma lamina fina, o, = 0 apenas as tensdes
no plano sao consideradas:

O-X QXX Qxy QXS gX
0, 0=1Qy Q, Qi€
2 _st st st h \7/3 )
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
matriz de flexibilidade

e em termos de constantes elasticas a matriz de
flexibilidade fica:

I T T P
g, T Y T s o,
E. E, G,
| 4
18y 1 =|——= 1y 10, ¢
E, E, G,
2 Tlxs 77)’5 i T,
\ J EX Ey GXy \ /
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
maitriz de flexibilidade

e da simetria da matriz de flexibilidade resultam
as relacoes:

ny Vyx Tyxs _ M Ji ys 773y

E E E, G, |E, G

y Xy

Jun/2017 Materiais Compositos - Analise

98



Universidade de Séao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

TERMOS DE ACOPLAMENTO
maitriz de flexibilidade

* no sistema de referéncia principal:

1 v
| E E o
& Vl 11 O,
g, p=|——== 0 |so,¢
El E2
76 1 Ts |
0 0o —
L G,
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
maitriz de flexibilidade

e Invertendo:

E, Vi Bl 0
() 1-vyv, 1-vy,v, C )
o7} &
v, E E
o, p=| —22 2 0 <&,
. 1-vyv, 1-vy,v, y
L "6 6 J
0 0 G, |
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
matriz de flexibilidade

mas.
Q=
11 =
A N 1-v, v
12V 21
O3 &) e
V.
_Ar o Vb
10,0=[Q {e, | mmmp h=rt
V12V o1
76 76 e
D 2
2 =
1-v,v,
P _
s = Gp
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LAMINAS FINAS

para uma lamina fina geralmente ortotropica, a
relacao tensao-deformacao no plano é:

s —
o, S
<O'y>=|:T } [Q J[T } VEy 0
\TS ) \7/5)
' m2  n? mn | ‘m2 n?2  —2mn |
[T p]_T =l n* m?> —mn [T p]_l = n> m? 2mn
—2mn  2mn m? —n? mn -mn m?-n?
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MUDANCA DE COORDENADAS
relacao tensao-deformacao para o plano
calculando-se os elementos da matriz tensao
deformacéo para o plano Xy obtém-se:

Q,, =m*Q,, +n*Q,, + 2m°n°Q,, + 4m°n°Q,,
Q,, =n‘Q,; +m‘Q,, +2m*n*Q,, +4m°n°Qy,
Q, =Mm™’Q,, + mn’Q,, +(m* +n*)Q,, — 4m*n"Qy,
Q.. = m’n’Q,, + m°n°Q,, —2m°n°Q,, + (m2 — n2)2Q66
Q,. =m°nQ, —mn°Q,, + (mn3 — m3n)Q12 + 2(mn3 — m3n)Q66

3 3 3 3 3 3
st =mn“Q,, —m™nQ,, + (m n—mn )Q12 + 2(m n—mn )Q66
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MUDANCA DE COORDENADAS
relacao tensao-deformacao

cos(6) = cos(-6) m(6) = m(-6)
sin(f) = -sin(-6) = n(6) =- n(-6)
Qu(0)=0Q4(-0)
Q,(0)=Q,,(-0) termos que séo
Q,(0)=Q,(-0) } funcdes pares de 6
Q.(0)=0Q.,(-6)| |
Q.(0)=-Q.(=0)| ] termos que sao
Q,.(0)=-Q,(-9) [ funcGes impares de 6
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MUDANCA DE COORDENADAS
relacao tensao-deformacao
exemplo: matriz de rigidez para uma lamina a 90°

=g === M=D

n=1
Q,. =m*Q, +n'Q,, +2m°n°Q,, +4m°n°Q,, Q. =0,
Q,, =Nn*Qy + M*Q,, +2m*n*Q,, + 4m’n°Qy, Q,, =Qu
Q,, =M’n°Qy, +mM°n°Q,, + (m“ + n“)Q12 —4m°n°Q,, m— Qy =Qu
Q.. =m’n’Q, + M°n°Q,, —2m°n°Q,, + (m2 - nZ)ZQ66 Qs = Qss
Q,. =m°nQ,, —mn°Q,, + (mn3 - me’n)Q12 + 2(mn3 - m?’n)Q66 Q, =0
Q,. = MN°Q,; —M*nQ,, + (M1 —mn?)Q,, +2(m* —mn?)Q, Q, =0

Jun/2017 Materiais Compasitos - Analise 105



Universidade de Séao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

MUDANCA DE COORDENADAS
relacao tensao-deformacao

matriz de rigidez para matriz de rigidez para

uma lamina a 90° uma lamina a 0°
_ _sz Q. 0 ) B Q. Q, 0]
|:Qp:|0:900 = Q12 Q11 0 [Qp]ezoo =1Q, Q, O
- O O Q66_ | O O Q66_

e uma rotacao de = 90°corresponde a uma troca
dos indices 1 e 2 na matriz de rigidez da lamina
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MUDANCA DE COORDENADAS
relacao tensao-deformacao

n=1
sz xz m2Q55 + n2Q44 sz Xz Q44 u m a rOtagéO
Qyz yz = nZQSS T m4Q44 m—> Qyz yz — Qs de 8= 90°
Quye =MN(Qgs —Qu) Qe =0 corresponde

a uma troca

~t B Q. O ~ _ Qs O dos indices
[Q }9:900 _{ 0 Qsj [Q :|9:o° { 0 Q4j 4eb
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' FLEXIBILIDADE: MUDANCA DE COORDENADAS
matriz de flexibilidade
0s elementos da matriz [S] no plano sao:

4 4 e 22
S, =M'S;, +n°S,, +2mMm*n°S, + M n“S,,

4 4 22 2?2
S,y =N"Sy +M™S,, +2M N°S,, + M°N“ Sy,

22 22 4 4 22
S, =m"n°S;,; +m°n 822+(m +n )Slz—m NS,

S.. =4m°n°S,, +4m°n°S,, —8m°n°S,, + (m2 = nZ)ZS66

S.. =2m°nS,, —2mn°S,, + 2(mn3 = m?’n)S12 + (mn3 - m"’n)S66

S, =2mn’S,;; —2m°nS,, + 2(m3n - mn:”)S12 + (m3n - mn‘°’)S66
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5. Transformacao
para constantes
de engenharia
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TRANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

os elementos da matriz [S] foram obtidos como:

S =Ve +V, c0s(26)+V, cos(40)
S,, =V —V, cos(20)+V, cos(40)
S, =V —2V; -V, cos(40)

S, =4V, —4V, cos(40)

V,sin(20)+2V, sin(46)

V, sin(20)—2V, sin(46)

3S,,+3S,,+2S, +S,
8
_ Sy 99 =25, + S¢q
8

VE

VG

S =9
V =1 Sz
: 2
V :Sll+822_2812_866
: 3
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TRANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

substituindo as expressoes para os elementos da
matriz [S] em termos das constantes de engenharia:

1

S, = = =V, +V, cos(260)+V, cos(40)
S, = Ei =V, -V, cos(20)+V, cos(40)
y

Xy

S = —‘I;Xy ~V, —2V, -V, cos(46)

= Gi =4V, —4V, cos(46)

Xy

S

SS
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"TRANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

* pode-se plotar a variacao das constantes de
engenharia em funcao do angulo de laminacao
da camada

e a seguir sdo apresentados graficos das
constantes de engenharia para uma lamina
unidirecional de carbono/epoxi tipica

E,=142GPa | |v,, =027 | |G,=7.2GPa| |G, =7.2GPa
E,=10.3GPa| |v,, = 0.0196 G,, =3.7GPa
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RANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

e calculando-se as constantes S;;:

S,, =~ =0.00704 GPa™ S, ——- —0.13889 GPa*
1 13
1 1 1 -1
S,, =— =0.09709 GPa S,, =— = 0.27027 GPa
EZ G23
S,, =—21 = _0,00190 GPa™
El
1 1
S, =—— =0.13889 GPa
12
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“TRANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

e calculando-se as constantes V::

v, =3out 33228+ 2% 36 _ 00550 GPat| v, =% ; Su _ 0.20456 GPa
v, =utSz _82812 3% _0,03089GPat | v, =5 ;544 = -0.0657 GPa ™

V,, = LZSZZ = —0.0450 GPa™
v _Sut$,-25,-8

: - % — _0.0039 GPa
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RANSFORI\/IAC}AO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
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“TRANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
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RANSFORI\/IAC}AO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
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TRANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA

* E, decresce muito rapidamente com o angulo @
cE . =E,parafd=0° eE, =E, para 8= 90°

* V

w = Vippara 0=0° e v, = v, para 6= 90°

* para alguns materiais o valor maximo de v,, pode ser
maior do que v;, 0U v,

* G,, nNao varia muito com o angulo; o valor maximo
ocorre para = 45°

* N € M5y SA0 Sempre nulos para 6= 0°ou 6= 90°

* G,, nao varia muito com o angulo
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TRANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

e nao se deve confundir os elementos da matriz
de rigidez do material com as constantes
elasticas do material

e por exemplo:

por definicdo, para um carregamento uniaxial
X - | o, (as deformacdOes sao, em geral, nao nulas)

Q =2x apenas se, g #0, g =0e =0 (o estado de
. tensdes ndo é uniaxial)
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TRANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA

14
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TRANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA

3
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"TRANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

e laminas com reforco de tecido tem
comportamento distinto do de laminas
unidirecionals

e a Seguir sao apresentados graficos das
constantes de engenharia para um tecido de
carbono/epodxi tipico

E,=66.6GPa| |1, =005 |G,=46GPal |G,=>5.1GPa
E,=66.6GPa |v, =0.05 G,, = 4.1GPa
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RANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

e calculando-se as constantes S;;:

S,, =~ =0.01502 GPa™ S, —— —0.19608 GPa™
G
1 13
1 _l 1 _1
S,, =—=0.01502 GPa S,, =—— =0.24390 GPa
EZ GZ3
S,, =—~2 = _0.00075 GPa*
El
1 1
S, =——=0.21739 GPa
12
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“TRANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

e calculando-se as constantes V::

v, =3ut 38228+ 2%, +3% _ 00382 GPat| v, =% Z Su._ 02200 GPa™
v, =2ut Sz _82812 TS0 _00311GPa"t | IV, = ;S‘M —0.0239 GPa™

S; =95

V,o ==t =2 =0.0000GPa”

c

v S8y =05, =C

g - % _ _0.0232 GPa
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RANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
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TRANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
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6. Teoria
classica da
laminacao
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6.1 Hipoteses
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HIPOTESES

e cada camada (lamina) do laminado € quase
homogénea e ortotropica

* 0 laminado e fino; isto €, as suas dimensoes
laterals sao muito maiores do gue a espessura

* 0 laminado (e cada uma das suas camadas)
esta sujeita a tensoes transversais nulas (o, = 0)
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HIPOTESES

e todos os deslocamentos sao pequenos
comparados com a espessura do laminado (|ul,
V], [w| <<'h)

e 0S deslocamentos sao continuos em todo o
laminado (ndo ha descolamento das camadas)

e 0S deslocamentos no plano (u, v) variam
linearmente ao longo da espessura (u e,
deslocamentos ao longo de x ey,
respectivamente, sao funcoes lineares de z)
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HIPOTESES

e as relacoes tensao-deformacao e
deslocamentos-deformacao sao lineares

» a deformacao normal ¢ € negligenciavel
(comparado com g ou &)
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6.2 Deslocamentos
do plano medio

Jun/2017

Materiais Compaositos - Analise

137



Universidade de Séao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

plano médio
(xy) ou
plano de
referéncia

AL v,
_;____vy _____

B
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

e das hipdteses basicas, o componente de
deformacao g pode ser considerado nulo

e portanto, o deslocamento fora do plano, w, deve
ser constante ao longo da espessura da placa,
ISto é:

W(X1 y1 Z) — WO (X1 y)
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

e 0S deslocamentos ©
a partir do plano méo

e 0S deslocamentos ©

0 plano médio s&ao medidos
10 (ou plano de referéncia)

o plano médio dependem

apenas das coordenadas xey (z=0no plano

médio)
Uy = UO(X, Y)
Vo = Vo(X’ y)
Wo = Wo(x’ Y)
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

e as rotacoes as secao dependem apenas das
coordenadas x ey

v, =y, (X,Y)
v, =v,(XY)
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

e das hipodteses basicas, os deslocamentos no
plano, u e v, variam linearmente ao longo da
espessura

e 0s deslocamentos nas direcdoes x ey de um
ponto arbitrario podem ser calculados a partir
dos deslocamentos do plano médio

e a funcao resultante € linear em z
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

7 o %%/?/77;//
y %E Sy p;___IV_V__

dafigura: |Uy(X,Y,Z)=Uy(X,Y) =z, (X, Y)

analogamente: V(X ¥,2) =Vo (X, Y) = 2,7, (X, ¥)
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

e 0S deslocamentos nas direcoes x ey de um
ponto arbitrario podem entao ser calculados a
partir dos deslocamentos do plano médio:

U(X,y,z) =Uy(X,y)—zw, (X, y)
V(X,Y,2) =Vo (X, ¥Y)—Zw (X, Y)

também: |(wW(X,Y,Zz)=w,(X,Y)
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

e Uma vez que os deslocamentos de um ponto
arbitrario podem ser escritos em funcao dos
deslocamentos do plano médio, as deformacoes
e tensd0es num ponto arbitrario também podem
ser escritos em funcao dos deslocamentos do
plano meéedio

e dessa forma o problema que era originalmente
tri-dimensional (coordenadas x, y e z) passa a ser
bi-dimensional (coordenadas x e y apenas)
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

deformacoes

e as deformacoOes no plano sao dadas por:

u oUy(%,Y) v (X
Ey = — 0\ ™ . Wy ’y)
= ox g, (X y,2)= o 7 ~
oV 5
gy =— # P (X, y’z):(?VO(X, y)—Z l//y(X, y)
% / o o
ou ov 3
Vg =+ — (%Y, 2) = (X, Y)  No(xy) (0w, (xy) Owy(XY)
oy OX oy ox oy B
Jun/2017 Materiais Compasitos - Analise 146



Universidade de Séao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO
deformacoes

e agora pode-se definir:
a) deformacoes no plano ou de membrana
b) curvaturas da secao transversal

e as deformacoes no laminado podem ser escritas
como uma combinacao desses fatores
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO
deformacoes

e deformacoes no plano ou de membrana sao
deformacdes do plano médio e portanto soO
dependem das coordenadas x e :

- 2802
X
0 _ OV, (X, Y)
£y,(X,Y) o
0 _OUy(X,y)  ov(X,Y)
yxy(xi y) - ay + 8X
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO
deformacoes

e as curvaturas do plano médio também so
dependem das coordenadas x ey:

e ) _ oy, (X y) - K, © K, representam o
o OX inverso do raio de
v, (X Y) curvatura da secéo no
iy (X, y) =~ oy ponto (X.y);
oy, (x.y) oy, (XYy)| -°x,representaatorcdo da
ny(X1 y) - - X .
oy OX secao no ponto (x,y);
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO
deformacoes

e usando as definicoes de deformacoes e
curvaturas do plano medio, as deformacoes
ficam:

g = o, OWy
" OX OX* &y (X’ Y, Z) — g)(() (X1 y) + LK, (X1 y)
2
= 20-22% ) e, (X y.2)=&5(x,Y)+ 2K, (X, Y)
B auo N 6V0 B 22 52W0 yxy (X’ y’ Z) — 7/)(()y (X’ y) + Zny (X’ y)
Ty = oy  OX OXOY
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO
deformacoes

e portanto, uma importante consequéncia das
hipoteses consideradas é que as deformacodes
variam linearmente ao longo da espessura

&(X, Y, 2) =&, (X, y) + 2K, (X, Y)
g,(X,y,2) =&, (X, y)+ 2k, (X, y)

Vi (X, Y, 2) =70 (%, Y) + Zi,, (X, Y)

forma matricial: |{g}= {gp}o + 2K}
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6.3 Tensoes em
laminados
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TENSOES EM LAMINADOS
tensoes

e uma vez obtidas as deformacoes pode-se
calcular as tensoOes a partir das relacoes tensao-
deformacao

e COMO cada camada pode ser de material
diferente e com angulos de laminacao diferente,
cada camada pode ter uma matriz de relacao
tensao deformacao diferente
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TENSOES EM LAMINADOS
tensoes

 ha um sistema de referéncia para o laminado e
um sistema de referéncia principal de cada
camada

* 0 eixo z (forado plano) € comum a todos esses
sistemas de referéncia

e 0 sistema principal da k-ésima camada é obtida
por umarotacao do sistema de referéncia de 6,
em torno do eixo z (g, é o angulo de laminacao da
camada)
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TENSOES EM LAMINADOS
tensoes

______________________ a
-
A
A
\ /’
._.\_ ............. \ .V
plano de k-ésima
referénC|a Camada
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TENSOES EM LAMINADOS
tensdes no plano xy

e arelacao tensao-deformacao dentro de cada
camada nas direcdes principais da camada €
dada por:

r 3\ — 9 r 3
0, Q. Q, O &

oo (o, @ 0| fey m [for)] [07] fo°)

12
L T6 J ¢ 0 0 Qea_k 76 )

e 0 indice k indica que cada camada pode ter
propriedades diferentes (matriz [QP] diferente)
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TENSOES EM LAMINADOS
tensdes no plano xy

e arelacao tensao-deformacao dentro de cada
camada no sistema de coordenadas do laminado
é dada por:

et =l <[] ey

Q| O|

Q| O] O]
S

e 0 indice k também indica que cada camada pode

ter angulo diferente (matriz [QP] diferente)
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TENSOES EM LAMINADOS
tensdes no plano xy

e substituindo a expressao obtida para as
deformacoes:

* note que todas as grandezas acima devem ser
calculadas no mesmo sistema de referéncia (xyz)
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TENSOES EM LAMINADOS
tensdes no plano xy

e as tensoes no plano xy variam linearmente com
z dentro de cada camada

(o}, =[Q" ] {7}, +2[Q ] (s,

e COMO a matriz as propriedades do material e
angulos de laminacao podem variar
abruptamente de camada para camada, a matriz
[Q] pode variar abruptamente causando
descontinuidade das tensoes

Jun/2017 Materiais Compasitos - Analise 159



Universidade de Sao Paulo

Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

TENSOES EM LAMINADOS

tensdes no plano xy

e as tensodes variam linearmente com z dentro de
cada camada; pode haver descontinuidade de

tensao
A
Z

1
2

® 3
4
laminado  distribuicao de distribuicao

deformacoes de tensoes
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TENSOES EM LAMINADOS
tensoes de cisalhamento transversais

e na teoria de Kirchhoff as tensdes de
cisalhamento transversais sao nulas

e na teoria de Reissner-Mindlin as tensoes de
cisalhamento transversals sao constantes em
cada camada

e nesta analise a teoria de Kirchhoff vai ser
considerada
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes

e 0S deslocamentos num ponto arbitrario foram
escritos em termos de deslocamentos do plano
meédio

e as deformacdoes num ponto arbitrario foram

escritas em termos de deformacoOes e curvaturas
do plano meédio e cisalhamentos transversais

e as deformacoes e curvaturas do plano medio
foram escritos em termos de deslocamentos do
plano medio
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes

e as tensoOes dentro de uma camada foram
escritas em termos da relacao tensao-
deformacao da camada e das deformacoes e
curvaturas do plano medio

e portanto, todas as grandezas envolvidas podem
ser calculadas a partir dos deslocamentos do
plano medio

e 0 problema foi reduzido de tri-dimensional para
bi-dimensional
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes

e as expressoes obtidas para as tensoes valem
dentro de cada camada

e @ necessario definir as “tensdoes do laminado”
gue devem ser bi-dimensionais

e essas tensoes do laminado devem poder ser
expressas em termos das deformacoes e
curvaturas do plano medio
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes

 uma distribuicao arbitraria de forcas pode ser
substituida por uma forca e um momento
equivalente

e analogamente, uma distribuicao arbitraria de
tensbes pode ser substituida por esforcos
resultantes (esforcos no plano e momentos)

e esses esforcos resultantes sao grandezas bi-
dimensionais
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

e 0S esforcos resultantes no plano sao
equivalentes a distribuicdo de tensoes

z { Z4
I N Ve AWM,
8 - D
3 = ] N
4 i
laminado distribuicao esforgcos
de tensoes resultantes
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

* N, é aforca e
resultante N, (X, y) = IUX(X, y,z)dz
equivalente a iz
distribuicao de Z4
tensoes —
* N, tem unidade de = T e
forca por unidade ”
de Comp”mento distribuicao esforgcos

de tensoes resultantes
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

* M, é 0 momento L
resultante M, (X, y) = IZGX(X, y,z)dz
equivalente a iz
distribuicao de Z4
tensoes —

_____ 1,
M, tem unidade de = T )
momento por || “1T 4 N
unldad_e de distribuicao esforgcos
comprimento de tensdes resultantes
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

e a direcao positiva
de M, corresponde
a direcao do
momento
resultante de uma
forca o,dz positiva
para z positivo

_____________ ;Z_QM(= 20,0z

_____________ 9_'0'
\ direcao

positiva
de M,
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

e definicao dos esforcos resultantes no plano
(Ny, Ny & N,, = Ny):

t/2

N, (X Y)= [o,(xY,2)dz em forma matricial:
—t/2
t/2 t/2

N, (X, y)= jay(x, Yy, Z) dz {N (X, y)}= j{ap(x, Y, z)}dz

—t/2 —t/2
t/2

Ny (6 ) =Ny (%, y) = [7.(x,y,2) dz

—t/2
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

e M,, = My):

e definicao dos momentos resultantes (M,, M

t/2

M,(X,y)= JZO‘X(X, y,2) dz

—t/2
t/2

M, (X, y)= IZGy(X, y,Z) dz

—t/2
t/2

M, (%) =M (x,Y) = [z7,(xy,2)dz

—t/2

em forma matricial:

t/2

M(x,y)}= [zlo(x.y.2)}dz

—t/2
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

direcao positiva dos esforcos resultantes

t = espessura
do laminado
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano
Nomenclatura:

* N,, N, = esforcos resultantes normais por
unidade de comprimento

* N,, = Ny = esforcos resultantes de
cisalhamento por unidade de comprimento

* M,, M, = momentos resultantes de flexao por
unidade de comprimento

* M,, = My = momentos resultantes de torgao
por unidade de comprimento
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TENSOES EM LAMINADOS

esforcos resultantes no plano
nomenclatura:

laminado

et = espessura total do laminado

e 7= coordenada ao longo da espessura do

vetor de esfor- X vetor de M,
cos resultantes {Nf=4N, momentos 1=t
no plano resultantes /
S ) Ms)
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6.4 Rigidez de
laminados
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

coordenadas das camadas:

VA
k=n ]
k _ A
hkl hk hn 1 hn
h3 h2 hl hO
k=3 ) v
k=2 Y
k=1 !
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

esforcos resultantes no laminado:

t/2

(N )= [1e°(x,y,2)fdz

—t/2

tensdes no laminado:

{ap}k -[Q° | {gp}o +2|Q°| {x} para h,<z<h,

substituindo:
t/2

N} = T ([Q ] fer) +2[@], tx) ) a2

—1/2
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

e COMO a matriz [@0]k varia de camada para
camada, a integral ao longo da espessura
deve ser calculada como um somatoério da
contribuicao de cada camada

(N} = /j Rl (e*) +2{x}) dz—jﬁ Q][ fer) +2ix) )dzj

—t/2 k=1

e Note que para a k-ésima camada h, ; <z<h,
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

e COMO a matriz Q_F’]k é constante dentro de cada
camada ([QP], = constante para h, ; <z <h,):

()= | Q"] [ &) +2lx}) dz:j[cgp]k(hf( (2?) +2{x) )dz}

—t/2 k=1

hk -1

e dividindo a integral em trés parcelas:

n hy

US>CAlN IS S

k=1

he 4 M4
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

e como {&}° e {«x} sdo funcdes apenas de x ey
e Independem de z:

=S [fe e ot e

k=1 hy 1 hea

e calculando as integrais:

OB ICAIE RIS
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

n

{N}:Z[Qp]k

k=1

hk2 B hk2—1

({gp}"(hk _hk1)+{,<}( _

)

e rearranjando os termos:

(N}

k=1

3 [ R e e catt)

*S€

narando em duas somatorias:

(N

n

k=1

Z((hk—hk1)[Qp]k{ep}°)+i([ N
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

M-Sl -nafe ] o)) B (855 e )

k=1 k=1

e como {&"}° e {x} sdo 0S mesmos para todas
as camadas, eles sao independentes do
indice k, portanto:

N=(Ennore] el S5 e

k=1
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

N=(Ennore] el £S5 e

k=1 k=1

e pode-se definir as matrizes:

\

[Al=>(h,-h,)[@°]

> [{N}=[A]{s"} +[B]{x}

[B]=§£@j Q]

J
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

(N}=[A{e"} +[B]{x}

e a equacao relaciona os esforcos resultantes
no plano com as deformacoes e as curvaturas
do plano médio

e as matrizes [A] e [B] sao médias ponderadas
das matrizes [QP] de cada camada, onde 0s
pesos das ponderacoes sao funcoes das
posicOoes das camadas
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

0S momentos resultantes no laminado podem
ser calculados de forma analoga:

t/2

M(x.)}= [z{o(x.y,2)}dz

—t/2
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

IS e e E 5 oL e

e pode-se definir as matrizes:
\

[B]- Z(@J Q]

k=1

> |{M}=[B]{z"} +[D]{x]

[D]=;(@j B!

J
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

(M} =[B]{z"} +[D]{x}

e a equacao relaciona os momentos resultantes
com as deformacdes do plano médio e as
curvaturas da secao

e as matrizes [B] e [D] sao medias ponderadas
das matrizes [QP] de cada camada, onde os
pesos das ponderacodes sao funcoes das
posicOoes das camadas
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

* resumindo, as relacoes entre esforcos e
momentos resultantes e deformacoes e
curvaturas do plano meéedio séo:

(N} =[A]{e"} +[B]{x
[B]{z"} +[D]ix}

=z
|
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
matrizes [A], [B] e [D]

e definindo a espessura da k-ésima camada
como t, = h, - h,;, a matriz [A] pode ser escrita

comao.

Al=34,[Q°) et

A =2 6Q)
k=1

L, ]=XY,S

e« a matriz [A] € a matriz de rigidez a extensao ou
de rigidez do laminado no plano
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
matrizes [A], [B] e [D]

e cOMo as matrizes [QP], sdo simétricas, entéo a
matriz [A] € simétrica

A Ay Al Qe Qp Qo

[A]:Ztk [Qp]k~ Ay Ay A 2E|Qy Qp Qy

Ae A Al T |Q¢ Qp Qy

« a matriz [A] depende apenas das espessuras e

das maitrizes [QP] de cada camada; a matriz [A]
Independe da ordem de laminacao das camadas
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
matrizes [A], [B] e [D]

e definindo a coordenada z média da k-ésima
camada como h, = (h + h, ,)/2, a matriz [B] pode
ser escrita como:

B]=>t,h, [6p]k =) B, =D th Q° i j=xy,s
-1 =

 a matriz [B] € a matriz de acoplamento entre
esforcos no plano e curvaturas no plano médio
ou entre momentos resultantes e deformacoes
do plano médio da placa
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
matrizes [A], [B] e [D]

e cOMo as matrizes [QP], sdo simétricas, entéo a
matriz [B] € simétrica

n [ Bxx Bxy Bxs ] 0 _Qxx Qxy st ]
[B] = 1:k hk [Q i ]k ‘ Bxy Byy ByS = tk hk QXY QW QYS
k=1 i
L Bxs Bys Bss N i _st st st ke

* amatriz [B] depende das espessuras e das
matrizes [QP] de cada camada e da ordem de
laminacao das camadas que afeta h,
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
matrizes [A], [B] e [D]

 a matriz [D] pode ser escrita como:

[D]:Zn:(hk _3hklj[6p]k ‘ Dij :%i(hf _hs—l)QjE i’ J = X, y’S

k=1

« a matriz [D] é arigidez do laminado a flexao e
torcao, relacionando os momentos resultantes
com as curvaturas do plano medio
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
matrizes [A], [B] e [D]

matriz [D] & simétrica

e cOMo as matrizes [QP], sdo simétricas, entéo a

n (h3_h3 . | DXX DXy DXS | n h3 _ h3 _QXX Qxy
[D] = kz;( : 3 klj [Q p]k ‘ ny Dyy Dys — kzj;[ : 3 li Qxy ny
0 st Dys Dss 1 i _st st

QO O

 a matriz [D] depende das espessuras, das
matrizes [QP] de cada camada e da ordem de
laminacao das camadas que afeta h,

Jun/2017 Materiais Compositos - Analise

194



Universidade de Séao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
matrizes [A], [B] e [D]

3 3 3
Exemplo : pesos da matriz [D] %m%
A
Z K he ho X
12 72 6h 5h o1l
1 11 5h 4h 61
10 10 4h 3h 37
" 9 9 3h 2h 19
h 8 8 2h h 7
7, 7 h 0 1
6 x 6 0 -h 1
5 5 -h -2h 7
4 4 2h -3h 19
g 3 -3h -4h 37
1 2  -4h -5h 61
1 -5h -6h 91
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacOes constitutivas

(N}=[Al{e"} +[B]{x]

e substituindo as definicOes das matrizes [A] e [B]:

s ) B 7] ( A 0 B ] ( 3
N X Axx Axy Axs Ey Bxx Bxy Bxs Ky
Ayy

TNy r=| Ay Ay 1€y ¢ T By By By

\Ns, Axs Ays Ass /s Bxs Bys Bss | Ks
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacOes constitutivas

(M} =[B]{s?] +[D]{x}

e substituindo as definicoes das maitrizes [B] e [D]:

3 B BG N0 B qr
M X Bxx Bxy Bxs Ey Dxx ny st Ky
IMy =By By By |16y +| Dy Dy Dy |15y ¢
\Ms) | Pxs VS ss | /s _st Dys Dss_ | Ks
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacOes constitutivas

(N} =[A]{e")" +[B]{x}
(N}=[B]{"} +[D]{x}

e coOmbinando as expressdes anteriores

N T T¢ SO T T3
N X Axx Axy Axs Ex Bxx Bxy Bxs Ky

INye=1 Ay Ay As W&y By By By [45y ¢
\Ns, _Axs Ays Ass_ vey _Bxs Bys Bss_ | Ks

- B 1 r 570 B q r 3\
M X Bxx Bxy Bxs Ey Dxx ny st Ky

My e=1By By By |36 +| Dy Dy, Dy |15y ¢
L M )L Bys Bys ss | /s ) i Dys Dys Dy | [ Ks
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacOes constitutivas

e rearranjando em uma unica equacao matricial:

[ Nx | _Axx Axy Axs Bxx Bxy Bxs ) (8)(() \
N, Ay Ay Ags By, By By £
A\ Ass Ays Ass | Bys Bys B ]/0
R e B /s 5
M, XX Bxy Xs | D ny Dy Ky
My I-D’xy Byy ys DXY DW DVS Ky
L MS J | —xs Bys SS st Dys DSS | \Ks J
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacOes constitutivas

e Uma equacao matricial alternativa para as
relacoes constitutivas do laminado no plano é:

Ny _[[A] (3] ")
w1 " |e] [0]]] py

e a equacao acima permite calcular os esforcos e
momentos resultantes para dadas deformacoes e
curvaturas do plano medio
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacoes constitutivas

e para se calcular as deformacoes e curvaturas
do plano meéedio para esforcos e momentos
resultantes dados, é necessario trabalhar com a
expressao inversa

{1 BT iy [ La) DoY) finy
R ARCRRIRITHEC I

e deve-se notar que a matriz [b] nao € simetrica
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacOes constitutivas

 em forma explicita:

6')(() Ay axy Ays bxx bxy bxs ( Nx ]

0 i

Ey aXy ayy ays byx byy bys Ny

0 8ys 8y s | By by DBy || N
O I e 9 RER S

Ky bxx byx bsx dxx dxy dxs M,

i M

Ky Dy by, Dby ; dy dyy dy y

\Ks, _bXS bys bss dxs dys dss_ \MS,

Jun/2017 Materiais Compasitos - Analise 202



Universidade de Séao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacoes constitutivas

e para se calcular as matrizes [a], [b] e [d] &
necessario inverter a matriz 6x6 completa

* isto é, em geral: [a] = [A]* [b] = [B]* [d] = [D]

e para laminados em que [B] € nula (nao ha
acoplamento), entdo valem as relagoes: [a] = [A]*
[b] = [0] e [d] = [D]*
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