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1. (4 pontos) Em uma posicéo x, ao longo de uma camada limite turbulenta, a espessura da camada limite
é O, e a velocidade e pressdo na corrente livre sdo respectivamente U, e p,. Utilizando a equagdo

integral de von Karman, determinar a velocidade U (x) e a pressdo p(x) (X > x,) para que a espessura da

camada limite ndo mude com a posicao. O gradiente de pressdo € positivo ou negativo? Por qué?

Para realizar o célculo, considere um perfil de velocidade da forma:
1/7

u para 0<7n<1
== f(p)=1" 7
U 1 para n>1
onde 77 = y/& . Considerar também um coeficiente de atrito de filme da forma:
pU 5

¢, =CRe;"® ,onde C=0,02 e Re,
7

Formulas: coeficiente de atrito de filme, Bernoulli, equacdo integral de von Karman, espessura de
deslocamento, espessura de momento:

C, = ; p+£pU2=cte; T—Wzi(uze)+U5*d—U c 0 —J' (1——jdy 0= _[ (1——de
EpUZ 2 p dx dx
2

Ajudas para o calculo: E(l—x“”)dx:i ; J':x“”(l—x“”)dx:m ;

Solucao:

Calculamos as espessuras de deslocamento e de momento:
« [0 u 1 1

) [1—Ujdy :5]0[1— f(n)]dn =20
7

6= j [1——jdy 5[ 1-f(p)dp=—=06
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Se a espessura da camada € constante, as espessuras de deslocamento e momento também sdo. Assim,
resulta:

L uz=u (5 1 20)
2 dx
Substituindo na equag&o integral, supondo & = cte = J,, obtemos:
icp—l/6u—1/650—l/6ﬂllﬁu2 Ud—U5 ( 2le:§ OUd_U
2 dx 8 72) 72 dx
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dU %C -1/6 50—7/6 /,l1/6U5/6 :CU U5/6 ’ Onde CU :2_3Cp—l/6 50—7/6 /ul/6 .

Isolando d—U obtemos: — =
dx dx 23

Integrando com a condicéo de contorno U(x,)=U,, resulta:

6
U®dU=C,dx = 6UY-UY)=C,(x-%) = U={Ué’6+%cu(x—xo)}
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Da equacéo de Bernoulli, po+%pU02:p+%pU2 = p:p0+%p{ug—[ué’6+%cu(x—xo)} }

Como a velocidade aumenta, a pressdo deve diminuir, de maneira que o gradiente de pressdo € negativo
para que a espessura permanega constante (se for zero, a espessura cresceria segundo visto na teoria).

2. (6 pontos) Um viscosimetro de esfera descendente esta baseado na determinacao da viscosidade através
da medicdo da velocidade terminal de queda de um esfera de didmetro D em um liquido de massa



especifica p e viscosidade x, supondo que o regime estéd na faixa de escoamento de inércia desprezivel.

: 24 - . . :
Para esse regime, C, = ——, resultado vélido para Re, <1. Considerar que a esfera é macica e de massa

D

especifica p, > p eque agravidade é g.

a)

b)

, 1 , . 1
Formulas: volume da esfera: En D?, 4rea do circulo: Z:z D?

Determinar a velocidade terminal de queda V_ através de um balanco de forgas incluindo o empuxo.
Uma vez calculada a viscosidade da relacdo da velocidade terminal, que condicdo deve ser satisfeita
para que a solucdo seja consistente com as hipéteses do problema? (1,5 pontos)

Se a esfera é solta na superficie do liquido com velocidade inicial nula, determinar a evolugédo
temporal da velocidade em fungdo do tempo. Obter uma equacgéo diferencial em funcdo das variaveis
adimensionais V" =V /V, e t" =t/T, onde T e um tempo caracteristico que deve ser determinado.
Supor que a forga de arrasto fica determinada pelo coeficiente de arrasto utilizando a velocidade
instantanea. Com a solugéo, determinar o tempo t, em que a velocidade atinge a fragdo » da

velocidade terminal (V™ =7 ; usualmente 77 = 0,99). (2,5 pontos)

Obter uma equacdo diferencial para a distancia adimensional percorrida pela esfera z° :\% e
determinar a distancia z, necessaria para atingir a condigdo V" = 7. (2 pontos)

v

dx X dx
Ajudas para o calculo: |——=-In(l-x)+cte, |——=-x—-In(l-x)+cte.
judas p Ji— == i (t-x)
Solucéo:
a) Considerando o eixo z na direcdo vertical descendente e com origem na superficie de liquido, a

equacdo de Newton para a bola, considerando forgas de peso, empuxo e arrasto, fornece:

A
(pb—p)gvb—CD%pVZAﬁprbd—v = d—v{ —ﬁjG—lCDﬂ—fVZ

dt dt oN Py Uy
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A 4P 3 c _ 24 _ 24y
v, 1 5+ 2D ' 7 Rey p,VD
6
Substituindo, obtemos d—v{ —ﬁJg—l 24u_py 3 V2 :(1_£jg_ 18”2 v
dt Py) 2p,VDp, 2D Py)” ppD
2
A velocidade terminal resulta de zerar a derivada da velocidade: V_ ={1—£J p;s D
P H

- L o V_D D?
Para que a medicéo de viscosidade seja valida, deve ser PY 2 =(1— ﬁj% <1
y7;

b) Adimensionalizando a velocidade:

2 * 2
(1_£]pbgD diz(l pjg_ 18 (1_ﬁ)pbgD v

Py) 18u dt Po p, D? Py ) 18u
2 *
PDTAV e
18u dt

P, D’

, resulta finalmente:
18 i

Fazendo T =




*

dV* :1_V*
dt
Separando variaveis e integrando: 1d\</* =dt" = j d\</* = —In(l—V*)= t"+C

*

Da condigéo inicial V"(0)=0 resulta C =0, da onde:
1—V*:exp(—t*) = V*:l—exp(—t*)
O tempo para V™ =7 resulta n :1—exp(—t;) = ti=—In(l-n) = t, =Tt
Para 77 = 0,99, resulta t;, = —In(1—0,99) = 4,605.
Adimensionalizando dV* =V’ dV* , com z° :Z—, resulta dV* =1_\*/ . Separando variaveis e
dt dz V. T dz \Y

*

o0

* *

. VvV dv
integrando: d —=dz
1-V

C o jv Vv mi-v)=7+cC

1-V
Da condico inicial V*(z* = 0): 0 resulta C =0, da onde:

~V'—Infl-v')=27"

A distanciapara V" =7 resulta —n—Inl-7)=2z, = z,=V, Tz,
Para 77=0,99, resulta zg, =—0,99 — In(1-0,99) = 3,615.
Substituindo a velocidade em fungéo do tempo, obtemos a distancia em funcéo do tempo:
7 =-l+exp(-t’)+t =t - [1— exp(—t*)]



