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Equacdes de Navier-Stokes em 2d ||

Nestas equacdes admitimos que o fluido é um gas newtoniano
e que a hipbtese de Stokes é vélida para a segunda viscosidade.

1 e Kk sdo a viscosidade dindmica e a condutividade térmica,
respectivamente.

Usamos também a equac3o de estado para relacionar pressao,
massa especifica e temperatura: p = pRT.

Podemos adimensionalizar essas equacdes utilizando os valores
de referéncia Vi, Poo, oo € Koo. Aparecem entdo os seguintes
adimensionais:

C VL
Pro, = HxP  Re, — PxYxl
Koo Moo

Podemos ent3o reescrever as equacGes na forma adimensional:
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Equacdes de Navier-Stokes em 2d 1V
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s Reescrevendo em forma compacta:
armo
Equagdes de u; -+ v -F = Regolv . FV

Navier-Stokes

Esta divisdo permite tratar as contribuicGes viscosas e ndo
viscosas separadamente, o que é interessante devido as
diferentes propriedades matematicas de cada uma.

Para discretizar esta equacdo utilizando Galerkin Descontinuo,
tratamos o termo de fluxo convectivo F como foi feito para a
eq. de Euler, e o fluxo difusivo F¥ com os fluxos numéricos
vistos na aula 16 (Formula¢do DG para problemas elipticos e
parabdlicos).



Implementacao do cédigo DG
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m Discutiremos aqui alguns detalhes da implementacao do
método de Galerkin descontinuo explicito no tempo, com
discretizacao temporal de primeira ordem.

Equagdes de
Navier-Stokes

m Métodos de ordem mais elevada podem ser facilmente
construidos a partir das ideias apresentadas aqui, usando
métodos multi-passos.

m Dividiremos o algoritmo em dois niveis: um superior e
outro relativo ao operador de Navier—Stokes.



Nivel superior do algoritmo DG
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ET T m Execute o laco no tempo:

Navier-Stokes

m Calcule o operador de Navier-Stokes U?%;

m Avance no tempo: u"t! =u" + AtU{. Atualize o tempo:
t"*l = (n+ 1)At;

m Atualize as condicdes de contorno tempo dependentes;

m Se t"t1 & menor que o tempo final, continue, sen3o saia
do laco;

m Escreva a saida e armazene os resultados no espaco
polinomial.



Algoritmo para o operador de Navier—-Stokes

Problemas

ipaibiliess m Calcule a contribuicdo convectiva Uy ¢
Bruno S.
Caime m Calcule os valores caracteristicos na fronteira U} ;

Equagdes de
Navier-Stokes

m Calcule a divergéncia do fluxo Euler no interior U} _;
— 1) i
m Faca Urc = Uf , +U;

m Armazene os valores caracteristicos nas fronteiras externas

Calcule as contribuices viscosas Uy y;
m Calcule o fluxo total U = Ur . + Ur ;

m Sobrescreva os valores nas fronteiras externas

n — n
Uf,b — Yf,.cb:



Detalhes sobre o algoritmo DG

fachismas Todas as operacdes no procedimento sdo feitos nos pontos de

hiperbélicos
Brons 5. quadratura, ou seja, no espaco fisico.

Carmo
Equacses de De modo geral, como na discretizacdo das equacdes de
Nevierstekes - Navier—Stokes para escoamento compressivel na forma
conservativa aparecem termos ctbicos, recomenda-se usar
® = 2P. O uso de um nimero pequeno de pontos de
quadratura pode levar a instabilidades.
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Exemplo de aplicacao 1
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Escoamento supersénico (Ma = 2) ao redor de perfil
o NACA4420 com angulo de ataque 20°- malha e contornos de
Navier-Stokes massa especifica (Lomtev, Quillen, Karniadakis, 1998).

Captura de
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Exemplo de aplicacao 2

Escoamento supersdnico (Ma = 2) ao redor de cilindro com
Re = 100, com P varidvel (P =1 antes do choque, P =3
depois do choque e P = 6 na esteira) — malha e contornos de
massa especifica (Lomtev, Quillen, Karniadakis, 1998).
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Técnicas de captura de choques

Para escoamentos com ndmeros de Mach altos, os
choques sdo normalmente bastante agudos e podem ser
modelados como descontinuidades.

Para choques agudos, técnicas de captura de choques
podem ser utilizadas de forma que o choque seja tratado
como uma fronteira livre e se evite calcular derivadas
através do choque.

Métodos espectrais funcionam bastante bem com a
aplicacdo destas técnicas e proporcionam resultados
bastante acurados.

Uma outra alternativa é utilizar dissipacdo (viscosidade)
artificial.



Expressao da velocidade do choque |

mromanes  Considere um escoamento supersénico ao redor de um corpo
e & rombudo, denotando as condi¢cdes a montante do choque
Carme (conhecidas) pelo indice 1 e condicBes a jusante do choque
pelo indice 2.
Gpima ek Shock Wave

choques Domain

O dominio computacional estd compreendido, entdo, entre o
choque (fronteira livre) e o corpo.

A velocidade do choque é calculada integrando a aceleracdo do
choque no tempo, e a posicdo do choque é atualizada
integrando a velocidade do choque no tempo.



Expressao da velocidade do choque Il

Assumindo que todas as variaveis estdo adimensionalizadas
pelos respectivos valores ao longe, aplicamos as relacées de
Rankine—Hugoniot, que descrevem as variacoes de pressao e
velocidade normal através do choque:
s v-—1 vy+1
P2:P1+|n(V1— > >—|n(2 s

-1 2
Y Vi + 2 vl

Vs = ,
SR y4+11

onde P =1Inp, Vi =u;-n— wn; é a componente normal ao
choque da velocidade do gés, sendo que w é a velocidade do
choque e o versor n = (ny, n2) é normal ao choque.



Expressao da velocidade do choque Il
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Derivando no tempo, obtemos

Captura de p2 = GV]-’ V2 = FV]-’
choques

onde

v—1 2y 2V

o R L S—
T+l (v + VP VE—(y—-1)/2

com a condicdo adicional de que o escoamento ao longe é
independente do tempo.



Expressao da velocidade do choque IV
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Carmo Substituindo essas expresses na equacdo da pressdo derivada
com uma condic3o caracteristica, obtemos a aceleracido do
choque

Captura de

choques ~up - A(cgG —vF) — win(cG —yF +7) +quz - i+ ¢ C

nl(CoG — ’)/F + ’)/)

onde

C=(u1—con) - VP+R,— Cl(anu + mR,),
0

sendo R,, R, e R, as caracteristicas para p, u e v.
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Dissipacao artificial constante no elemento

Discutiremos aqui a introduc3o de viscosidade artificial em
elementos préximos aos choques como um modo de evitar
oscilacGes espurias. A técnica é baseada no trabalho de
Persson & Peraire (2006) e foi implementada por Moura
(2012) nas equagdes de Euler bidimensionais.

As equacdes de Euler sao modificadas pela inclusao de um
termo viscoso
Ou

5 TV Fu)=V Fy(u), F.(u)=eu)Vu

onde o fluxo viscoso é dado por F, = (F%, FY).

Para a discretizacao dos termos viscosos, pode-se utilizar o
esquema modificado de Bassy-Rebay (BR2), no qual a equacdo
de segunda ordem acima é dividida em um sistema de duas
equacdes de primeira ordem, com G — Vu=0¢e F, = ¢(u)G.
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Dissipacao artificial: calculo do coeficiente de
dissipacao € |

Para calcular o coeficiente de dissipacdo em cada elemento, é
necessario implementar um sensor de oscilacdo o. Usaremos g
e g para representar a expans3o completa (contendo todos os
P modos) e truncada (contendo somente P — 1 modos) de
alguma propriedade derivada da expansdo de u, ou seja,

P P-1
9= mdm(€1,&),  G= D cmdm(é1,&2).
m=1 m=1

O sensor ¢ pode ser definido como a razdo das normas L?
(dentro de Q¢) de g —g e q,

gl (> ) (S 22
o=t = ST RllgmllB | /D Allgmll2

2
llallZ m=pP—1 m=1
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Dissipacao artificial: calculo do coeficiente de

dissipacao € Il

Bons resultados s3o obtidos quando se utiliza o niimero de
Mach local como a variavel q.

A dissipacdo artificial € é ent3o introduzida gradualmente da
seguinte forma

0, se s < sy— K,
e=< e {1+sen ”(52;50)} , sesg—k<s<sg+kK,
€0, se s > sy + K,

onde s = logyg 0, so = —(A+ Blogio P) e o = Che/P.

Valores tipicos para as constantes no caso bidimensional s3o
A4, B4, C=~0,1ek=0,5 mas eles sdo fortemente
dependentes do caso sendo estudado e devem ser ajustados
para fornecer resultados 6timos. J& h. pode ser tomado como
o comprimento da maior aresta do elemento.



Dissipacdo artificial: resultados (Moura, 2012) |
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Dissipacao artificial: resultados (Moura, 2012) Il

Problemas

el Escoamento ao redor de perfil diamante localizado em duto
Bruno S. com Ma = 1,5. Valores de niimero de Mach local na linha
Carmo
vermelha:
1.7+ 7
Captura de
choques 1.65
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Dissipacado artificial: resultados (Moura, 2012) Il
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Bruno S.
Carmo com Ma = 1,5. Contornos de pressao estatica normalizada para
Equagdes de P - 5
Navier-Stokes
Captura de PR,
choques 0.40
0.39
0.38
0.36
0.35
0.34

0.33
0.32
0.31
0.29
0.28
0.27
0.26
0.25
0.24
0.22
0.21
0.20




Dissipacao artificial: resultados (Moura, 2012) IV
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S com Ma =1,5. Contornos de viscosidade artificial € para
P =5:
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Dissipacdo artificial: resultados (Moura, 2012) V

Problemas . . .
hiperbolicos Escoamento ao redor de perfil diamante localizado em duto
Bruno S. com Ma = 1,5. Ampliacao dos contornos de pressao estatica
Carmo . . ~
normalizada para P = 5, mostrando a capacidade de resolucdo
de choque no interior dos elementos:
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