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Introducao

Problemas
hiperbélicos

Bruno S. m Métodos espectrais sdo particularmente eficazes na

Carmo

solucdo de fendbmenos de propagacdo governados por
equacodes hiperbdlicas de conservacao;

m Isto se reflete na tradicional aplicacdo em éareas onde é
crucial que se tenha uma boa precisdo para longas
integracdes temporais, como é o caso de meteorologia,
oceanografia e sismologia.

m Dificuldades com o fenémeno de Gibbs “atrasaram” a
aplicacdo em outras areas onde solucdes n3o suaves estdo
presentes, tais como o escoamento compressivel e de
fluidos magnéticos.
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Formulacdo conservativa

Problemas

hiperbdlicos Consideraremos uma lei de conservacdo hiperbélica de um
Bruno S escalar u, com condicGes iniciais e de contorno apropriadas,
armo
Formulagdo 8” 6f(u)
conservativa —_ + - 0
ot Ox

Uma formulac3o conservativa é tipicamente necessaria para

choques em solucdes descontinuas sejam propagados com a
velocidade correta. Este tipo de formulacdo é natural para o
método de volumes finitos e para a formulacdo de Galerkin

descontinua.

A seguir, desenvolveremos procedimentos de célculo de média
na célula e de reconstrucdo na face (teis para uma
discretizacao de elementos espectrais com expansoes nodais.



Problemas
hiperbélicos

Bruno S.
Carmo

Procedimento de calculo de média na célula

No caso unidimensional, a média de uma quantidade escalar,
u;, é dada por

1 X;—
up = u(x;, t) = 7/ u(x, t) dx.

Xi+ — Xj— i+

Aplicando esta definicdo, podemos integrar a equacdo
hiperbdlica numa célula que se estende de x;+ a x;—, obtendo
OD,- 4 f(u,-+) — f(u,-—)
ot Ax;

=0. (Ax; = x;+ — x;-)

Esta equacdo sugere que os fluxos f(u) devem ser avaliados
nos extremos da célula, i*, usando valores de velocidade
reconstruidos. Dessa forma, chegamos a uma formulacao
conservativa da equacdo semidiscreta.



Calculo de média para expansdes nodais |

Problemas

ifiparzien Assumindo que a velocidade seja expandida em termos de um
Ee S, polinémio de Lagrange definido nos pontos de

Carmo

Gauss—Lobatto—Chebyshev,

P
ue(x) = D uphn(x),
n=0

aplicando o operador de média, obtemos

onde uf sdo as incdgnitas nodais para o elemento e; hp(x) e
hn(x) sdo o interpolante e a funcdo de média correspondente,
respectivamente.



Calculo de h,(x) e hy(x) |

Problemas

hiperbélicos
Bruno S. 2 P ].
Carmo hn(X) = F Z zc 7—p(Xn)7_p(X)7 O < n< P7
p=0 ~""P
_ 2 _
hn(x) = e Z > To(xn) T p(x), 0<n<P,
p=0

onde ¢, =1se n#0,P e ¢, = 2 para os outros casos. T, sdo
polinémios de Chebyshev do primeiro tipo, que podem ser
calculados pela relacdo de recorréncia

To(x)
T1 (X)
Tn+1(X)

1
2xTp(x) — Th-1(x)



Calculo de h,(x) e hy(x) Il

Problemas

hiperbélicos

Bruno S. T sdo as médias do polindmio de Chebyshev, que podem ser
@ ~ N .
e calculados pela relacdo de recorréncia

To(X) =1

Ta(x) = %01 Un(x)x

Ti(x) = %[ak Ue(x) — ok aUp o(x)], Yk >2
sl /A Thald)

onde ok = G Tysenfr/2P)] © Uk K+ 1
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Calculo de média para expansdes nodais |l

Colocando em forma matricial, o calculo da média é
uf =Aju;, 0<n<P, 0<i<P,

onde AS, = h,(x;).

O polinémio pode ser construido usando interpolacdo de
Lagrange



Formulacdo bidimensional

(Pratitarizs Estenderemos a formulacdo para duas dimensdes, considerando
hiperbélicos au 8f(u) 7 ag(u)

Bruno S. a equacao — + + =0.

Carmo 8t 8X ay

Para uma malha retangular,

Oty fivj—Ffij | &y —8ij-

=0
ot Ax; Ay; ’
onde
i =y, )| ()9
i+ ulXj+,y))ay,
g i+ = A / u(x, yj=)) dx,

= 1 1 /yjJr ‘/XiJr ( ) d d
upj= —_— u(x, xdy.
J AX, A_yj yj, Xi— y y



Procedimento de reconstrucao

Problemas

el O valor da funcdo nas faces pode ser calculado a partir dos
Bruno S. valores médios pela expressao
Carmo
P P—1yj
ux) = D EHGH) Gl = 3 ()
Jj=1 p=0 ~P
onde
j ].
o FTP(XJ'), p=P-2, P—1,
; 1
/\13 = F[TP(XJ’) - Tp+2(Xj)]a 0<p<P-3,

S sen[(p+ 1)A6/2]
P (p+1)sen(26/2)

e Up(x) = (1/(p + 1)) Thyy (x).
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Restricoes de interface |

Para formar um polindbmio de interpolacdo global, é preciso
impor uma condic3do de continuidade apropriada nas interfaces
elementares.

Na operacdo de reconstrucado, s6 utilizamos P pontos para
obter um polindmio de grau P. O requisito de continuidade
vem justamente para suprir a informacao faltante.
Acrescentamos um termo extra ao polindmio. Denotando a
coordenada local por &,

P Sue
uE) = Y ALG) + (1 - O T s

Jj=1
onde o salto du€ é definido por



Restricoes de interface |l

Problemas

prorees. A expressdo (1 — &) Tp(£) € nula em todos os pontos de
Brune 5. Gauss—Lobatto—Chebyshev do elemento (e + 1), exceto no

Carmo

ponto mais a esquerda. Portanto, a implementacdo desta
condicdo é equivalente a requerer que o valor de u no ponto
mais a esquerda seja igual a uy. O mesmo valerd para o
elemento e com relacdo ao seu ponto mais a direita.

Usamos uma abordagem upwind ent3o para determinar o valor

de u.,
P
Uy = Z _J‘?HGJ-(—l) =yttt se V<0
j=1
P
u7:ZL_/ij(1):u,% se V>0
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Monotonicidade

Problemas

hiperbélicos
B S. ~ ~
Carmo m Quando tratamos da equacdo de adveccio, destacamos
que as oscilacGes causadas pelo fenémeno de Gibbs podem
levar a instabilidade numérica, principalmente quando
Monotonicidade estamos lidando com problemas nao lineares.

m A recuperacdo de monotonicidade pode ser feita com o
emprego de limitadores nao lineares, que s3o tipicamente
empregados em sistemas de leis hiperbdlicas de
conservacao.

m Trataremos nesta aula de apenas uma abordagem, a da
correcdo de fluxo, embora existam vdrias outras.



Correcao de fluxo

Problemas
hiperbélicos

S Trata-se de um método n3o linear, monotonico e que preserva
Carmo a positividade, eliminando o fenémeno de Gibbs e produzindo
solucdes fisicamente aceitaveis.
Monetenicidade () a|goritmo consiste de dois estagios: um estagio difusivo de
transporte e um estagio anti-difusivo, ou corretivo. Na pratica,
o primeiro estagio pode ser calculado com uma discretizacao de
baixa ordem que preserva a monotonicidade e o segundo com
uma discretizacdo de alta ordem que dita a acuracia.

Chamado a solucdo de baixa ordem computada no primeiro
estagio de D}d e a solucdo final obtida apds a aplicacdo de
limitacdo de fluxo 7™ (x, t), onde n se refere ao passo de

tempo onde a solucdo é conhecida, temos o seguinte algoritmo:



Algoritmo de correcao de fluxo |

Problemas
hiperbélicos

Bruno § Dado o campo #;(0) obtido da média de célula da condi¢do
Carmo |n|C|a| U(X7 0)’

m Calcule, para todos os pontos nodais, o fluxo f+
B correspondente ao esquema de baixa ordem;

m Avance (explicitamente) a solu¢do com o fluxo de baixa

ordem para obter uif9;

m Calcule, para todos os pontos nodais, o fluxo F;x
correspondente a discretizacdo de alta ordem;

m Calcule e limite o fluxo anti-difusivo
A;‘:i = Cii(Fii — f;'i), 0 S C,‘i S 1,



Algoritmo de correcao de fluxo Il

Pislimes m Empregando um procedimento de reconstrucdo, obtenha

hiperbélicos
e 6. os valores u;=;

Carmo
m Atualize (explicitamente) a solucdo final baseado nos
fluxos anti-difusivos limitados, isto é,

Monotonicidade

O esquema mais simples de baixa ordem e que preserva a
positividade é o upwind,

fir = Vi, Vi >0,

fi- = Viuf, V; <0.



Exemplo de aplicacao de correcao de fluxo

Problemas
hiperbélicos

Bruno S.
Carmo

Monotonicidade

Adveccio linear de uma onda quadrada combinada com uma semicircular.
Métodos com correcdo de fluxos (a) Fourier; (b) Chebyshev (Ner = 1); (c)
Chebyshev (Ne1 = 2); (d) diferencas finitas de segunda ordem.
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Equacdes de Euler em 1d

Problemas

hiperbélicos
runo S.
“Carmo Considerando o escoamento unidimensional de um gas
politrépico:
Oou Of
ou | Ofw) o
ot Ox
com
P pu 1
u=| pu |, f=| puutp |, p=(y-1) (E—2pu2>,
E u(p + E)

onde p é a densidade, u é a velocidade, p é a pressdo, E é a
energia total, e ¥ = ¢, /c, a razdo de calores especificos do gas.



Equacdes de Euler em 1d — Caracteristicas |

Problemas
hiperbélicos

As condicGes de contorno e fluxos de interface devem ser
Bruno S. . . o
Carmo Impostos via caracteristicas.

Considerando a matriz jacobiana do sistema A(u) = 0f /Ou, os
autovetores direitos sao:

1 1 1
aw=| v-c |inw=| u | nw=] e
H — uc Fu? H + uc

onde ¢ = \/vyp/p é a velocidade do som e H é a entalpia

E 2 1
:7+p: < +7U2

H
p y—1 2



Equacdes de Euler em 1d — Caracteristicas |l

hﬁ:::’gf;l‘i‘j; Os autovetores esquerdos de A s3o:
Bruno S. 1 u
Earme li(u) = 50 <[2c—|—u('y—l)]2,—c—u(ﬂy—1),fy—1> 7

1 5 u?
|2(u): (C _( _1)27u(7_1)’_(7_1)> )

1

|3(u):2C2<—[2c— oy~ 1)]a,c— ulry —1),’y—1>.

Podemos ent3o definir a matriz A = A(@1), onde @1 é o estado

obtido com a média de Roe entre os estados up e u8+1:

\/EUP 4 P8+1 e+1




Equacdes de Euler em 1d — Caracteristicas Il

Problemas Denotamos ent3o as matrizes de autovetores direitos e

hiperbélicos
Brune 5. esquerdos da matriz A = A() respectivamente por

Carmo

11 (@)
R = (ru(d), ro(), r3(0i)), L= Ix(0)
I5(i1)
de modo que a matriz A pode ser decomposta
A 0 0
D=L-A-R= 0 X O
0 0 A3

sendo os autovalores de A dados por

AM=u—c¢c, A=u, MN=u+tc.



Equacdes de Euler em 1d — Caracteristicas 1V

o As variaveis caracteristicas v = L - u podem ser definidas para
ambos os estados
Bruno S.
Carmo
e+1 e+1
vo' =L-ug"",
e __ e
Vp = L- Uup.

Os valores a serem impostos na interface podem ser entdo
definidos por um fluxo upwind

o (V8+1),‘, )\,‘ < 0, .
(V’Y)l - { (V,%)ia )\1 Z 07 = 17273'

e podem ser transformados de volta as varidveis fisicas por

u, =R-v,.



Equacdes de Euler em 1d — Caracteristicas V
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Alternativamente, poderiam ser usados o fluxo de Roe:

Fug™) £ F05) iy o6
2 2 '

f, =

ou o fluxo de Lax-Friedrichs

f(ug™) + f(up)
2

f“{ = - a(u8+l - u%)?

onde o € uma constante relacionada ao maior autovalor de A.



Aplicacdo da correcdo de fluxo as equacdes de
Euler 1d |

Problemas
hiperbélicos

e Algoritmo se baseia no uso da decomposicao em caracteristicas
runo S. . .
Carmo nas interfaces e nas fronteiras.

m Calcule o campo de médias de célula correspondente a
condicdo inicial;

m Calcule os fluxos correspondentes ao esquema de baixa
ordem. Por exemplo, aqui utilizamos o esquema de Roe
f(ui1) + f(0) _1 (041 — 1)
fir =———"————R-|D|-RT"——+—-,
2 2
onde R é a matriz jacobiana que consiste nos autovetores
direitos do sistema de Euler linearizado em torno do
estado médio de Roe entre uj;1 e uj;



Aplicacdo da correcdo de fluxo as equacdes de
Euler 1d I

o e, m Avance (explicitamente) a média das células no tempo
B usando os fluxos de baixa ordem, usando um esquema de
Carmo Adams-Bashfort de terceira ordem, para obter utd

m Calcule os fluxos F correspondentes a discretizacdo de alta
ordem;

m Calcule os fluxos anti-difusivos A; = F; — f; e os limite
para obter Af. E crucial que o limitador seja aplicado aos
fluxos anti-difusivos caracteristicos.

m Atualize (explicitamente) as médias das células usando os
fluxos anti-difusivos e um esquema de Adams-Bashfort de
terceira ordem para obter u'7+1

m Reconstrua os valores dos pontos a partir das médias das
células.



Equacdes de Euler em 2d

Problemas

hiperbélicos
Bruno S. au af(l") ag(u)
Carmo AL + — 07
ot Ox Oy
com
P pu pv
u— pu = puu + p  g= puv 7
pv puv pvw + p
E u(p + E) v(p+ E)

onde p=(y—1) (E — 1p(u® + v2)).

Tratamos cada uma das dimensdes separadamente, de forma
sequencial, de modo que podemos usar os solvers de Riemman
unidimensionais aproximados.



Equacdes de Euler em 2d — Tratamento dos
vértices

Problemas 2
hiperbélicos Element 4“77 R+ Sy —I—
Bruno S. N o ’7 - ].
Carmo 2
\“, Element 3 R_ =y —
\A ’7 P— 1
777777777777777777777 11 77777777 jR_ 5+ =V +
/ Element 2 2
ST —y__ %
v—1
1 + — 1 + _
UZE(R +R7), v:§(5 +57),

-1
c= 1 S(R" =R +5"=S)—cp s=sp.




Equacdes de Euler - Método de Galerkin
Descontinuo |

Problemas Reescrevendo as equacdes de Euler em 2d
hiperbélicos ’

Bruno S. au

Carmo - + V M F(u) = 0,

ot

ou em forma quase linear

onde of 5
4
A,=—, Af=_-=.

u y ou

Aplicando o método de residuos ponderados, integrando o
termo de fluxo por partes duas vezes e utilizando o teorema da
divergéncia:

a(l(;tV)e - /E)Qe v[f(uj,uo) — F(u;)] - nds + (V- F(u),v)e = 0




Equacdes de Euler - Método de Galerkin
Descontinuo |l

Problemas

hiperbélicos L. ~ L,

e O fluxo numérico f(u;, u,) é calculado usando um solver de
runo .

Carmo Riemman unidimensional. Produzimos ent3o dois estados

intermediarios u; e uy tal que

f(ur) — f(u2) = Ac(u1 — up),

onde a matriz A, para as variaveis conservadas é

A, =
0 1 0 0
5[(v=3) P+ (v=1)v?] (3—y)u —(y-1v -1
—uv v u 0

ul(y=uu—ye]  ye—z(y-1)(v*+30%) —(y-1L)uv  u



Equacdes de Euler - Método de Galerkin
Descontinuo Il
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Esta matriz pode entdo ser diagonalizada
A,(u) = RDL
e o método das caracteristicas aplicado.

As matrizes de autovetores direita e esquerda s3o:

1 1 0 1
R — u—=c u 0 u+c
v v 1 v

H—uc 3(v-v) v H+uc
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Equacdes de Euler - Método de Galerkin
Descontinuo 1V

L(vv)Betu _1+Buc  _Bv B
[2d 2c 22
SRR R T T
iy 0 10
%(v.v)ﬁc—u 1—fBuc _ Bv B
2¢ 2c 2 2
onde 3 = (y —1)/c.
A matriz diagonal de autovalores é:
u—c 0 O 0
B B 0 u 0 0
D=L-A-R= 0 0 uvu O
0 0 0 u+c



Equacdes de Euler - Condicées de Contorno

Problemas
hiperbélicos

Brune 5. Considerando os sinais dos autovalores, \;, temos quatro casos
Carmo possiveis de condicdes de contorno:

m Entrada supersonica: A\; <0, i=1,2,3,4

m Entrada subsonica: \; <0, i=1,2,3, M>0
m Saida subsbnica: \; <0, X\, >0 i=2,3,4

m Saida supersonica: A\; >0, i=1,2,3,4

Cada autovalor negativo corresponde a uma caracteristica de
“entrada”. O nimero de varidveis a ser prescrita na fronteira é
igual ao nimero de caracteristicas de “entrada”.
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Equacdes de Euler - Método de Galerkin
Descontinuo V

Sistema de coordenadas local para o célculo das caracteristicas:



Equacdes de Euler - Método de Galerkin
Descontinuo VI
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cme Para os valores do estado u devem ser usadas as médias de Roe:
P =/P2p1,
o (uy/p)2 + (uy/Ph
VP2 +4/P1 ’

H= (H\/IB)Z + (H\m)l
NCENE




DGM - fluxos

Hiperbalcos Upwind
e f(u1,uz) = F(RD"Lu; + RD ™ Luy),
onde D* = %(sign(D) +1)
Roe

o 1 1
f(ul, UQ) = E[F(ul) + F(UQ)] — ER’D‘L(U2 — u1).
Lax-Friedrichs

f(uh u2) _ F(Ul) + F(UQ) ; amax(u2 — ul)’

onde amax = max(|D];,,')
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Escoamento de Ringleb (Hartmann, R., 2002)

inflow

Figure 2.1: Geometry for Ringleb’s flow; M denotes the Mach number.

Figure 2.2: Ringleb flow problem: Meshes with 2, 8, 32 elements.



DGM — convergéncia - Exemplo 2 - |l
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Escoamento de Ringleb (Hartmann, R., 2002)
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Equacdes de aguas rasas

Problemas
hiperbélicos

Bruno S. m Utilizadas quando as escalas de comprimento nas direcdes

Carmo

horizontais sdo grandes comparadas a escala vertical.
m Aplicadas em engenharia hidraulica, costeira e oceanica.

m As equacdes sio bidimensionais e sdo uma alternativa a
fgu“jgf:aie simulacdes completas tridimensionais para se obter
soluces relativas ao movimento e comportamento de
ondas.

m Um detalhe importante é que o tratamento de dominio
variavel no tempo, que seria causado pelo movimento da
superficie livre, é evitado.



Problemas
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Equagdes de
aguas rasas

Equacdes governantes

As equacdes de aguas rasas sdo um sistema de equacdes
diferenciais parciais ndo lineares de carater hiperbdlico,
bidimensionais. Expressas em termos de variaveis
conservativas, podem ser escritas da seguinte forma:

5 + V- F(u) = s(u),
onde F = (f,g) é o vetor de fluxo e
H uH vH
u=| uH |, f=| PH+gH?/2 |, g= uvH
vH uvH v2H + gH?/2

sendo H(xi, X2, t) = ((x1, X2, t) + d(x1, x2) é a profundidade
total, d(x1, x2) é a profundidade da dgua parada e ((x1,x2,t) a
elevacdo da superficie. Além disso, u(x1, x2, t) e v(x1, x2, t) sdo
as velocidades médias (na profundidade) nas direcdes x; e x2 e
g é a aceleracao da gravidade.



O termo fonte s(u) é introduzido de modo a levar em conta
forcas devido ao atrito, inclinacdes do assoalho, efeitos de
Coriolis, entre outros.



Problemas
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Equagdes de
aguas rasas

Formulacdo de Galerkin descontinua |

De forma similar ao que foi adotado para as equacdes de Euler,
a formulac3o fraca para a equacdo de aguas rasas num
elemento e é

(v, au/at)e — (Vv, F(u))e + (F(u),v - n>e = (v,s(u))

e’

onde os parénteses denotam o produto interno em Q€ e os
colchetes em angulo integrais de contorno em 02¢.

O acoplamento entre os elementos é feito substituindo-se F(u)
por um fluxo upwind, |~=(u,-, u,), onde os indices i e o se
referem, respectivamente, a grandezas internas e externas ao
elemento.



Formulacdo de Galerkin descontinua Il

Problemas
hiperbélicos

Integrando a equac3o anterior mais uma vez por partes,
Bruno 5. obtemos a forma de divergéncia

(V7 au/at)e_ (V’ v'F(l"l))e—~_<v7 [F(ui7 uo)_F(u")]'n>e = (V, S(u))e7
que é atrativa por envolver produtos internos com formas
similares aqueles obtidos na formulacdo continua.

Equagdes de
aguas rasas

A discretizacdo da equacdo é completada substituindo os
espacos de teste e de base continuas v e u por espacos finitos

V‘S e U5.

Lembramos que é vantajoso utilizar pontos de quadratura de
Gauss ao se avaliar os fluxos através das arestas pelo fato de se
evitar a solucdo de fluxos bidimensionais nos vértices.



Problemas
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Equagdes de
aguas rasas

~

Avaliacdo do fluxo normal, F - n

A avaliac3o do fluxo F pode ser reduzido a um problema
unidimensional de Riemann na direcdo normal a uma dada
aresta. Comecamos introduzindo a matriz de rotacio e a sua
inversa:

1 0 0 1 0 0
T= 0 ngq ny , T 1= 0 ngq —ny ,
0 - nX2 nX1 0 nX2 nX1

e definimos U = (H, Hti, HV) T = Tu, onde @i e ¥ s3o as
velocidades normal e tangencial a aresta, respectivamente.

O fluxo normal a aresta, F - n, pode ent3o ser escrito em
termos do fluxo unidimensional f como

IN:(u,-7 uy)-n= T_lf(U,-7 U,).



Avaliacao das caracteristicas

e Definimos f usando uma abordagem baseada nas invariantes de
Brons 5. Riemann, e para isso precisamos determinar a forma
Seine caracteristica do sistema e ent3o aplicar uma soluc3o de
Riemann baseada na informac3o caracteristica.
Comecamos construindo o jacobiano da funcdo de fluxo,
A = 0f/0U,
Equagdes de 0 1 0
sguas rasas A-| c-m 25 0,
—uv v U

onde ¢ = v/gH é a velocidade da onda.
Os autovalores de A s3o

AM=U—c, M=uU M=0+cC



Decomposicao da matriz de Roe A*

Problemas

hiperbéicos Usando a definicdo de A e construindo as médias de Roe das
Bruno S. variéveis,

Carmo
D*:Bi\/ﬁi"i‘uovHo V*:VIWH/'_‘_VO\/H*O
VH +VH, VH +VH,

H* = vV HiH,, = \V 0>5(Ci2 + Cc21)?

podemos calcular a matriz de Roe A* = A(U*) e as
automatrizes esquerda, L*, e direita, R*.

Equagdes de
aguas rasas

Definimos também a matriz diagonal, D* que contém os
autovalores AT tal que

D* = L*A*R".



: E% Avaliacdo do fluxo unidimensional f |

(70
&
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Problemas

hiperbélicos
Bpruno . Assim como foi feito no caso das equacdes de Euler, podemos
Carmo determinar o fluxo upwind unidimensional utilizando diferentes
abordagens.
Fluxo de Lax—Friedrichs
d ) 1 max; ||
s f(U;, Uo) = S[F(Us) + F(Uo)] — ————(Uo — Uy)

Fluxo de Roe

F(U;,Uo) = %[f(ui) +f(Uo)] - %R*|D*|L*(Uo ~U))



Avaliacdo do fluxo unidimensional f Il

Problemas
hiperbélicos
P Fluxo HLLC
f(Ui)7 5,‘ > 0,
f(U;,U,) = f(U;) +Si(Umi —U;), S <0< Sy,
PN f(Uo) + So(Umo — Uy), S <0< S,
f(Uo), So<0>0,

Equagdes de
aguas rasas

onde U,,; e U,,,, sdo obtidos de

S(i,0) — U(i,o0) !
Um(i,o) = H(i,o) <W> Sm



Avaliacdo do fluxo unidimensional f Il

Praiie Fluxo HLLC (cont.)

hiperbélicos

Bruno S. - ~ ) .
Carmo Os valores S;, S, e S,,; sd3o baseados em trés estimativas

de velocidades de onda,
Si =t — ¢sj,
So = U + CoSo,

o SiHo(L_/o - So) - 5oHi(’-_/i - S:)

Equagdes de

; Sm= ’
4guas rasas Ho(L_IO — 50) — H,'(l],’ - 51)
onde
Hr2n+HmH(l o) H
sy m > F(j o),
S(i,0) = 2ILI(2",<>) (ol e
1 Hm < (i,0)»
1/1 1, _ )2
U AR TRYE



Condicoes de contorno

Problemas

hiperbolicos As condicGes de contorno podem ser impostas através da
Bruno S. utilizacdo de “arestas fantasmas” nos elementos da fronteira.

Carmo

Dessa forma as condicées de contorno sdo impostas de forma
analoga a solucdo dos fluxos nas interfaces dos elementos.

Parede: condicdo de impermeabilidade [(u, v) - n = 0]

Equagdes de HO — H,‘, DO == —D,'7 VO — V,

aguas rasas

Entradas: condicdo de entrada imposta diretamente as
arestas fantasmas, o que significa que a condicdo de
contorno é imposta de forma fraca.

Saidas: condicdo do estado inicial ndo perturbado é
imposto as arestas fantasmas.



Exemplo I: onda estacionaria linear

Problemas

hiperbdlicos Discretizac3o triangular de Galerkin descontinua, com func&es

Bruno S.
Carmo

ortogonais com expans3o base, e avanco no tempo através de
método Runge-Kutta explicito. O problema tem solucdo
analitica.

10°

H(x,y,t) = d + acos(kx) cos(wt)
B e u(x,y,t) = ai sen(kx) sen(wt) or
aguas rasas kd

v(x,y,t) =0

onde a é a amplitude, k o
nimero de onda e w a 10"

ok
)
w
IS
Py

frequéncia, tal que w? = gdk?. P



Exemplo II: simulacdo de ondas no Porto de Visby

Problemas 15001
hiperbélicos r I
1500 (= | d
Bruno S. i [ 2
Carmo [ I 3
3 J 1000 |- -4
L SRR K}
SR |
- 1000 SERARRERAA o s
Formulag3o L ‘%ﬁg&g{:ﬁ;ﬁ‘ s 7
. OLATP A B
L (e E
conservativa - r %ﬁ‘rﬂe}g{e‘a; Berth no. 5 L -g
5
- L XX 500 f~ -
Monotonicidade 10
500 = oA 1. Generating boundary I
- 3 2. Open boundary L
Equacgdes de 3. Wall boundary L
Euler 3 L
" L. ) L L ol—
Equacdes de R 500 1000 1500

aguas rasas X X
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