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Introducao

Estudaremos nesta aula o escoamento incompressivel e
isotérmico de um fluido newtoniano com propriedades
constantes. Este escoamento é governado pelas equacdes de
Navier—Stokes para escoamento incompressivel.

1
@—l—v-Vv: —~Vp+ vV
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Discutiremos algoritmos para a solucdo direta destas equacGes
(DNS) ou somente das grandes escalas (LES).

Estaremos interessados em formulacGes que podem ser
estendidas a trés dimensdes, usando variaveis primitivas
(velocidade e pressdo) ou velocidade e vorticidade.
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Formulac3do variacional — Stokes estacionario |

e Para escrever as equacdes governantes na forma variacional,
g 5. precisamos definir os espacos funcionais apropriados para os
Carmo campos de press3do e velocidade, e para isso precisamos

Formulacdo considerar as derivadas espaciais de mais alta ordem envolvidas.

variaciond| Podemos ent3o considerar o problema de Stokes estacionério:

—vV2v+ Vp =T,
V.-v=0,
v=0 em 0Q.

onde f é uma forca externa e p esta escalada por p.
Os espacos apropriados s3o:

H3 (Q) = {w € H}(Q) | w = 0 em 9Q},
12(9) = {qe 12(Q) ‘/qux:o}.
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Formulagdo
variacional

Formulac3do variacional — Stokes estacionario |l

Forma variacional do sistema de equacées de Stokes em regime
estacionério, a ser resolvido de forma acoplada:

(Vw,vVv) — (V-w,p) = (w,f), VYwel =H Q)
(@Y v)=0, VYgeM=I3(Q).

Os espacos discretos para a velocidade e a pressdo (M‘;,M‘;)
podem ser subconjuntos dos espacos definidos acima usando
polinémios de grau < P para um subdominio Q€. Entretanto,
por causa da forma do acoplamento entre pressao e velocidade,
precisamos adotar espacos de funcGes que obedecam a
condicdo inf-sup (div-stability).
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Formulagdo
variacional

Condicao inf-sup

O espaco das pressdes, M, tem que ser restrito, de forma e
excluir modos esplurios, definidos pela condicdo

(w,Vp*)=0

Se o espaco inteiro M? é utilizado, entdo qualquer par
[v0, p® + p*] também é uma solucdo do problema de Stokes
discreto.

N3o vamos explorar neste curso os detalhes matematicos desta
condicdo, ao invés disso, vamos nos ater a dizer que o
problema pode ser solucionado usando uma discretizacdo
Pp(2°)/Pp_2(92°), ou seja, usar um polindmio de ordem P
para o campo de velocidades e um de ordem P — 2 para o
campo de pressoes.



Alternativas para evitar os modos espurios

Esc.

Incompressivel  DiscretizacBes que n3o respeitem a condicdo inf-sup, mas que
Bruno S. sejam mais convenientes do ponto de vista numérico, podem

Carmo

ser utilizadas, desde que outras estratégias sejam empregadas,
por exemplo:

Formulagdo
variacional

m Fazer uma decomposicdo de valor singular do operador de
pressdo, de modo a filtrar os modos espdrios (Phillips &
Roberts, 1993);

m Usar métodos de estabilizagdo (Franca et al. , 1993);

m Complementar espaco de velocidades com funcdo de bolha
(suporte local) (Canuto, 1994);

m Usar uma formulacdo segregada, onde uma equacido de
Poisson para a pressdo é resolvida, com condices de
contorno apropriadas.
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Métodos acoplados para formulacdo em variaveis
primitivas

m Nos métodos acoplados, a condicdo de inf-sup tem que ser
respeitada.

m N3o é necessario definir condicdes de contorno para a
pressao.

m Discutiremos trés formulages: Uzawa, subestruturagdo e
penalidade.
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Métodos
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Algoritmo de Uzawa |

Forma discreta da equacdo de Stokes:

vLv — D"p = M,
—Dv =0,

onde a matriz D = (D,,, D,,, D,;) é o operador gradiente
discreto.

Isolamos v na primeira equacéao:
1
v=-(L"!IDTp +LIMf)
v
e substituimos na segunda equacdo:

1
—Dv=--(DL"!D"p+ DL IMf) =0
14



Algoritmo de Uzawa I
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vLv = D p + Mf,
Sop = —DLIMf,

Métodos
acoplados

onde a matriz da pressdo é

So=DL'D'.

Tanto L quanto Sg sdo matrizes simétricas positivas
semi-definidas. A matriz Sp ndo serd inversivel se a dimens3o
do espaco de pressdes (nimero de linhas de D) for maior do
que a dimens3o do espaco de velocidades (dimens3o de L). Isto
pode ser visto como uma manifestacio discreta da condicdo
inf-sup.



Algoritmo de Uzawa: solucdo do sistema

Esc.

Incompressivel  Primeiro resolvemos a equacdo da pressao e depois a de
Biunol velocidade. A matriz Sp é cheia (devido a presenca do inverso

o do Laplaciano), embora seja bem condicionada.
, A solucdo do sistema pode ser obtida usando um algoritmo de
acontades gradiente conjugado pré-condicionado.
Inicialize po; ro = DL™IMFf + Sgpo; qo = Mljlro; Po = qo
for m =1, até a convergéncia do
Om = q;l’m/(Plsopm)
Vmil = Vm + OmPm
Frmy1 =Ffm — amsopm
Ami1 =My
Bm = q—rrr1+1rm+1/(q—n:rm)
Pm+1 = Am+1 + BmPm
end for



Algoritmo de Uzawa: aplicacdo as equacdes de
Stokes para regime transiente |

Esc. Discretizando as equacdes transientes com um esquema de

Incompressivel . L. . J
- Euler implicito obtemos um sistema absolutamente estavel:

Carmo

vn+1 —yn
MT + Z/LVn+1 _ DTpn-l—l — an—‘rl’

Métodos — Dvn+1 == 0

acoplados

Com o algoritmo de Uzawa, desacoplamos os campos de
pressdo e velocidade:

an+1 . DTpn+l — an+1’

S;p""! = —DH Mt

onde
Mn
Y H

_ M
frl =4 N At S;=DH'D'.




Algoritmo de Uzawa: aplicacdo as equacdes de
Stokes para regime transiente |l
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Assim como no caso estacionario, a matriz S; é cheia devida a

presenca do inverso do operador de Helmholtz. Entretanto, ela
Métodos nao é bem condicionada quando At — 0. Por isso, o uso de
acoplades pré-condicionadores para a equac3o da pressdo é indispensavel.

As mesmas ideias aplicadas aqui para as equacées de Stokes
pode ser replicadas para as equacées de Navier—Stokes
tratando os termos n3o lineares de forma explicita e
agrupando-os no vetor de carregamento f.



Subestruturacdo do problema de Stokes |
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Consiste na aplicacdo da condensac3o estatica ao sistema de
Stokes.

o Particionamos o espaco de velocidades, /°, em dois conjuntos

acoplados consistindo nos modos de interior (subscrito i) e nos modos de
contorno (subscrito b). Também decompomos o espaco de
pressdes, M9, em dois conjuntos consistindo do modo com a
pressdo média (constante) em cada elemento (subscrito a) e os
outros modos de interior (subscrito ¢).

Assim como no algoritmo de Uzawa, a pressido é descontinua e
0s espacos de pressdo e velocidade devem obedecer a condicao
inf-sup.
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Sistema de Stokes:

Subestruturacdo do problema de Stokes ||

l/Lbb D;rb l/Lb,' DI) Vp fb
22'233325 D.p D.; Pa ga
I/L,'b D;rl VL,',' DI—[ V; f,'
DLb D, P. g

onde L e D s3o as matrizes laplaciana e de derivada e f e g sao
os termos de carregamento das equacGes de quantidade de
movimento e continuidade depois da imposicao das condicoes

de contorno.



Subestruturacdo do problema de Stokes IlI

Esc. Aplicando a condensac3o estatica para eliminar as incognitas
Incompressivel . . ’
- de interior resulta no sistema de contorno

cme s Vp _ fb o VLb,' DZ[—) T f,'
Pa 8a Dai g

Métodos
acoplados

onde a matriz diagonal por blocos, T, é
-1
e [ l/L,',' D,-’L— ‘|

e o complemento de Schur, S, é

g | Se Sl | _ | vtew Dl | _
Sab saa Dab

VL,'b DZ; T I/Lb,' DL-Z
D, D,
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Subestruturacdo do problema de Stokes IV

Uma vez determinadas as incégnitas de contorno, as incégnitas
de interior podem ser calculadas por retrosubstituicdo,

Vi -T fb . VL,'b D;’; T Vp
P. ga DLb Pa
Assim como no algoritmo de Uzawa, ao resolvermos o problema

transiente o termo com laplaciano, vL, é substituido pela
matriz de Helmholtz, H = vL + M/At.



Método de penalidades |
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e relaxamento do vinculo de incompressibilidade:

Carmo

Desacoplamento do par pressao—velocidade através do

1
Re
Métodos v U= _5p

acoplados

Viu+ (u-Vu+Vp=F

onde € é uma constante pequena.
Discretizando, chegamos a:

—ALu+N(uu-+D'p=f
Du—sMp =20
onde L é a matriz laplaciana, N(u) é a matriz referente ao

termo convectivo, DT é a matriz gradiente, D a matriz
divergente e M a matriz de massa.



Método de penalidades Il

Esc.

Inesmmessi Podemos entdo eliminar a pressao chegado a:

Bruno S.

Carmo [_%L + %DTM_]'D —+ N(u):| u= f

Métodos Depois de convergida a velocidade, a pressdo pode ser
acoplados
calculada com:
p=_1M"'Du

Vantagens:

m Desacoplamento leva a uma reducdo do niimero de graus
de liberdade;

m Remocdo da condicdo de incompressibilidade do processo
de solucdo significa que o requisito de div-stability pode
ser ignorado (na formulacdo discreta).
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Métodos
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Método de penalidades Il

Comentérios:

m Ha também uma formulac3o continua (discretizacdo é
feita apds eliminacdo da pressdo). As matrizes geradas sdo
diferentes e neste caso é preciso respeitar a condicdo de
div-stability.

m Quanto menor o valor de &, melhor a aproximac3o, e pior
o condicionamento da matriz. E preferivel usar métodos
diretos para a solucdo do sistema linear.

m Como ¢ é arbitrario, pode-se usar uma matriz de massa
condensada no lugar de M, de modo a facilitar a sua
inversao.

m Referéncia: Gunzburger (1989).
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Método de projecao |

|ncomE:rc;ss.'ve| Os métodos segregados se baseiam no fato de que é possivel
Brune S obter o campo de velocidades sem que seja necessario
Carmo aproximar o campo de pressdes. A maneira de fazer isso é

projetando o campo de velocidades num campo solenoidal
(divergéncia nula).

O espaco L2(Q) pode ser decomposto em uma parcela
Métodos . . .
S — solenoidal e uma parcela irrotacional:

DQ)={u|V-u=0em Q,u-n=0em 0Q},
G(Q) = {w|w = Va},

de forma que funcdes dos dois espacos sdo, por definicdo,
ortogonais,

/uwds:/uv¢ds:—/v-u¢ds+/ ¢ou-ndo =0.
Q Q Q o0



Método de projecao Il

Esc.
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— Assim, a um vetor geral q pode ser aplicada a decomposicao de
carmo Helmholtz, g = u + w. Definimos ent3o o operador de projecao
Pp

P: [2(Q) — D(Q),

de forma que u = Ppq.

Métodos
segregados

Aplicando esta projecdo as equacdes de Navier—Stokes,
obtemos uma equacao de evolucdo para a velocidade
independente da pressao,

% = Pp[rV3v —v - V],

notando que, por construcdo, Ppdv/dt = Ov/0t pois V-v = 0.



Método de projecao IlI
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Na decomposicido do vetor g, normalmente é mais facil
determinar a parte irrotacional w do que a parte solenoidal u.
Isto é feito resolvendo o seguinte problema eliptico de

Neumann:
Métodos 6¢

segregados V2¢ = V -q, % =q-n

Com a soluc3o desta equacdo, fazemos w =V¢ eu=q — w.
Em suma, o método de projecdo, que é a base dos métodos

segregados, aproxima a evolucdo da equacdo projetada e ndo
da equacdo na sua forma primitiva.
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Métodos
segregados

Métodos segregados de primeira ordem
Correcao da pressao |

Nesse método, a condicdo de incompressibilidade é inicialmente
ignorada e a equacdo de evolucdo é utilizada para obter um
campo de velocidades intermediario v. Assumindo, para
simplificar, condicGes de contorno essenciais homogéneas para
a velocidade, no primeiro subpasso temos

: ;;’ + (VT2 T2 = 0V,

v=0 em 0N.

No segundo subpasso, vV é projetado no espaco solenoidal
através de uma correcao da pressio
n+1 _ g
At ’
Vvl =,

vTl.n=0 em 99Q.



Métodos segregados de primeira ordem
Correcao da pressao |l

Esc.
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Bruno S Os termos nao lineares podem ser avaliados de forma explicita
em algum instante de tempo intermediario denotado por
(n+1/2)At.

A quantidade p que assegura a incompressibilidade no segundo
:2::::;05 subpasso ndo é a pressdo exata p., mas satisfaz as seguintes
equacdes:

A

V2l — v . (A"t> em Q,

a[—)n-i-l

o =0 em 09Q.
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Métodos
segregados

Métodos segregados de primeira ordem
Correcao da velocidade |

Neste método, a ordem dos subpassos do método anterior é
invertida. Primeiramente, um campo de velocidades
intermediario e solenoidal é obtido com as equacdes
v—v"
At

+ (vn+1/2 . v)vn+1/2 _ —V[_JH—H,

V-v=0,
v-n=0 em 0.
Assim como no primeiro método, resolvemos este primeiro

passo aplicando o divergente a equacdo de forma a obter uma
equacdo de Poisson para a press3o.

No segundo subpasso, é feita uma correcao da velocidade,
vn+1 —yn

At
viTL =0 em 09Q.

= VVQV”H,



Métodos segregados de primeira ordem
Condicoes de contorno da pressao

Esc.
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Bruno S, Em ambos os métodos, o campo p"*! satisfaz condicdes de

Carmo

contorno de Neumann homogéneas. Entretanto a pressio exata
pe(x, t) satisfaz

V2pe=—-V-[(v-VV] em Q,

Métodos 8[3
segregados € =n- IJVZV em 89
on

A condicdo de contorno acima é derivada da equacdo da
quantidade de movimento projetada na direcao normal. Para
métodos de mais alta ordem, veremos que é essencial que as
condices de contorno corretas sejam impostas na equacao da
pressao para que a acuracia esperada seja obtida.
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Métodos
segregados

Métodos segregados — fatoracdo LU |

Uma interpretacdo interessante dos métodos segregados pode
ser feita aplicando uma fatoracdo LU ao sistema discreto

H -DT ) [ v Mfr1 ™
D 0 prtl | T 0 ) HZE‘FVL-

Definindo Q = AtM~1, temos que
1

HQ = (At

M + uL) (AtM™Y) = 1+ vAtLM L,

Portanto, a seguinte aproximacdo de O(vAt) para o termo do
gradiente pode ser feita:

H -HQD' vitl [ Mmfrtt
-D 0 pn+1 - 0 :



Métodos segregados — fatoracao LU Il
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Aplicando agora a fatoracdo LU ao sistema, obtemos

H 0 0 [ Mfrtt
-D -DQD' pmtt ) 0
I —-QD' vt
0 | pn+1 = pn+1 .

Estes dois sistemas representam os subpassos do esquema
segregado.

Métodos
segregados
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Métodos
segregados

Métodos segregados de alta ordem
Condicao de contorno da pressao |

Para formular métodos segregados de alta ordem, é
fundamental que a condicdo de contorno do tipo Neumann
correta para a pressdo seja utilizada na forma rotacional,

apn+1
on
Esta condicdo é equivalente aquela da pressdo exata, mas

reforca a condicdo de incompressibilidade, pois
V2v =V(V-v) — V X w, e resulta num método mais estavel

= »(Vxw)™ . n em Q.

Para ilustrar a diferenca entre as duas, introduzindo a notacao
ws =V Xw-ne =V -v, consideraremos a imposicdo da
condi¢do de contorno exata no passo de tempo (n+ 1)At,

n+1 n+1
ap —y (aQ - wn+1> .

on on s



Métodos segregados de alta ordem
Condicao de contorno da pressao Il

Esc. . o
Incompressivel  Expandindo ws em série de Taylor,

Bruno S.
Carmo 8 n+1 1 a n+1 8&)”
on v On ot
Inserindo a forma laplaciana
Métodos a aQ
segregados pe 2
=n-vVv=v|——w
on ( on s)
na equacdo acima, concluimos que
o n+1 8 n n
Q @ A
on on ot’

que mostra uma acumulacdo do fluxo do termo de divergéncia
na fronteira em todo passo de tempo.



Métodos segregados de alta ordem
Condicao de contorno da pressao Il

Esc. Se ao invés disso usarmos a forma rotacional,

Incompressivel 1
—v(V x w)"1 . n, obtemos
Bruno S.

Carmo

o n+1 Awh
@ x At—=,
on ot
que significa que a magnitude do fluxo do divergente na
e fronteira é controlado diretamente pelo tamanho do passo de

tempo.

Para diminuir este erro e desacoplar a velocidade da pressdo na
fronteira, podemos usar uma aproximacao de miltiplos passos
para representar o lado direito da equacdo acima

aQn+1
on

apn+l

5 o (At).




Métodos segregados de alta ordem
Condicao de contorno da pressao 1V

Esc.

Incompressivel  COMparacdes utilizando escoamento de Stokes em um canal —
Bruno S. uso da condicdo de contorno adequada.
Carmo
1E__'_‘1T1]I!IN\IITI1\]Il\\\\TTTW\‘WTW[WVE\‘
Métodos
segregados

1 SIS T T

DIVERGENCE

i




Métodos segregados de alta ordem
Condicao de contorno da pressao V

Esc ~ .-
Incompressivel  Comparacdes utilizando escoamento de Stokes em um canal —
Bruno S. ordem da discretizacdo temporal.
Carmo

ET ! T l TTT | TTT I TTT | TTT { TTT I TTT ! TTT I TTT l TTT l lj

006 [ \ -

N \\ %:—w w ]

L ]

004 1= | T j::; -

Métodos C \\ J,=3 ]

segregados 002 |— \\ Jo=2; At=101 -

3] L \ ]

& H AN -

£ o = =

[53) I N\ 1

z L \\ i
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—.004 (— Vo
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Métodos segregados de alta ordem
Avanco no tempo com diferenciacdo para tras |

Esc. Karniadakis et al. (1991) mostraram que, ao se aumentar a ordem
Incompressivel . ~ , . ~ e
da integracdo no tempo, métodos de integracio para frente (familia

Bruno S Adams) requerem passos de tempo muito pequenos. A melhor
alternativa é utilizar métodos de diferenciacdo para tras.
Assumindo ordem de integracdo J. para os termos de adveccao, J;
para os termos de difusdo e J, para a condicdo de contorno da
Métodos pressdo, o esquema é
segregados
o Ji—1 —q Je—1
V=270 aqv” _—Zﬁ Y,
At B 7
V-V V_”'H
At
n+1 N
7oV v _ SVv2yntl



Métodos segregados de alta ordem
Avanco no tempo com diferenciacdo para tras |l

Esc.
Incompressivel

. Os coeficientes do esquema sio dados na tabela abaixo
Bruno S.

come Coeficiente | 1* ordem | 22 ordem | 3* ordem

70 1 3/2 11/6
oo 1 2 3
o1 0 -1/2 -3/2

segregados s 0 0 1/3
Bo 1 2 3
p1 0 -1 -3
B2 0 0 1

A segunda equac3o para a pressdo e a terceira equacdo para a
correcdo viscosa podem ser rearranjadas na forma de equacdes
de Poisson e Helmholtz, respectivamente.



Métodos segregados de alta ordem
Avanco no tempo com diferenciacdo para tras IlI

Esc.

Incompressivel  Para a pressdo, assumindo que o campo V tenha divergéncia
Bruno . nula, temos

Carmo 2—p+]_ 0
o= (57)

que é resolvida com a condicdo de contorno consistente:

Métodos _ J,—1
segregados 8pn+1 avn+1 d _
an | ot 1Y Be(V xw)™9 +

Je—1
Bgl(v-V)V]""9| - n.
0

q=

Esta condicdo de contorno é anéloga a apresentada
anteriormente, mas agora foi incluida a parte transiente da
velocidade e os termos n3o lineares de advecc3o.



Métodos segregados de alta ordem
Avanco no tempo com diferenciacio para tras IV

Esc. Para a correcdo viscosa, temos

Incompressivel

“Carmo. 2o o Yo (V)
vAt vAt

para a qual impomos as condicdes de contorno essenciais.

e Na pratica, combinamos analiticamente o primeiro e o segundo
étodos

segregados passo, de forma que o esquema fica com dois passos:
Je—1
q 0 q o n—q =n+1
T == 3 Bellv O] - VB
+1 _
YoV —V 2. n+1
—— =V
At

O método tem boas caracteristicas de estabilidade até
3% ordem. Para ordem superiores, geralmente é instavel.



Métodos segregados de alta ordem
ConclusGes e recomendacdes |

Esc.
Incompressivel

Bruno S. m Para esquemas segregados de correcao de velocidade,

Carmo

como o que vimos, n3o é necessario que os espacos de
velocidades e pressdo obedecam a condicdo inf-sup. Para
esquemas de correcao de press3o, se a condicdo inf-sup é

violada a convergéncia é subdtima.
Métodos

SaSeaaes m Métodos segregados s3o eficientes, mais baratos e
particularmente acurados na resolucdo de escoamentos
com numeros de Reynolds altos

m Esquemas de correcdo de velocidade ou de pressdo, de
segunda ordem, tem erros de velocidade O(At?) e de
pressio O(At3/?) se a condicdo consistente de press3o, na
forma rotacional, for utilizada.



Métodos segregados de alta ordem
ConclusGes e recomendacoes Il

Esc.
Incompressivel

Bruno S.
Carmo - . .
m O esquema de correcdo de velocidade pode ser estendido
para ordens superiores, mas é apenas condicionalmente
estavel para terceira ordem e superiores devido ao

tratamento explicito da condicdo de contorno da press3o.
Métodos
segregados

m Integracdo temporal baseada em diferenciacio para tras é
mais estavel do que a baseada em integracdo para frente.

m Para escoamentos com baixos niimeros de Reynolds,
métodos acoplados sdo mais acurados do que métodos
segregados.
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Formulac3do variacional do problema de Stokes
Métodos acoplados para formulacdo em varidveis primitivas
Métodos segregados para varidveis primitivas

Formulacdo velocidade—vorticidade

Método dos minimos quadrados

Discretizacdo dos termos nao lineares

Verificacdo e validacao
m SolucBes exatas das equacdes de Navier—Stokes
m Andlise de estabilidade global

m SimulacBes diretas de escoamentos turbulentos (DNS)




Incompressivel

Bruno S.
Carmo

Velocidade—
Vorticidade

Caracteristicas da formulacao
velocidade—vorticidade

Os usuérios deste tipo de formulacdo advogam as seguintes
vantagens:

m Eliminacdo da pressdo, que leva a uma formulacdo mais
simples de um operador de difusdo, ao invés de um
operador de Stokes;

m A condicdo de divergéncia nula é imposta implicitamente;

m E imposto que o campo de vorticidade, que é
normalmente relevante na analise de escoamentos, seja C©
na interface dos elementos, enquanto que na formulacdo
primitiva esta condicdo sé é alcancada na convergéncia.

A formulac3o é complicada pela auséncia de condices de
contorno de vorticidade e pela restricao de incompressibilidade
no campo de velocidades.



Esc.
Incompressivel

Bruno S.
Carmo

Velocidade—
Vorticidade

Formulacdo velocidade—vorticidade |

Na formulacio apresentada aqui, a restricio de
incompressibilidade é substituida por uma equacdo de Poisson
em v e a definicdo de vorticidade serd imposta na fronteira do
dominio, 0%, de forma que sera equivalente a uma condicdo de
contorno para a vorticidade.

%:—FVx(wxv):—VVxwa em €,
Vv=-Vxw emQ,
w=Vxv em0Q,
v=0 em 09,
w=Vxv noinstantet=0 em €,

/ v-ndx=0ou V-v(xg) =0, ondexy e 0.
o0



Formulacdo velocidade—vorticidade |l

Esc. Em dominios com “buracos” no interior, como é o caso do
Incompressivel . e
- escoamento ao redor de um cilindro, uma restricdo extra
Carmo precisa ser imposta de modo a garantir unicidade da soluc3o.
Na superficie do cilindro aplicamos a equacao da quantidade de
movimento,

0=-Vp—1vV xw

e, depois de integrar ao longo da superficie do cilindro, obtemos

Velocidade—

Vorticidade 2m 2m
/ Vp|=r(rdf) = —/ v(V x w)|,=rR db.
0 0

Portanto, a seguinte condicdo tem que ser satisfeita na
superficie do cilindro

27
/ (V x w)|,—rRdf = 0.
0
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Formulac3do variacional do problema de Stokes
Métodos acoplados para formulacdo em varidveis primitivas
Métodos segregados para varidveis primitivas

Formulac3do velocidade—vorticidade

Método dos minimos quadrados

Discretizacdo dos termos nao lineares

Verificacdo e validacao
m SolucBes exatas das equacdes de Navier—Stokes
m Andlise de estabilidade global

m SimulacBes diretas de escoamentos turbulentos (DNS)




Método dos minimos quadrados

Esc.

incompressivel N a formulac3o de elementos finitos que utiliza o método dos
Bruno S. minimos quadrados (vj(x) = OR/00;, onde R é o residuo), ndo
corme é necessaria nenhuma compatibilidade especial entre os espacos
funcionais para garantir unicidade, e a0 mesmo tempo o
operador de Stokes permanece acoplado.

Adotando a formulacdo de velocidade—vorticidade—pressdo em
duas dimensdes, temos
Vp+vV xw=f

Minimos
quadrados

w—-—Vxv=0
V-v=20

Esta forma é utilizada porque o método dos minimos
quadrados é normalmente aplicado a sistemas de alta ordem.



Condicoes de contorno para o método dos minimos
quadrados e funcional minimizado

Esc.
Incompressivel

Bruno S. A unicidade da solucdo depende das condicdes de contorno. As

Carmo

combinacdes apropriadas est3o listadas na tabela abaixo.
Perceba que sdo todas condicGes de Dirichlet.

CC1: CcC2: CC3: CC4: CC5: CCé6:
Simetria Entrada Saida Saida Parede, saida | Saida
n-u=0|n-u=0 | nxu=0|nxu=0|n-u=0 w=20
w=0 p=0 p=0 w=0 nxu=0 p=0

Minimos
quadrados

O funcional a ser minimizado é

1
Z(u) = S(IVp + vV x w — 5+ llw = V x v|[§ + ||V - v]?)



Desempenho da formulacao de minimos quadrados

Incompressivel

Bruno S. Comparacido das convergéncias h (linhas cheias) e
armo

p (linhas tracejadas) para um problema modelo de Stokes:

Minimos
quadrados

"u'ue”Ho

1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000
dof

dof
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Formulac3do variacional do problema de Stokes
Métodos acoplados para formulacdo em varidveis primitivas
Métodos segregados para varidveis primitivas

Formulac3do velocidade—vorticidade

Método dos minimos quadrados

Discretizacdo dos termos ndo lineares

Verificacdo e validacao
m SolucBes exatas das equacdes de Navier—Stokes
m Andlise de estabilidade global

m SimulacBes diretas de escoamentos turbulentos (DNS)




Formas dos termos nao lineares

Esc.
Incompressivel

m Convectiva: Dv/Dt = dv/0t + (v- V)v;
m Conservativa (fluxo): Dv/Dt = 0v/0t 4+ V - (vv);

Bruno S.
Carmo

m Rotacional: Dv/Dt = 0v/0t —v x (V x v) +1/2V(v - v);
m Antissimétrica: Dv/Dt = Ov/Jt +1/2[(v- V)v+ V - (w)].

A forma rotacional requer o cilculo de 6 derivadas, a
convectiva 9 e a antissimétrica 18.

Normalmente, os termos n3o lineares sdo calculados no espaco
Termos ndo fisico, mesmo quando expansGes modais estdo sendo utilizadas.

lineares
N3o existe consenso sobre qual forma é melhor do que a outra
no caso geral. O desempenho depende do tipo de problema e
da discretizacao aplicada.



Discretizacdo temporal da formulacao
semi-lagrangiana |

Esc.

Incompressivel  Aplicando a formulacdo semi-lagrangiana as equacdes de

Bruno S.
Carmo

Navier—Stokes:

D
Di‘tl = —Vp+ vV,

V-v=0

Aplicando uma discretizacao temporal de segunda ordem,
baseada no método de diferenciacdo para tras, temos

n 1.,n—1
—2vg — 3Vy

At

Termos n3o %vn—‘rl

lineares

= (=Vp+ vV,

onde vj é a velocidade no ponto de partida xJ; no instante de
tempo t".



Esc.
Incompressivel

Bruno S.
Carmo

Termos n3o
lineares

Discretizacdo temporal da formulacao
semi-lagrangiana [l

O ponto de partida xJ é obtido resolvendo-se a equacdo
caracteristica
Dx
Dt
onde x, é o vetor posicao nos pontos de chegada, que
coincidem com os pontos da malha.

= v”+1/2(x, t), x(t"") =x,,

A velocidade no instante t"71/2 ¢ aproximada usando uma
extrapolacdo de segunda ordem, num intervalo At

vn+1/2 _ §vn - Ev”*1
2 2
O ponto xg_l ¢ obtido resolvendo a seguinte expressao num

intervalo de tempo 2At

Dx
Dt = v(x, t), x(t”“) = Xz,



Discretizacdo temporal da formulacao
semi-lagrangiana IlI

Esc.
Incompressivel

Bruno S.
Carme Assim, um esquema segregado de trés passos pode ser aplicado

para resolver o sistema

P n 1,,n—1
V—2vj+ 5vy 0
— Y
At
vV—V =_V n+1
- p 9
At
3ynt+l _ §
Termos n3o §V —V — Vv2vn+].

lineares A
t



Convergéncia da formulacao semi-lagrangiana na
solucao de um vértice de Taylor

Esc.

Incompressivel
Bruno S. -
Carmo 1.6E-05
E ——a—— Eulerian 0(2)
- —¥— SL2
1.4E-05 [~
1.2E-05 |
3 l
o 1E-05f
" 8E-06 [~
Termos n3o |
lineares |
~ TR ERTR IR N RN N NN NN NN NN S IRNIN RN R |
6E 066 8 10 12 14 16

P



Dependéncia de At na solucao de um vértice de
Taylor

Esc
Incompressivel
Bruno S.
Carmo
107
10°F
107
10° Z ok
. 10° —&— Eulerian
10 —A— Strong form
——¥— Aux. fom
e 107
107 p—— l_./l/".‘
m obT 650 o5 ‘A"{ o
Termos n3o Comparacdo entre as formas
lineares Resultados para a forma " =
forte, auxiliar e formulacdo
forte do SL

euleriana para P = 12
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Formulac3o variacional do problema de Stokes
Métodos acoplados para formulacdo em variaveis primitivas
Métodos segregados para varidveis primitivas

Formulacdo velocidade—vorticidade

Método dos minimos quadrados

Discretizacdo dos termos nao lineares

Verificacdo e validacdo
m Solugdes exatas das equacgdes de Navier—Stokes
m Anélise de estabilidade global

m SimulacBes diretas de escoamentos turbulentos (DNS)




Verificacdo e validacao

Incompressivel

Brune S Serdo apresentados diversos exemplos de simulacGes de
S escoamentos incompressiveis.

SolucGes exatas de escoamentos, com fins de validacdo;

Andlise de estabilidade global, mostrando uma aplicacdo
moderna de simulacdes numéricas laminares a baixos Re;

Simulacdes diretas de escoamentos turbulentos (DNS),
incluindo diagnésticos de resolucao;

SimulagGes de grandes escalas (LES), focando em
discretizacOes de alta ordem;

Verificacdo e

IS SimulacGes diretas dinamicas, onde s3o utilizados
procedimentos adaptativos de refinamento p.
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Formulac3do variacional do problema de Stokes
Métodos acoplados para formulacdo em varidveis primitivas
Métodos segregados para varidveis primitivas

Formulac3do velocidade—vorticidade

Método dos minimos quadrados

Discretizacdo dos termos nao lineares

Verificacdo e validacdo
m Solugdes exatas das equacgdes de Navier—Stokes
m Andlise de estabilidade global

m SimulacBes diretas de escoamentos turbulentos (DNS)




Turbilhdes de Moffat — Parametros

|ncomE:rcéss.'ve| Trata-se do escoamento viscoso préximo a um canto agudo,
- com ndmero de Reynolds nulo (escoamento de Stokes).
Carmo Parametros:

m Cunha de raz3o de aspecto 2:1;

m Discretizacdo com 30 elementos triangulares, utilizando
expansoes de ordem 8, 11, 14 e 17;

m Passo de tempo At = 107%;

m Escoamento forcado por uma velocidade parabélica no
topo da cunha.

Usando uma solucdo de similaridade, Moffat (1964) determinou que
a soluc3o assintética para este caso é uma sequéncia infinita de
vértices, cada um 406 vezes menos intenso (razdo entre a méxima
velocidade transversa local ao longo da linha de centro) que o

anterior.



TurbilhGes de Moffat — Malha e campo de
velocidade/vorticidade

Esc.
Incompressivel
Bruno S. V=(1-x)(1+x)
Carmo

|

Soluc&o obtida com
Malha utilizada P =17, mostrando 9
vortices



Turbilhdes de Moffat — Resultados e comparacdoes
Esc
Incompressivel
Bruno S. Ordem da expansio
Carmo Turb. P=38 P =11 P =14 P=17

Max. vel. Razdo Max. vel. Razdo Max. vel. Razao Max. vel. Razao

1 -2.0122¢ 01 -2.0099¢ 01 -2.0101e~ 0! -2.0101e !
401.26 400.28 400.31 400.31

2 5.0147¢~ % 5.0213¢ % 5.0213¢~ % 5.0213¢~ %
308.35 406.63 406.72 406.72

3 -1.2588¢ 00 -1.2349¢ 00 -1.2346e 00 -1.2346e 00
458.10 406.71 406.72 406.72

4 2.7480e~ %0 3.0362¢ %0 3.0354e %0 3.0354e~ %0
370.72 406.72 406.72 406.72

5 -7.4125¢ 12 -7.4650e ~ 12 -7.4630e 12 -7.4630e 12
127.26 406.74 406.72 406.72

6 5.8248¢ 14 1.8353¢ 14 1.8349¢ 14 1.8349¢ 14
286.76 406.74 406.72 406.72

7 -2.0312¢ 10 -4.5123¢ 17 4511417 -4.5114e 17
414.33 406.75 406.72

8 n3o resolvido 1.0890e ~ 19 1.1091e 19 1.1092e 19
398.75 402.25

9 n3o resolvido n3o resolvido —2.7819&722 72.75756722




Escoamento de Wannier — parametros

Esc.
Incompressivel

e & Trata-se do escoamento de Stokes ao redor de um cilindro

Carmo girante proximo a uma parede em movimento. A solucao
depende do raio do cilindro, r, da rotacao do mesmo, w, da
distancia do cilindro a parede, d, e da velocidade da parede, U.

Posicionando o centro do cilindro em (x, y) = (0, 0) e definindo
s2=d?>—r>el =(d+s)/(d—s) e as constantes

U 1r2w
InT S

1r2 1 r2
ay =2(d+5s) (ao+2rsw>, a3 =2(d —s) <30+r5w>.



Escoamento de Wannier — solucao

Esc. Introduzindo funcdes da posicdo (x,y),

Incompressivel

Bruno S. Yl(y) = y —|— d7 Y2()/) — 2Y]_,

Carmo

Ki(x,y) = x>+ (s + Y1)%,  Ko(x,y) =x*+ (s — Y)?

A solucao é dada por

Y; - Y] K1
u:U—2(al+aOY1)[s+ 1+S 1}—30“1( >—|—

Ki K> K>
E (s+ Y1)2 Y, as (s+ Yl) Y>
_ 2 (VAR A N S 7 D B PR VI S
K ls + Y2 K K s 2+ pa )
2x xa(s+ Y1) Y2
= Y )N(K — K)— —————
v K K, (31 + ao 1)( 2 1) K12 +

_ Xa3(S — Y1)Y2
K3 '
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Incompressivel

Bruno S.

Carmo




Esc.
Incompressivel

Bruno S.
Carmo

Escoamento de Wannier — resultados

H! Error

Polynomial Order P




Escoamento de Kovasznay — solucdo exata e
malhas

eone Escoamento laminar, permanente, atras de grade bidimensional.
ncompressivel
Bruno 5. A solugao é dada por
Ax A Ax 1 2Xx
u=1-ecos(2wy), v= 5® sen(2my), p= E(l—e )

onde A = 1/2v — [(1/40?) + 47r2]1/2_




Esc.
Incompressivel

Bruno S.
Carmo

Escoamento de Kovasznay — solucdao numérica e
convergéncia

o
b -
H! Error
g g
T T
o

2 4 6 8
Polynomial Order P
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Formulac3do variacional do problema de Stokes
Métodos acoplados para formulacdo em varidveis primitivas
Métodos segregados para varidveis primitivas

Formulac3do velocidade—vorticidade

Método dos minimos quadrados

Discretizacdo dos termos nao lineares

Verificacdo e validacdo
m SolucBes exatas das equacdes de Navier—Stokes
m Anélise de estabilidade global

m SimulacBes diretas de escoamentos turbulentos (DNS)




Anilise de estabilidade global

Incompressivel

Bruno S.
Carmo

A andlise de estabilidade global trata do estudo de
escoamentos base bidimensionais (homogéneos em apenas uma
direcdo) ou tridimensionais. Podem ser estacionarios ou
periédicos no tempo.

Aqui trataremos especificamente de casos andlise de
estabilidade linear e modal, embora hajam também muitos
trabalhos e desenvolvimentos recentes tanto na area de
estabilidade n3o-linear quanto linear ndo modal.



Andlise global de estabilidade linear

Esc. Campo de velocidade e press3o:
Incompressivel
/ / / /
Bruno 5. ui=U+u,p=P+p comu; L Ui, p < P

ou!
= termo u; a’;{ pode ser desprezado.
J

Equacdes linearizadas de Navier—Stokes para a perturbaco:

ou;  ,0U; ou; op 1 _,,
ot = Yo Yoy oy TRV Y
ou;

8X,‘ =0

Ou, em forma abreviada:
ou!
ot

= L(x)



Esc.
Incompressivel

Bruno S.
Carmo

Formulacdo do problema de autovalor para campo
base estacionario |

Chamando as coordenadas x; = x, x = y e x3 = z, admitindo
um campo base estacionario U; = U;(x, y, z), e discretizando
as equacdes no espaco obteremos o seguinte sistema

semi-discreto,

Ou
M— =A
ot Y

onde M é a matriz de massa, A é o operador discreto
correspondente ao operador continuo IL e u é o vetor soluc3o.

Como o sistema ¢ linear, as solucGes continuas terdo a forma
! o~/ ot
U,'—U,'(X,y,Z, t)—u,-(x,y,z)e t+c.c
e seu equivalente discreto

u=1ibet+cc.



Formulacdo do problema de autovalor para campo
base estacionario |l

Esc.
Incompressivel

Substituindo na equac3o discreta, obtemos um problema de
B S. .
Carmo autovalor generalizado:

ocMu = Au

Este sistema sé admitird solucdes nao nulas se
det(A — oM) = 0. Os valores de o que satisfazem esta relacdo
sdo os autovalores generalizados deste problema.

s autovetores 0, associados a cada um dos autovalores o
Os autovet d d d toval
podem ser determinados achando-se uma base do espaco
solucdo do sistema homogéneo:

(A — o M)ii = 0



Formulacdo do problema de autovalor para campo
base periédico no tempo |

Esc.
Incompressivel

Bruno 5. Usamos anélise de Floquet. Campo base peridédico no tempo:
Ui(x,y,z,t) = Ui(x,y,z,t + T), onde T é o periodo.

Neste caso, a matriz A = A(t) depende do tempo e também é
periddica: A(t) =A(t+ T).

As solucdes continuas terao a forma
] o~ ot
U,'—U,'(X,_)/,Z, t)—U,'(X,y,Z, t)e +cc
N/ 7 7 .7 .
onde &I; também é periédico no tempo.

E,’-(X,y,z, t) = Bi(Xayvz> t+ T)



Formulacdo do problema de autovalor para campo
base periédico no tempo I

Esc.
Incompressivel

Bruno S. Integrando num periodo:

Carmo

t+T 9y t+T t+T
/ —’:/ L(u))dt = ,t+T—/ up)dt+u; ,
t ot t

Definindo o operador B(u; ,):

/ a / /
B(h) = [ L(sde+ oy,
sabendo que uj ;1 = 7T}, = puj , e discretizando o
sistema, teremos:
#Mu = Bu



Formulacao do problema de autovalor para campo
base periédico no tempo Il

|ncomE:rcéss.'ve| Os autovalores do operador B sdo os multiplicadores de Floquet
~/ = .
S (1) e os autovetores i(x,y, z, t) sdo os modos de Floquet:
Carmo ,
_ T lu| <1 = escoamento estavel
K= lu| >1 = escoamento instavel

Os autovalores de B podem ser obtidos através de

m Técnicas classicas, tal como o algoritmo QZ: fornecem
todo o espectro de autovalores da matriz, mas consomem
muita memdria computacional.

m Técnicas baseadas em projecSes em subespacos de Krylov:
sdo iterativas e fornecem apenas uma pequena regido do
espectro (que pode ser escolhida), mas tornam possivel o
tratamento de problemas grandes, j& que prescindem da
formacdo completa da matriz, sendo necessario somente o
calculo da acdo do operador sobre o vetor.



Tipos de problemas de analise global

Incompressivel

Bruno S.
Caime Carater Nome Campo base Derivadas Func3o de fase
Local OSE U(y) KU =0,U=0 ax + Bz — ot
N&o local PSE U(x*,y) KU < 9,U;0,U=0 [a(x*)dx*+ pz—ot
Biglobal U(x,y) 0, U=0 fz — ot
Global  PSE-3D  U(x,y,z*)  0,U< 8U,d,U [ B(z")dz" — ot

Triglobal U(x,y,z)

ot

m O asterisco indica uma dependéncia fraca com relacdo a
variavel (variacdo mais lenta em relacdo a esta variavel).

m A funcdo de fase é o termo na exponencial da solucdo. Ou

seja, é © na expressio e/©.



Exemplo: Instabilidade secundaria na esteira de von
Karman

Incompressivel

Bruno S.
Carmo
J. Fluid Mech. (1996), vol. 322, pp. 215-241 215
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Barkley & Henderson (1996) — Caracteristicas

Esc.
Incompressivel

Bruno S.
Gems m Anélise de Floquet da esteira periddica bidimensional de

von Karméan (escoamento ao redor de cilindro).

m Utilizacdo de Método de Elementos Espectrais/hp e
método de Arnoldi sem formacdo de matrizes (adaptado a
‘time-steppers’).

m SimulacGes feitas com erro extremamente baixo.

m Identificacdo dos modos A e B, observados anteriormente
em experimentos (Williamson, 1988).

m Estabilidade de campos 2d a perturbacées 3d.



Barkley & Henderson (1996) — Forma da
perturbacao

Esc.
Incompressivel

Bruno S. 400

carme u/(Xv Y,z t) = / ﬁ(Xa Y, 67 t)eiﬁzd/@

—oo
Como o campo base U = (u, v, 0):
u'(x,y,z,t) = (0 cos Bz, U cos Bz, W sen 3z)

p'(x,y,z,t) = pcos fz

O problema tridimensional é transformado numa sequéncia de
problemas bidimensionais. Lembramos que:

0/0z = —ip, 0%/0z° = — 2



Esc.
Incompressivel

Bruno S.
Carmo

St

D22 e S —
Mode B
020 - . *‘,sﬁ#-en ° i
L4
Parallel laminar = o
ddi
shedle /‘{ t \ 2nd discontinuity
0.18 e Mode A l
Y ~
b & 1
| r 1st discontinuity ]
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Instabilidade secundaria — Modos A e B
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Barkley & Henderson (1996) — Modo A
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Formulac3do variacional do problema de Stokes
Métodos acoplados para formulacdo em varidveis primitivas
Métodos segregados para varidveis primitivas

Formulac3do velocidade—vorticidade

Método dos minimos quadrados

Discretizacdo dos termos nao lineares

Verificacdo e validacdo
m SolucBes exatas das equacdes de Navier—Stokes
m Andlise de estabilidade global

m SimulacBes diretas de escoamentos turbulentos (DNS)




Simulacdes diretas de escoamentos turbulentos

(DNS)

Esc.
Incompressivel

Bruno 5. m Métodos de elementos espectrais sao particularmente
adequados para o uso em DNS devido ao baixo erro
numérico.

m Ainda hoje, é mais comum ver a simulacdo de
escoamentos totalmente turbulentos apenas para
geometrias simples. Para geometrias mais complexas,
normalmente se chega a nimeros de Reynolds moderados.

m Aqui abordaremos alguns aspectos praticos da
implementacdo e uso de métodos de elementos espectrais
em DNS, tais como diagnéstico de baixa resolucdo e
métodos de estabilizac3o.



Diagnéstico de baixa resolucao

Incompressivel

Bruno S.

Carmo
Métodos de alta ordem se comportam de forma diferente de
métodos de baixa ordem quando se tem um resultado com
resolucdo insuficiente. Eles apresentam mais oscilacGes,
enquanto métodos de baixa ordem s3o mais difusivos.

Assim, o “nGimero de Reynolds aparente” de simulacdes mal
resolvidas de alta ordem é maior do que o real, enquanto o
inverso ocorre para métodos de baixa ordem.
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Exemplo: escoamento ao redor de degrau Il

Esc. X=20.0, Y=-0.5: U-velocity
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De-aliasing polinomial |

ncommressivel D€Vido a forma quadratica dos termos ndo lineares, € preciso
— usar @ = 3P/2 pontos na integracdo destes termos.
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Para ilustrar o efeito da subintegracdo, vamos estudar o
exemplo do escoamento num duto triangular.

w

. 0.617021

0.470633
0.324244

0.177855
0.03146V
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0.007 =

0.0065

0.006

0.0055

0.005

Drag

0.0045

0.004

0.0035

0.003

0.0025

Transition

Turbulent

Laminar

De-aliasing polinomial Il

Devido a simetria do problema, espera-se que o arrasto médio
seja 0 mesmo nas trés paredes do duto.

0007 =
0.0065 F
0.006

0.0055 F

o 0005
g F

Turbulent

2 00045 F ‘

0.004

0.003 9
F Laminar

oo {
*

1 5 1 1 1
0.0025
100 0002357 25 50 75 100

25

50
Convective Time

Convective Time

Forcas de cisalhamento na parede em funcdo do tempo para
Q = P +1 (esquerda) e Q = 3P/2 (direita).



Viscosidade artificial dependente do modo |
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compressivel A\ viscosidade artificial dependente do modo (SVV, do inglés
Bruno S. spectral vanishing viscosity), introduzida na aula sobre a

Carmo

equacdo de adveccdo, quando usada corretamente suprime
oscilacoes sem afetar significativamente a acuracia da solucdo.

Assim como pode ser usada para tratar o fenomeno de Gibbs,
pode ser usada para tratar as oscilacdes numéricas que
aparecem quando se tem uma solucao mal resolvida com
métodos de alta ordem.

As equactes de Navier-Stokes é adicionado um termo ao lado
direito com o operador SVV:



Viscosidade artificial dependente do modo I

Esc. (ka)2

heompressiel | embramos que Fi(k, M, P) =e M2 k> M, onde M é o
Bruno 5. nimero de onda acima do qual a viscosidade ¢ ativada,
normalmente dado por M = C+v/P, sendo C uma constante.

3 T

FIG. 13. C with DNS and experiments: Turbulence intensities. Doted line—low-resolution
(mesh 1) SVV: solid line—high-resolution (mesh 2) SVV; dashed line—spectral LES: circles-Kreplin and
Eckelmann [45] at Re, = 194; Triangles—Kim et al. [41].
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