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Introducdo

Operagdes
Globais
B S. P P ~ .
P m Até agora, s6 tratamos de operagdes locais (elementares)
na formulacio multidimensional
Introducio
m Aproximacio global deve ser C° (Obs?)
m Operacdo de montagem global
m Decomposicio dos modos elementares em contorno-interior
m Vantagem em fazer a maior parte das operacdes no nivel

do elemento

1Requisitos de continuidade alternativos podem ser impostos, como,
por exemplo, em Galerkin Descontinuo
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Montagem global e conectividade

Sistema matricial global

Condensac3o estatica

Condicdes de contorno essenciais




Modos de expansdo globais

Operagdes

Globais Sendo ¢pq(£1,&2) 0s modos de expansdo locais definidos para
Bruno S. os elementos padrio ), e considerando que o dominio de
interesse Q2 seja dividido em N, elementos denotados por Q°,
os modos de expans&o globais ¢5,(£1,£2) sdo definidos assim:
Montagem

global e co-
nectividade

Qe
G B D e S

onde
& =050, x), &=, x).

~» Modos de interior sdo naturalmente C% mas os modos de
fronteira n3o.



Procedimento de mapeamento e montagem |

Operagdes
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Bruno S.
Carmo
Desenvolver a formulacdo de Galerkin utilizando um
Montagem conjunto de modos globais que constituem o espaco de
nectividade teste X’

Dividir cada modo global em contribuicées locais em todos
os elementos, onde todas as operacdes sio feitas;

Remontar o sistema global.



Procedimento de mapeamento e montagem ||
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Carmo Global Local
a)
Montagem

global e co-
nectividade




Graus de liberdade locais e globais |

Gl Chamando de (i° o vetor de coeficientes da expansdo elementar,
obais .. )
e entdo o vetor de coeficientes de todos os graus de liberdade
runo .
Carmo locais, 0, € dado por:
|’_‘|1
Montagem l’j2
global e co- ~ ~Ae
nectividade u =u" = . 5
ﬁNel

que tem dimensdo Neor. Aqui estamos utilizando a notacdo de
que sublinhado quer dizer uma extensdo sobre todos os
elementos.

O vetor {i; se relaciona com o vetor de graus de liberdade
globais, Gz, através da matriz A:

o) = Ai,



Graus de liberdade locais e globais |l

Opeisces m A matriz A é esparsa e retangular, com dimensdes
lobals

N 5 Neot X Nyof;

runo .

Carmo

m Valores ndo nulos serdo 1 ou —1, dependendo da forma
dos modos de fronteira dos elementos adjacentes;

Montagem
global e co-
nectividade

m Se a expans3o é nodal, todos os valores sdo positivos.

Exemplo — dois tridngulos com P; = P, = 2 (sé modos de
fronteira, numerados conforme convengdo):

Triangle 1 211 Triangle 2 Triangle 1 212 Triangle 2




Graus de liberdade locais e globais Il

O Dimensdes da matriz A: Neor = 2N, = 12, Ngor = 9.

Bruno S. r B o -
Carmo a1[0] 1
al[1] 1
Montagem a'[2] 1 [ ag[0] ]
Fervidad ot [3] 1 g [1]
at4] 1 0g[2]
at[s] 1 g [3]
U, = = O [4]
42[0] 1 Gg[5]
a%[1] 1 g [6]
0%[2] 1 g [7]
0%[3] 1| L g[8
2[4] 1
| 6%[5] | i 1 ]




Graus de liberdade locais e globais IV

Operagdes
Globais

A determinagdo de (i; a partir de (i; € uma operagdo de
B S. i 1 . . A . A
P espalhamento’ (scattering). Para determinar Gz a partir de y,
fazemos uma soma, que n3o é exatamente o inverso da
operacio de espalhamento.
Montagem
global e co-
nectividade

Considere o produto interno de uma fungdo u(x1, x2) com a
base global ®,(x1, x2):

ig[”] :/ u(x1, x2)Pn(x1, x2) dxzdxe =
Q
:/ u(x1, x2)Pm(x1, x2) dxydxa,

onde n(m, e) é uma indexag3o global de cada contribui¢cdo
modal elementar m sobre cada elemento e.



Graus de liberdade locais e globais V

Operagdes

Globais . - . .
o A avaliacdo desta integral para todos os graus de liberdade
Carmo globais (0 < n < Ngof) &

1 _ ATY, _ ATqe
Montagem Ig[n] - A I/ - A L7
global e co-

nectividade

onde
ie[m]_/ u(x1, x2)Pm(x1, x2)dx1dxo
Qe

Observe que A n3o é a inversa de AT, isto &,

iy # A Al,.



Matriz de conectividade |
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Bruno S. ~ L. - . W
Carma m Construcio explicita de A nio é eficiente.
m Melhor é construir uma matriz de conectividade
Montagem

global ¢ co- maple][i] = n(e, i), que identifica o grau de liberdade local
neceee i do elemento e como parte do grau de liberdade global n.

m Dimensdes da matriz: No X maxe(Ng,), onde NE, é o
namero de graus de liberdade locais do elemento e.

m Definimos também uma outra matriz sign[e][i] de mesmas
dimensdes de map|e][i], que contém 1 ou —1 de acordo
com a forma dos modos nas fronteiras entre os elementos.



Matriz de conectividade Il

Operag.ﬁes

Eltelizfs Para o nosso exemplo:

Bruno S.

Carmo

Triangle 1 211 Triangle 2 Triangle 1 212 Triangle 2
o 5 3 6 8
ontagem
globalico— {0 44 0 } 0 515 3
nectividade 3 5 4 7
1(2 1(1
Local Numbering Global Numbering

Matriz de conectividade:

0
3

N =
= N
o1 o
~N o



Matriz de conectividade Ill

Operagdes
:'°ba': Operagdo de espalhamento (i) = Afig):
Carmo for e = 1 : Nel do
fori=0: N5 —1do
g/llsg;:laieg_ ﬁe[l] = SIgn[e][l] . ﬁg[map[e] [I]]
nectividade end for

end for

x f TT.
Operagdo de soma lg[n] = A"l

fore=1: N, do
for i=0: N7, —1do A
I, [maple][il] = i [maple][il] + signle][i] - 7]
end for
end for




Conectividade de contorno |

Operagdes
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Bruno S.
S m Montagem global envolve primordialmente modos de
contorno, pois os modos de interior podem ser numerados
Mt como modos globais de forma independente.

global e co-
nectividade

m Veremos no futuro que com a condensacio estatica,
podemos remover os modos de interior do sistema
matricial global.

m Portanto, precisamos somente da matriz de conectividade
de contorno bmaple][i], que & uma submatriz de map[e][/]
que considera somente os graus de liberdade de contorno.



Conectividade de contorno |l

Operagdes
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Carmo . - .
Assumimos que na numerac3o dos graus de liberdade do
elemento, os modos de contorno vém primeiro. Havendo np[e]
il modos de contorno no elemento e, a montagem do sistema
nectividade global & 14[n] = A]1¢, feita da seguinte forma

fore=1: N, do
for i=0: np[e] — 1 do A
Iy [omaple][i]] = Tz [bmaple][i]] + signle][i] - i[1]
end for
end for
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Montagem
global e co-
nectividade

Conectividade de aresta em expansées modais |

m E preciso considerar a orientacdo do sistema de
coordenadas local.

m Se os eixos paralelos das arestas de cada um dos elementos
tiver orientacdo oposta, os modos impares de um deles
devem ser negados.

m Pode parecer que a ordem dos modos de aresta preciso ser
revertido. Entretanto, esse ndo é o caso, pois a numeracio
dos modos é feita de acordo com o grau do polinédmio.

Element 1 Element 2 Element 1 Element 2
4 7 21
CrwE § 9] ¢ op @ s
6 9 8 23
789 151413(10 1112 654 91011 171615(151617 201918

1121 15 14 26
14
2 10 33 13 40} 2 {% 313 %i 4




Conectividade de aresta em expansées modais |l
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Montagem
global e co-
nectividade




Conectividade de aresta em expansdes modais |l

OperasBes Procedimento automatico para identificar quais arestas
S 5. precisam ter os modos impares negados:
Carmo
Se, por exemplo, dois elementos e e k tem uma aresta em
Vontagem comum, sendo que no elemento e a aresta é aquela com

lobal - — A e

global ¢ co & = —1 e no elemento k a arest.a é aquela com & = —1, os
vetores paralelos a esta aresta orientados de acordo com o
sistema local de coordenadas s3o

Axe [ x1(1,-1) = xa(—1,-1) } x1 = x1(&1,&2),
edg x2(1,-1) = x2(—=1,-1) |7 xo = x2(&1,&2)
Axk — { x1(—=1,1) = x1(-1,-1) } x1 = x1(1,&2),
edg x2(=1,1) = x2(=1,-1) |7 x = x2(&1,&2)

Os modos impares do elemento k devem ser negados se

Axeedg‘Axédg <0 e k>e



Conectividade de aresta em expansdes nodais |

Operagdes
Clobais m "Casamos’ os modos referentes aos mesmos nés.
Bruno S.
Carmo
m Utilizamos uma convencdo de numerac3o no sentido
anti-horario para os modos.
Montagem
global e co-
nectividade m Desta forma, a ordem dos modos tem que ser sempre

revertida para um dos elementos.

Element 1 Element 2 Element 1 Element 2
1554‘0}29871 18 7 6 0/023 22215
7 15 |10 6 9 17 |17 20
8 14|11 5 10 16 |16 19
9 13|12 4 1 15|15 18
2 10 11 123313141540_4 2 12 13 14 3|3 24 25 26 4

Local Numbering Global Numbering



Conectividade de aresta em expansdes nodais |l
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Montagem
global e co-
nectividade




Conectividade de faces quadrilaterais |
(modal e nodal)

Operagdes . . . . . ~
Globais Complexidade extra devida ao namero de diferentes orientacées
Bruno S. possiveis
Carmo

Montagem

global e co-
nectividade

3)’a’ and ’b’ transposed 4)’a’ and ’b’ transposed
and opposite directions



Conectividade de faces quadrilaterais Il
(modal e nodal)

Gl Técnica para determinar orientacdo e sentido das coordenadas
lobais
e da face, considerando que a face em questdo do elemento e seja
runo .
Carmo aquela com & = —1:

Montagem x1(1,-1,-1) — x1(~1,-1,-1) ]
Sertiade AxE = | ya(1,—1,—1) — xa(~1,-1,-1) |,
x3(1, -1, -1) — x3(-1,-1,-1) |

Xl( 1,1,—1)—X1(—1, 1, 1)_
Axp = | x2(-11,-1) = xo(-1,-1,-1) |,

X3( L1, - 1) X3( 1 - 17_1)

x1 = x1(£1,62,83), x =x2(&1,62,83), x3= E§1,§2,€3)

Definimos também analogamente dois outros vetores AxX e
Ax¥ na face adjacente do elemento k, com o mesmo vértice

comum (x§(—1,-1,-1),x5(—1,-1,-1),x5(-1,—-1,-1))



Conectividade de faces quadrilaterais Ill
(modal e nodal)

Operagdes

Globais . .

B S, Teste para Orlenta(l:aO:

Carmo .

if AxS- Axk = |Ax¢||AxX| then
AxE[|AxE = af||ak, be||bk

Ve else
nectividade AXSHAXIE N ae”bk7 beHak

end if

Teste para o sentido: 0 mesmo teste definido para arestas no
caso bidimensional.

Para expansdes nodais pode-se também parear cada um dos

graus de liberdade checando a correspondéncia com os graus de
liberdade globais.



Conectividade de faces triangulares (modal) |

Operagdes
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Local 1
Montagem

global e co-
nectividade

a)

Permitido Proibido




Operagdes
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Montagem
global e co-
nectividade

Conectividade de faces triangulares (modal) Il

Sendo o vértice colapsado da base ({1 = —-1,& =1, =-1) e
o vértice colapsado do topo (1 = —1,{ = —1,&3 = 1), um
procedimento que leva a orientacdo correta de malhas
tetraédricas é

O vértice colapsado do topo é aquele de menor niimero
global

O vértice colapsado da base é aquele de segundo menor
namero global

Os outros dois vértices sdo orientados de forma consistente
com a rotagdo local do elemento (tipicamente anti-horaria)

N3o é possivel estabelecer um procedimento geral para todas as
malhas (que utilizam tetraedros, prismas e piramides).

Contudo, existem permutacdes de conectividades suficientes
para garantir uma boa flexibilidade.



Sistemas matriciais globais |

D Exemplo: transformac3o para frente global.

Bruno S.

See Recapitulando a transformac3o para frente elementar, usando

projecdo de Galerkin:
Mea® = (B®)'WeB®i® = (B®) 'Weu®.

Sistema
matricial
global

Podemos representar esta transformagdo para todos os
elementos através das matrizes bloco diagonais:

ML o ... 0
0o M2 ... 0

0 0 ... MNa



Sistemas matriciais globais |l

Operagdes

Globais (BI)TWI 0 e 0
W myTwe - o @)W :
0 0 . (I_:,/\/Cl)'TW/\/C1
S de forma que o sistema global &
e o — (8 W,

que é possivel e determinado porque os sistemas locais sdo
desacoplados e possiveis e determinados. Entretanto, ndo ha
garantia de continuidade entre os elementos. Sabendo que
iy = Alg, podemos escrever:

M°Ai, = (B®)"Wey,



Sistemas matriciais globais Il

Operagdes

Globais

Bruno S, Para termos uma matriz quadrada, temos que pré-multiplicar os

Carmo . - T

dois lados da equacdo por A':
[ATMeA] G = Ma, = AT(BS) Weu,

Sistema M é a matriz de massa global. Um procedimento idéntico pode
matricia
global ser seguido para qualquer matriz elementar, como a matriz

laplaciana (L = ATLCA).

N3o é eficiente montar as matrizes explicitamente desta forma.

Entretanto, o termo (B¢)"We¢u, pode ser calculado no nivel do
elemento (fazendo uso de fatora¢do da soma) e depois mapeado
para um vetor global através da tabela de conectividade.



Condensacdo estatica |

Operagdes
Globais . . .
Sistema global é do tipo
Bruno S.
Carmo
Mx =A"M°A = f.
Utilizando a numeracio dos graus de liberdade apropriada, as
matrizes elementares tem a estrutura
Condensagdo MZ Mi
estatica (M?)T Mle

onde M sdo os componentes resultantes de interagbes
contorno-contorno, M¢ sdo componentes resultantes de
acoplamento contorno interior e M¢ se refere interagdes de
modos interior-interior.



Condensacdo estatica

Operagdes
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Carmo
Se os graus de liberdade globais sdo numerados de forma
apropriada (primeiro os graus de liberdade de contorno dos
elementos, seguidos pelos modos de interior, numerados
consecutivamente de acordo com o elemento), este tipo de
estrutura é replicado na matriz global:
Condensagdo

estatica M ) M ] Xp B fb
M T M; X o f,' ’
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Condensagdo
estatica

Condensacdo estatica Ill

1
Mc
Boundary—
Boundary _ M%
matrix Boundary—Interior matrix % .
S .
'-JH )
i} § * Nel
EE <
M 2 g
c Local Boundary—Interior matrix
1
T Mi
M, M;
2
Xy |
L)
L)

A N . Nel
Interior—Interior matrix

Form of Interior—Interior matrix



Condensacido estatica |V

S Pré-multiplicando pela matriz
runo . _1
BCarmoS I _MCMI
0 | ’
chegamos a
My — MM IM] 0 xp | [ fo — MM,
MI M; xi | f; .

Condanszze A equacdo para as incégnitas de contorno &, portanto,

estatica

(Mb . MCMi_lMCT> xp = f» — McM: ;.

Uma vez que x;, estd determinado, pode-se calcular x;
utilizando as linhas seguintes do sistema:

X = Mi_lf,' — Mi_lMCTXb.



Condensacdo estatica V

Gl Assim, a soluc3o do sistema foi dividida em trés passos:
lobals

Bruno S. . .

Came Calcular e inverter a matriz de complemento de Schur,

Mp — MMM (operagio mais cara);
Calcular Mi_l;

Calcular MCM;—1 = [Mi_le]T.

Condensagdo

estatica Os passos 2 e 3 podem ser feitos no nivel do elemento.

Ml_fl _ [&g]’l _ M—l

MM, = AZM;[M;‘?]#,-
MM x, = [ME]H(ME) " Apx,,



Condensacdo estatica multinivel

Operagdes .
Globais Uma numerac3do global adequada dos modos de contorno pode
Bruno S. levar a uma matriz de complemento de Schur que também
armo

contém uma matriz bloco diagonal, onde a condensacido
estatica pode ser reaplicada.

Condensagdo
estatica




Condicdes de contorno essenciais |

Operagdes
Globais

Bruno S.
Carmo

Estratégia adotada: numerar os graus de liberdade de contorno
de forma a posicionar aqueles que tem condicdo de contorno de
Dirichlet no final do vetor.

Solu¢do computacional: aplicacdo de mascara nos graus de
liberdade de contorno — O para graus de liberdade com condicéo
Condicsesde de Dirichlet e 1 para os demais

contorno
essenciais
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Condigdes de
contorno
essenciais

Condicdes de contorno essenciais |l

////’/5 22 21 4

7

7

4

4 20 19 6

14
14

13

13 17

18

Unknowns

knowns

\coo\IO\MJ\L“I\:\‘
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Reordenac3o dos graus de liberdade de contorno |

A tabela mask[e][i] contém a mascara do grau de liberdade de
contorno i do elemento e, e a tabela Gmask[n] contém a
mascara do grau de liberdade global n.

Para certificar que todos os vértices e arestas da fronteira
tenham a mascara apropriada, inicializamos Gmask com 1 e
fazemos

fore=1: N, do
for i =0,np[e] — 1 do
Gmask[bmaple][i]] = Gmask[bmapl[e][i]] x mask[e][/]
end for
end for



Reordenac3o dos graus de liberdade de contorno Il

Operacdes
Globais
Bruno S.
corme Corrigimos entdo a tabela local mask[e][/]:
fore=1: N, do
for i =0,np[e] — 1 do
mask|[e][/] = Gmask[bmaple][/]]
end for
end for
Condicgesde. |nicializamos entdo o vetor global Gbmap[n] em zero e
essenciais armazenamos o nimero total de graus de liberdade globais sem

condicdo de Dirichlet em Nyg, .



Reordenac3o dos graus de liberdade de contorno IlI

D Reordenacio:
s m=nmn=1
fore=1: N, do
for i =0,np[e] — 1 do
if Gbmap[bmap[e][i]] =0 then
if mask[e][/] =1 then
Gbmap[bmap[e][/]] = m
n=n-+1
else
Coniheses de Gbmap[bmap[e][i]] = n2 + Npsiv
essenciais np=ny+1
end if
end if

end for
end for



Reordenacdo dos graus de liberdade de contorno IV

Operagdes
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Bruno S.
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Atualizacdo da tabela de conectividade dos graus de liberdade
de contorno:

fore=1: N, do
for i =0,np[e] — 1 do
bmap[e][i/] = Gbmap[bmaple][]]
end for
comtomme end for

essenciais



Tratamento das condicGes de contorno essenciais no
sistema linear

Operagdes

pstnen Decomposi¢do da aproximagao:

Bruno S.
Carmo

Condi¢des de
contorno
essenciais
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