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Introducdo

Conceitos

m Conceitos fundamentais envolvidos no projeto e

em 1D —
Bl implementa¢do de um método de elementos espectrais/hp
ementar e
Sistema para problemas elipticos lineares unidimensionais.
obal
Bruno S. . i
Carmo m Base para outros tipos de problemas (parabélicos e
Introduc hiperbdlicos), formulagdes e problemas multidimensionais.
cdo G

m O método de elementos finitos € uma forma do problema
de Rayleigh—Ritz, que transforma a solucdo de uma
equacio diferencial na minimizacdo de um funcional
expresso na forma de uma equacio integral.

m Esta relac3o é significativa por atribuir rigor matematico ao
MEF, embora a forma funcional ndo seja necessaria para a
formulacdo do problema; uma formulacdo mais geral é
possivel usando o método de residuos ponderados.



O método de residuos ponderados |

Conceitos

em 1D —
Decomposicido
Elementar e

e m Objetivo: resolver numericamente um sistema de equac¢des

Global diferenciais parciais num dominio espacial €.
Bruno S.
Carmo
m Ideia: aproximar a solucdo, constituida por uma série
infinita, por uma representac3o finita, que satisfaca um
Residuos ., .. .
ponderados namero finito de condi¢ces.

m A escolha das condicdes a serem satisfeitas € o que define
o método numeérico.

m Assim como o MEF, o MEE/hp usa o Método de Residuos
ponderados para especificar estas condices.
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O método de residuos ponderados ||

O método de residuos ponderados pode ser descrito
considerando uma equacio diferencial linear no dominio Q
expressa por

L(u) =0, (1)

sujeita a condicdes de contorno e iniciais apropriadas.

A solucdo aproximada que buscamos tem a forma

Ndof

U’ (x,t) = uo (x, t) + Y B(£)®s(x), (2)

Jj=1

onde ®;(x) sdo fun¢des analiticas chamadas de funcdes de
expansio ou funcdes de base, 0j(t) sdo os Ngof coeficientes
incognitos, e up (X, t) é selecionado de forma a satisfazer as
condicdes iniciais e de contorno.
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O método de residuos ponderados Ill

As fungbes ®;(x) devem satisfazer condi¢des de contorno
homoggéneas, isto é, devem ser zero nas fronteiras com condi¢cio
do tipo Dirichlet, pois as condicées de contorno do problema ja
sdo satisfeitas por ug (x, t).

Substituindo a aproximagdo (2) em (1) resulta em um residuo
n3o nulo, R:
L(u°) = R(u°). (3)

Para que se tenha uma maneira tnica de se determinar os
coeficientes ;(t), uma restricdo pode ser imposta ao residuo R
de forma que (3) seja reduzido a um sistema de equag¢des
diferenciais ordinarias em {;(t). Se a equagdo original (1) for
independente do tempo, entdo os coeficientes ; podem ser
determinados diretamente da solucdo de um sistema de
equacdes algébricas.
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Conceitos
em 1D —
Decomposicido
Elementar e

Sistema O método de residuos ponderados consiste em impor uma
Global R . .

o restricio a R tal que o produto interno do residuo com uma
runo S. e, . . .
Carmo fungdo de teste (ou peso) arbitraria seja igual a zero, ou seja,

(v(x),R) =0, (4)

onde a fungdo v(x) é a fungdo de teste e o produto interno
(f, g) no dominio Q é definido como

Residuos
ponderados

(f.g) = /Q F(x)g(x)dx. (5)
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O método de residuos ponderados V

Se (4) for verdade para qualquer v(x), a aproximacgo u® é

exata. Relaxamos este requisito fazendo com que v(x) seja
representado por uma combinacdo linear arbitraria de um
conjunto finito de fun¢des conhecidas, isto &,

Ndof

v(x) = Z ajvi(x), (6)

onde os coeficientes a; sdo arbitrarios e v;(x) sdo fungdes
conhecidas.

Substituindo (6) e (3) em (4) e usando a defini¢do (5) resulta
em

Naof
/Q S ami(x)L(u’)dx = 0. (7)
i=1
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Se assumirmos que L. seja independente do tempo e usarmos

explicitamente a expressdo da aproximagdo (2) em (7),

Naor

> ait [ ul

Naos

/Za,v, )L | uo(x +Zuj x)| dx =

Naot

x)L[uo(x)]dx + /Q vi(x)L

Naor

Z 0;®;(x)

Como a; é arbitrario, agora temos um sistema de equacdes
algébricas que é suficiente para determinar i;:

Naor

>

=1

{ar [ o eor ax = [ voLiumpotax

i=12,...

3 Ndof-
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Decomposicido

Elementare  Este sistema de equacdes pode ser escrito em forma matricial

Sistema

Global
Bruno S. AO = b7 (8)
Carmo
onde 0 é o vetor de coeficientes ;, os componentes da matriz
Residuos A 550
ponderados

AU:AbWALMA@M&

e o vetor b é dado por

m:—Awwmmmw.
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No dmbito do Método de Residuos Ponderados, a escolha das
funcdes de base ®;(x) e fungdes de teste vj(x) & o que
determina o esquema numérico.

Funcio de teste Tipo de método
vi(x) = 0(x — x;) Colocagdo
1, no interior de {/, .
vi(x) = { 0. forade O Volumes finitos
vi(x) = % Minimos quadrados
J
vi(x) = ®; Galerkin

vi(x) = Wi(# ®)) Petrov-Galerkin
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Formulacdo de Galerkin — Forma forte

O MEE/hp usa a formulagdo de Galerkin, no qual o conjunto de

funcdes de teste € o mesmo conjunto de funcdes de base, ou

seja, vj(x) = ®;(x).

A formulagdo de Galerkin tem algumas propriedades
matematicas significativas, como unicidade da solucio,
ortogonalidade do erro com relacdo ao espaco de teste na

norma de energia e minimizacdo da norma de energia do erro.

Trabalharemos com um exemplo, a equac3o de Poisson:

L(u)=V2u+f=0

ou, em uma dimens3o,

L(u)

d%u

x?

+f=

0
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Decomposicido
Elementar e

Sistema
Global
e 6 Consideraremos a solugdo num dominio Q = {x |0 < x < 1},
Carme com as seguintes condi¢Bes de contorno:
du
u(0) = gp, (1) =8,
Galerkin

onde gp e gn sdo constantes dadas. A primeira condicdo é do
tipo Dirichlet ou essencial enquanto a segunda é do tipo
Neumann ou natural.



Conceitos
em 1D —
Decomposicido
Elementar e
Sistema
Global

Bruno S.
Carmo

Galerkin

Forma fraca e implementacio das condicdes de
Neumann |

Para construir a forma fraca de (9), multiplicamos a equagdo
pela fungdo de teste v(x), que por definicdo é zero em todas as
fronteiras com condicdo de Dirichlet 9Qp, e integramos no
dominio Q2 de modo a obter o produto interno de LL(u) com v:

(v,L(u)) = /01 v <gi‘2’ + f) dx = 0. (10)

Esta equacdo equivale a igualar o residuo a zero se utilizarmos
% no lugar de u. Integrando a eq. (10) por partes:

L ovou ! dul’
/0 &(axdx—/o vfdx—}-{vax]o. (11)

Em dimensdes superiores, chega-se a um resultado analogo
utilizando o teorema de Gauss (teorema da divergéncia).



Forma fraca e implementacio das condicdes de
Neumann [l

ozl Como em x = 0 definiu-se uma condi¢do essencial, v(0) = 0.
em -

Beempeaicha Impondo entdo a condi¢do du(1)/0x = gy, simplificamos a
ementar e
Sistema €q. (11)

Global

1 1
Bruno s O g)v(g‘xjdx = /0 vidx + v(1)gn (12)
As condicdes de contorno de Neumann s3o incluidas
naturalmente no problema. Para gar = 0, simplesmente
S cancelamos o altimo termo. Esta operacdo reduz a ordem do

problema discreto e torna a matriz discreta simétrica. Esta é a
chamada Forma Fraca.

Substituindo a solugdo exata u(x) pela aproximagdo u®(x), e a
funcio de teste v(x) por uma expansao finita v?(x),
Loviou®

1
ovious 5 5
| x o dx /0 vOfdx + vO(1)gn- (13)



Forma fraca: aplicacdo de condicdes de contorno
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Conceitos

em 1D -
Decomposicie  Decompomos da solugdo aproximada u® numa parcela

el:nentare h ] L .

Sistema conhecida que satisfaz as condigdes de contorno de Dirichlet,
Brune S, uP e uma parcela desconhecida que seja homogénea nas

Carmo fronteiras onde ha condicdes de contorno de Dirichlet, u™, isto

év
u’ = o'+ uP (14)

Galerkin Onde UH(aQD) =0e UD(@QD) = 8D-

Substituindo (14) em (13) e rearranjando

Lovoogu™t L, 5 LovoouP
(15)
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Forma fraca: aplicacdo de condicdes de contorno
essenciais ||

A eq. (15) tem os termos do lado direito todos conhecidos, e
pode ser resolvido como um sistema algébrico finito, como
veremos a seguir. Este procedimento nos permite usar a mesma
base para v? e u™, ja que ambas sdo homogéneas nas fronteiras
do tipo Dirichlet.

Alternativa a este procedimento seria montar a matriz inteira e
zerar as linhas dos graus de liberdade com valor conhecido.
Entretanto, isto destréi a simetria do sistema. Em
compensacdo, a técnica de lifting implica numa renumeracdo
dos graus de liberdade e num calculo do vetor de carregamento
que é mais complexo.



Condigdes de contorno mistas (ou de Robin)

Conceltos E uma condicdo de contorno do tipo

Decomposicido

Elementar e 8”(1)

Sistema
ox

+Bu(l) =gr (com a7 0),

Global «a

Bruno S.
carme onde o, B e gr sdo conhecidos. Para impor este tipo de
condicdo de contorno, substituimos

du(1) _ (gr —Bu(l))

Galerkin 8X a

na eq. (13), obtendo

A implementacdo modifica a matriz.



Equacio residual para funces CO |

Conceitos

em 1D — Nl
€.

Decomposicdo 1 8\/ g au g 8V 8 au
Elementar e =

X =
Sist
ema o Ox Ox 0e Ox Ox

Bruno S.

Nel )
Carmo . 58“
_ / ey vy 3|V

X
Qe
L 50%u ou’| "

. _ é
Galerkin = —/O axz dX"" Z v a ]QE
L

Como a expansdo ndo é (i,

Q

QF

5 au 5 8“
Ox Ox
Q

e+1
QR



Equac3o residual para funcées CO Il

Conceitos

em 1D — P
Decomposicso  ENtdo substituindo em (13):

Elementar e

Sistema
Global Ey
= s 1 5 azu +f d 5 8U6 +
runo S. _ v X — v’ —
Carmo 0 6X2 ax .
Ql
Nep—1
2 5 8U5 8U6 4
—_— — V —_—
Galerkin e=1 aX Q,?? 8X ch+1
1
5 Ou 5
— —v(1
ox | . (Den

Os termos entre colchetes se anulam & medida em que a
solucdo converge.



Conceitos
em 1D —

Decomposicido

Elementar e
Sistema
Global

Bruno S.
Carmo

Decomposicido
elementar

Decomposicdo elementar: extensio do tipo h

Vantagens: flexibilidade geométrica, tratamento de operacdes
numa base local elementar.

O dominio Q é dividido em subdominios Q¢ que n3o se
sobrepdem uns aos outros. O conjunto de N elementos é
chamado de malha.

Nel Nel
Q:UQe, onde ﬂQe:@
e=1 e=1
Para o dominio Q = {x]|0 < x < L}, uma malha pode ser

especificada pelos pontos

O=xo<x1 < - <Xxp

el ™

1 < XN, = L.
Portanto, o elemento e é definido como

Q° = {X|xe—1 < x < Xe}.



O elemento padrio

Conceitos
em 1D —

Decomposicido
Elementar e

g . ~
Global Definimos o elemento padrio:
Bruno S.
Carmo Qst:{£|—1§£§1}
Funcdes de base lineares locais
. 1-¢
Decomposicido
elementar 9 5 € QStu

Po(§) = 2
0> §¢ QSt7



Mapeamento paramétrico |

ozl O elemento padrio pode ser mapeado para qualquer dominio
em -

Decomposicso  elementar Q€ através da transformacdo x¢(&):
Elementar e
Sistema
Global ]_ _ é‘ 1 +§
— e _
Bruno S. X=X (g) - 2 Xe—1 + 2 Xe, f S Qst'
Carmo

Este mapeamento tem uma inversa analitica

X — Xe—1

£=(x)x) =2

-1, xeQ°.
Xe — Xe—1

Decomposicido
elementar
O mapeamento x¢(&) pode ser interpretado como uma
expressdo da coordenada global,x, em termos da expansio de

elementos finitos:

x = X(&) = po(&)Xe—1 + P1(E)Xe, € € Qs
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Mapeamento paramétrico |l

m Expressar a coordenada global, x, em termos das funcdes
de expansdo & um procedimento conhecido como
mapeamento paramétrico.

m Este tipo de mapeamento é conveniente para a
representacdo de superficies curvas em problemas de
dimens3o maior que 1, como veremos nas préximas aulas.

m Se a expansido utilizada no mapeamento for da mesma
ordem daquela utilizada para representar as variaveis
dependentes, dizemos que o mapeamento é isoparamétrico.
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Modos globais ¢;(x) |

P =

X—X1
Xo—X1'’

X—X0
X1—Xo’

X—X2
X1—x2’

0,

$1(€) =
do(§) =

0,

X € Ql’ ¢0(£) = ¢0([X1]_1(X))’ X € Qla
X ¢ Ql, B O, X ¢ Qla
xeQl,

x € Q2

x ¢ (QLuQ?),

o1(XH(x), x el
do([X?] 1 (x)), x €
x & (QLUQ?).






Montagem do sistema global |

ozl Expressio da aproximacio u® em termos dos modos globais e
em -
Decomposigdo IOcaiS:
Elementar e

Sistema Ngot—1 Ney P

Global 5 ~ ne e

u’(x) = E bigi(x) = E E 1]
Bruno S. ( ) I¢’( ) p P(€)7
Carmo i=0 e=1 p:O

onde P é a ordem do polindmio da expansdo e

35(6) = p([X°1 71 (x))-

Usando um exemplo onde P =1 e Ny = 3, para atender 0

D ica . . . . A A
cementar | requisito de continuidade, temos que ter 41 = 42 e 0% = 03. A
relacdo entre coeficientes locais e globais é ent3o
Al A Al ~2
ug = up, Uy = Uy = U]_,
A2 a3 A3 _ A
Uy = Uy = U2, uy = us.

6 graus de liberdade locais correspondem a 4 graus de liberdade
globais.



a,

global bases ‘

4,

local bases
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Montagem do sistema global Il

Descricdo geral: seja iy o vetor dos coeficientes globais e @i, o
vetor de coeficientes locais

N ~ ~ T

Ug = [U(),...,UNdof_l]
A 1nl Al ANgot—1 ANgor—17T
Uy = [dg, Oy, ..., 0y, 4y %]

A relacdo entre os graus de liberdade locais e globais pode ser
expressa em termos de uma matriz bastante esparsa, chamada
de matriz de montagem, A:

i) = Al
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Conceitos No nosso exemplo:
em 1D —
Decomposicido _ - _ -
Elementar e al 1
Sistema 0
Global ﬁ% 1 [)0
Bruno S. 02 1]
Carmo ﬁ/ = gg — 1 L,{l
{5 1 i
a3 1 i3
Lap ] L 1]

Decomposicido

elementar Operacido reversa: construcdo de operacdes globais a partir de
operacdes locais. Exemplo: integracio.

2

1 dX1 1 dX
/Q @, (x)u” (x)dx = / Ol () e+ / RO () e

Todas as integrais podem ser computadas no elemento padrio

([=1.1]).
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A operacdo de montagem é feita pela matriz A". Definindo:

uqzé¢pmﬂnw,

e

Il 1 6 e dXe

' I d0(€)u (x) 5 de
I, = _ , onde I° = :

e S bpa () ()% de
temos

I, =A"l,

A matriz A n3o é construida na préatica, pois & muito esparsa.
O que & usado & um vetor de mapeamento (matriz de
conectividade).
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