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Equagio integral de von Kdrmén

Equacdo integral de von Karman

Deduziremos uma equacao integral para a camada limite (laminar ou
turbulenta) baseada na integracdo das equagdes de continuidade e momento
na espessura d (x, ¢). A camada limite pode ser transiente. Para simplificar a
notacdo, as varidveis serdo consideradas como os valores médios no caso
turbulento e os valores instantdneos no caso laminar. As equagdes de partida
sdo:

ou  Ov 0

ox + dy

u ou Ju 1op 10 u —
b e _ pu’ v
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As condigdes de contorno sdo:
Naparede y =0):u=v=0,u"Vv = O,Mg—; =T
No borde da camada limite (y = 6): u’ V' = 0, Ou 0,u=U(x,1).
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Equacdo integral de von Karman

Integrando a equacdo de continuidade:

; gvdy—V5(x 1) = OégZdy:—aa Judy—&-Ugi
:—% Oéudy—l—aa(Ué) 6%—1]
:gx/oé( U—u) dy — 5%’1 5(05*) 5%’;
v(s(x,t):%(U(S*) (5%—5
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Equacdo integral de von Karman

No borde da camada limite € valida a equacao de Euler para escoamento
irrotacional:

Vp+pV(2V>+pat—0

V=Ut+vs]
Vi =U4v; 2 U

Multiplicando escalarmente por dr = dx %, obtemos a relacdo de Bernoulli
generalizada para escoamentos transientes:

o 9 [(1 U
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Expressamos o resto dos termos em forma conservativa:

ou_10

- = 2
u@x 28)6(”)
ou 0 ov 0 ou 0 19 5
va—yfa—y(uv)—ua—yfay(uv)wLuaxfay(uv)Jrzax(u)
0u 18( au) 107
Vos =—a- ko | = —50
oy*  pdy \' dy p Oy
Substituindo, resulta:
u 0 o, O 9 (Lp\_0U _ 107 0 oy
8t+8x(u)+8y(uv) 8x<2U> ot p8y+8y(uv)_0
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Equacdo integral de von Karman

Integramos cada termo em y entre 0 e J:

0
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Levando em conta que:

O ey ’ 2 u
)

/06 [uz—Uz-i-U2 (1—%)}&7}):/0 (uz—uU)dy

§
:7U2/ %(p%)dy:wa
0

resulta finalmente a equacao integral de von Karmén (1921) (Theodore von
Karman, 1881-1963):
1 0 , 5 ou 0
T =—=—(U0)+US —+ = (U
p T O (U70) + Ox + ot ( )
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Equacdo integral de von Karman

Procedimento para resolver um problema utilizando o método integral:

Obter U da solugdo para o escoamento externo irrotacional.

Selecionar um perfir de velocidade aproximado "razodvel" da forma % =f(n), onde
n= %. O procedimento pode ser sofisticado incluindo o gradiente de pressdo no perfil
de velocidade para determinar a separagio (Polhausen, 1921) (método de Ernst
Pohlhausen, 1890-1964).

Calculag o0s parametros necessdrios 6, 7, e §* em fungio de J:
1 1
9:/liO—1>@:6/fﬂ—ﬂm:CM,mkcwi/fU—ﬂm
o U U 0 0

ou U U .
T=ua—y(y:0)=“7f’(0):cf“7 Londe C; = (0)

. [ u B 1 B e
d _/0 (lfﬁ)dy_é/o (lff)dn—C*J,ondeC*—/O (I —f)dn

Resolver a EDP resultante em § e calcular vg, 7, ¢r e Cp:

vU o 5 ou e}
— Cr=Cy— (U4 CiUS— +Cy — (U6
5 9m< )+ ax T o (VY
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Camada limite turbulenta, gradiente de pressao zero

Utilizaremos o método integral para resolver aproximadamente a camada
limite turbulenta em uma placa plana com gradiente de pressao zero. A
equagdo integral de von Karman fica:

Tw = U? ﬁ

P dx
Como perfil de velocidade turbulento € proposto:

5= ()"0

a= [ra-na=[' ()" 1) =3,

Para determinar a tensao de cisalhamento, observamos que o perfil escolhido
nao funciona pois a derivada diverge na parede. Portanto, estimaremos a
tensdo de cisalhamento de uma maneira alternativa. Da defini¢do do

coeficiente de atrito de filme podemos escrever:
= s ommteprr 5 =2 g, ®
- TP T =
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Camada limite turbulenta, gradiente de pressao zero

Seventh
root profile,
Eq. (7.39)

04 Exact Blasius profile

for all laminar Re,
(Table 7.1)

Parabolic
approximation,
Eq. (7.6)

02 0.4 0.6 08 1.0
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Camada limite turbulenta, gradiente de pressao zero

Para determinar o coeficiente de atrito de filme, consideramos que o perfil de
velocidade é o logaritmico, correspondente a camada turbulenta em uma
placa plana lisa. Sabendo que u (6) = U podemos escrever:
u 1 ou, 1 -
zlog( " )+B: log(Regu—>+B

K v K U

ur
oo () - () )
_—— U _— = —_— = —_—
Uur Tw Tw Cr
2\'* 1 cp\1/2
= (= = — log |Re; (—) +B
cr K 2
Da expressio anterior podemos determinar ¢y numericamente, como

mostrado na tabela. Podemos correlacionar ¢; = ¢ (Re;) de maneira
explicita na forma:

1
¢y =CRey" onde C=0,02,n= 3
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Camada limite turbulenta, gradiente de pressao zero

Res 107 10° 10° 107
¢ | 0,00493 | 0,00315 | 0,00217 | 0,00158

Substituindo:
C U

u\™" ds -
CpU* (=) 6 "=2CpU*— = §"dé=—(—| d
P < v ) 0P 2Cy < v > *
Integrando e desprezando o comprimento e espessura da por¢ao laminar da
camada limite (6 (x = 0) = 0):

1
1

n+
s ¢ (U\T" 5 [(n+l)%]
= — | = X = -—-=+£ 74
n—+1 2Cy

o
12 X Re)»cﬂrl

Substituindo as constantes, resulta:

50,162 17
01 016 (5) =
X Rex/ U
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Camada limite turbulenta, gradiente de pressao zero

O coeficiente de atrito de filme e a tensdo de cisalhamento resultam:

dd 7 6 AN A 0,027
= —_— = e — — - /7 = ?
cr 2C9dx 2><72><0,16><7><( ) x Rl
1, ul/7 817 g3/
Tw = EpU Ccr :0,0135T
A forga de arrasto e o coeficiente de arrasto resulta:
L L
D 1 7 0,031
Dz/rwdx; Cp=1—75+ :f/cf(x)dx:fcf(L)zi’ 77
0 spU*L L Jy 6 Re;
Finalmente, a espessura de deslocamento resulta:
0. 0,0203

1
1 1

C*:/ 1—9/7dn=< = 6.,=<46 = —
0[ g ]77 8 8 x  Re/7
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Camada limite turbulenta, gradiente de pressao zero
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Camada limite turbulenta, gradiente de pressao zero

Para superficies rugosas na faixa de turbuléncia completamente
desenvolvida, o coeficiente de atrito de filme independe do Reynolds,
resultando:

o ~ [2,87 11,58 log (z)}fz’s

IN\] 25
Cp =~ {1,89—&— 1,62 log ()}
€

Na regido de transicdo (5 x 10° < Rejns 3 X 10) as curvas sugeridas sdo:

0,031 1440 . _ s
c Reg” = ReL s Regrans = 5 % 10
D~ 0,031 _ 8700 . _ 6
Re;ﬁ = ReL s Rejrang = 3 x 10
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