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1. (2 pontos) Considere um campo de velocidade estacionario e bidimensional cuja componente U da velocidade na
direcdo X é dada por:

u=Ax+By+Cx*-Dxy
onde A, B, C e D sdo constantes com dimens@es apropriadas. Gere uma expressao para 0 componente V da
velocidade na diregdo Yy e restrices nas constantes, de forma que o escoamento seja incompressivel, irrotacional e
tenha velocidade nula na origem de coordenadas.

Divergente: V~V=a—u+@+@ ; rotacional: VxV = w_ov T+(a—u—@j]+ y_ou k
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Solucao:

Da condicdo de incompressibilidade e bidimensionalide, V-V = a_u+@ =0 il = a
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%: —A—-2Cx+ DYy integrando parcialmente, resulta v=-Ay—-2C xy+%D y2 + f(x)
- . L oV du . , ,
Da condig#o de irrotacionalidade: oy ~2Cy+f'(x)=B-Dx = C=0¢e f(x)=B-Dx
X

1 . . x .
Integrando, resulta: f(x)=Bx 5 Dx?+E, onde E é uma constante. Da condicdo de velocidade nula na

origem de coordenadas, resulta E = 0. Substituindo, temos finalmente:
u=Ax+By-Dxy

1 1
v=Bx—Ay-=-Dx?*+=Dy?
y 5 > y

2. (3 pontos) Se a velocidade de aproximagdo ndo for alta demais, uma saliéncia de altura H no fundo de um canal
de &gua bi-dimensional de espessura h causard um afundamento Ah do nivel da agua, que pode servir para a
medi¢do da vazdo Q por unidade de comprimento na dire¢cdo normal ao papel. Desprezando as perdas e supondo uma
velocidade uniforme na secdo de passagem, determinar as velocidades V,, V, e a vazdo Q em funcéo das variaveis
anteriores e da aceleragdo gravitacional g .

Dica: a superficie livre de 4gua esta a pressdo atmosférica.
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Eq. de Bernoulli em uma linha de corrente, incompressivel e permanente: p + EpV 24 pgz=cte



Conservacao de massa, permanente: 0 = I . p(V.ﬁ)dA

(Adaptado de Mecanica dos Fluidos, F. M. White, McGraw-Hill, 2011)

Solucéo:
Da equagdo de continuidade entre as se¢des 1 e 2, resulta:

V,h=V,(h—Ah—H) :>\Q:Etz%j;ﬁQ:ﬂVPOMeﬂ:——Z%—Trzl
120
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Da equacéo de Bernuolli para a linha de corrente da superficie, resulta:

1 1
pa+EpV12+pgh= pa+EpV22+pg(h—Ah) = VZ2-V?=2gAh

1/2 1/2 1/2
Eliminando V, , resultam V, = Zg_Ah WV, =4 ZgAh , Q=V,h=h Z(gAh
B -1 p-1 p-1

3. (5 pontos) Um liquido escoa em regime laminar sob cisalhamento com velocidade U entre uma placa fixa e outra
moével separadas uma distancia 2h, como mostrado na figura. A gravidade é desprezada e o escoamento é

completamente desenvolvido (ndo ha variagdo da velocidade com Xx). Supondo viscosidade gz conhecida, queremos

. . d . « Lo
encontrar o gradiente de pressdo constante d_p necessario para que a vazao de liquido que escoe para a esquerda (em
X

valor absoluto) seja igual a que escoe para a direita. Resolver o exercicio seguindo 0s seguintes passos:

dp

a) Determinar o perfil de velocidade na regidfo —h<y<h em funcéo de U, e do resto dos pardmetros

aplicando condicbes de contorno adequadas de velocidade nas paredes e na interface; (1.5 pontos)
d . i ) -
b) Encontrar d_p em funcdo de U e do resto dos parametros aplicando ao perfil de velocidade a condicdo adequada;
X

(1.5 pontos)

c) Eliminar g—p e reescrever o perfil de velocidade adimensional na forma u” =u’ (y*), onde u” = 5 y :%;
X
(1 ponto)
d) Encontrar a posicdo onde a velocidade troca de sinal e calcular a vazdo adimensional por unidade de comprimento
na direcdo normal que escoa para a esquerda ou direita Q" = ‘(SL:\‘ . (1 ponto)
2 2 2
Equacdo de Navier-Stokes dire¢do X: p@ __® G, +u 0 LZJ + 0 l; + 0 LZJ
Dt OX ox°® oy® oz
Ajudas para o caleulo: [ (1— *z)d A (1+ *)d =2 1/3(1— *z)d 80 l/3(1+ *)d -8
judas p o [ (-y?)ay'== ¢ [y oy’ =25 [ -y )y = o [y )dy'= ¢
Raizes daequacdo 3y > +2y —-1=0: y =-le y :%.
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Solucéo:



a) O perfil de velocidade para a regido —h <y <h surge de resolver:

—d—p+ d?u N d’u 1@
dx dy dy L dx
d_uzld_perA ; u:i@y +Ay+B
dy g dx 2 1 dx
com condig¢des de contorno:
u(-h)=0 = LWy anse-0
2 u dx
u(h)=U LWy, ansB-U
2 p dx
Resolvendo para A e B , obtemos
A=l g L
2h 2 2pdx

O perfil de velocidade resulta:

u(y>=—%3_§{1_(%f}%(l+%j

b) Se avazdo para a direita e para a esquerda s&o iguais (em valor absoluto), entdo a vazdo total Q (soma algebrica)
deve ser zero:

h . hdpp 2\« Uhgp g
Q= LhU(y)dy =0 ; ——ﬂ&fl(l— y )dy +7L(1+ y')dy =0
2 1 dx\ 3 2 dx. 2 h
c) Substituindo no perfil de velocidade calculado no item a), obtemos o perfil adimensional:

U*(y*)=—%(1—y*2)+%(l+y*)=§y*2+ y —3

d) A posicdo onde a velocidade adimensional € zero resulta de resolver a equacdo de segundo grau:

3y*2 ;y*—%=0 = 3y*+2y -1=0

- * - - * 1 - -
As raizes da equagdo anterior sdo y =0 (parede inferior) e Yy :§' Integrando o perfil de velocidade,
determinamos as vaz0es para a esquerda e direita:
h/3 1/3 *
Q.= j u dy U hj y dy

Q 3 (3 3(80 1[8) 8
= dy +=| @+ d —|=|+=| ===
Uh 4—1( y)y I v )dy = 4(81j 219 27
— Q_: Qe =£=0,2963
Uh Uh 27

Miscelaneas:

O gréfico do perfil de velocidade resulta:



0.6 //
04 | //
02 | /
. ; /
y e
o2 f.
04 | {

08 L\

0.8 | 2

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

*

u

*

- . - du « 1
A maxima velocidade para a esquerda e calculada da condi¢do de extremo local o =0, resultando y = —5 e
y




